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Elementare  Darstellung  der  Lehre  von  den  unendlichen 
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Einleitung. 


i 


Die  Tlieorie  der  iu's  UneDdliche  fortschreitenden  Reihen  hat 
10  der,  neueren  und  strengeren  Ansichten  huldigenden  Analysis 
eine  eolcbe  Gestalt  angenommen«  und  ist  auf  so  veränderte  Prineipien 
gegründet  worden^  dass  in  der  jetzigen  Darstellungsweise  die  frühere 
gar  nicht  mehr  zu  erkennen  ist.  Die  strengeren  Analytiker  sind 
jetzt  wohl  darin  einig«  dass  der  eigentliche  Grundbegriff  der  gan- 
zen Lehre  von  den  Reihen«  ja  man  kann  wohl  sagen  der  ganzen 
Analysis«  der  Begriff  der  Gränze  ist«  und  dass  dieser  Begriff  unter 
keiner  Bedingung  entbehrt  oder  umgangen  werden  kann«  weshalb 
auch  alle  anderen  Darstellungen  der  Theorie  der  Reihen  durch 
die  sogenannte  Methode  der  unbestimmten  Coefficieoten«  oder  durch 
andere«  z.  B.  hei  dem  Binomischen  Lehrsatze  hin  und  wieder  in 
Anwendung  gebrachte  Methoden«  wo  zuletzt  Alles  Null  iiir  Null 
aufgeht,  deren  Anwendung  höchsten^  bei  endlichen  Reihen  ver- 
stattet sein  dürfte  ^)«  da  sie  bei  in*s  Unendliche  fortlaufenden  Reihen 
geradezu  nichtssagend  sind«  gegenwärtig  als  völlig  veialtet 
betrachtet  und  aus  der  Analysis  ganz  entfernt  werden  müs- 
sen, eine  Ansicht«  die«  wenn  sie  jetzt  auch  noch  nicht  bei  allen 


*)  Wa  man  aber  in  die  eigentliche  Natnr  des  Gegenstandes  weil  besser 
einführende  Darstellnngsweisen  genug  hat 

TheilYXm.  1 
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2  Grünere:   Elementare  Darstellung  der  Lehre 

Mathematikern  Anerkennung  finden  sollte,  doch  mit  der  Zeit  sich 
nnzweifelhaft  immer  mehr  Geltung  verschaffen  wird,    zu  welcher 
Annahme  die  beruhigende  Ueberzeugung  berechtigt,  dass  in  allen 
Verhältnissen   das  Wahre  doch  immer  endlich  über  das  Falsche 
einen  vollständigen  Sieg  davon  trägt.    Aber  auch  über  die  beste 
Darstellungsweise  der  auf  den  Begriff  der  Gränze  als  Hauptgrund- 
läge  gegründeten  Theorie  der  Reihen  dürfte  bis  jetzt  noch  nicht 
vollkommene  Uebereinstimmuog  unter  den  Aualytikern  herrschen, 
lind  vielfache  Versuche  sind  deshalb   in  dieser  Beziehung  bereits 
gemacht  wprden.    Mir  ist  immer  eine  möglichst  elementare  Dar- 
stellung dieser  Theorie  als  sehr  wünschenswerth   erschienen,   die 
namentlich  auch  für  den  jungen  Mathematiker  den  ungemein  gros- 
sen Nutzen   hat,    dass  sie   ihn   mit  dem   so  ungemein   wichtigen 
Begriffe  der  Gränze  und  dessen  Anwendung,  der  bei  dem  ganzen 
weiteren  Studium  der  Analysjs  sein  steter  Begleiter  ist,    so  früh 
als  möglich  bekannt  und  vertraut  macht  und  als  die  beste  Vorbe- 
reitung zu  dem  Studium  der  eigentlichen  Differential-  und  Integral- 
rechnung für  ihn  zu  betrachten  ist..   Eine  solche  elementare,  ledig- 
lich auf  den  Begriff  der  Gränze  gegründete  Darstellung  der  Lehre 
von  den  Reihen  habe  ich  in  der  vorliegenden  Abhandlung  zu  geben 
versucht,    die,    wie  es  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  viel  mit  der 
eigentlichen  Differential-  und  Integralrechnung  gemein  haben  muss, 
aber  dessenungeachtet  ganz   unabhängig  von   diesen   beiden  Wis- 
senschaften, im  eigentlichen  Sinne,  bestehen  kann  und,  nach  mei- 
ner Absiebt,  bestehen  soll.    Auch  das  Taylor' sehe  Theorem  und 
einer  der   wichtigsten  Sätze   der  Integralrechnung  müssen  in  die- 
ser Abhandlung  nothwendig  auftreten,   weil  diese  Theoreme  die 
ganze  Reihenentwickelung  unter  allgemeine  Gesichtspunkte  fassen, 
und  deshalb  nie  entbehrt  werden  können.    Bei  dem  Taylor'schen 
Satze  habe  ich  den  Beweis  des  Herrn  Caqn^  *)  benutzt.    Herrn 
Caqu^  ist  es  aber  nur  gelungen,   durch  seine  hauptsächlich  auf 
einen  wichtigen  Satz  der  Lehre  von  den  Mittelgrossen  gegründete 
Darstellung  zu  dem  von  Cauchy  gegebenen  ersten  Ausdrucke  des 
Restes  der  Taylor 'sehen  Reihe  zu   gelangen.    Indem  ich  einen 
andern  Satz  von  den  Mittel  grossen,  eigentlich  das  Princlp  des  ge- 
wohnlichen arithmetischen  Mittels,  benutzte,   ging,    was  für  mich 
von   ganz  besonderem  Interesse  war,    sehr   leicht  auch  der  von 
Cauchy  gegebene  zweite  Ausdruck  des  Restes  der  Taylor* sehen 
Reibe  hervor,  «lelcher  in  der  gewöhnlichen,  von  Cauchy  berrfifa* 
renden  Darstellungsweise  dem  Anfänger  immer  einige  Sehwierig«- 
keiten  macht,    aber  nicht  entbehrt  werden  kann.   Weil  er  «chon 


*)  Liouville:    Journal  d«  Math^mattqBes.     Oetobr«  1845. 
p.  379.     Archiv  der  Mathematik  ond  Vhjmik.    Thh  VIIJL  fk  16«. 


Digitized  by  VjOOQIC 
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deshalb  »o  wichtig  i«t«  da  «ich  ohne  atfine  BQlfe  da«  BinofSMh 
Theorem  nicht  streng  beweisen  Ifii^st«  wenig^teM».  nicht;  roittf tot 
dee  Taylor*aoheQ  Satzes.  Um  diese  BewfMwded  Tay l'^r'sQhea 
Theorems  richtig  au  verstehen»  rouss  man  our  ja  nie  im  Prji^ip 
der  Stetigkeit  aus  dem  Auge  verlieren »  was  hier  voa^anz  beaeo« 
derer  Wichtigkeit  ist.  Um  von  dem  eigentlich  in  das  Gebiet  der 
Integralrechnung  gehörenden  wichtigen  Satze,  welcher  in  dieser 
Abhandlung  gleichfalls  in  elementarer  Gestalt  auftritt,  eine  geome- 
trische Anwendung  zu  zeigen»  habe  ich  mit  dessen  Hülfe  die 
Gleichungen  der  Rhumblinie  auf  der  Kugel  elementar  entwickelt, 
was  für  den  hSheren  nautischen  Unterrieht  vielleicht  ervCascht 
sein  durfte,  da  jene  Gleichungen  in  der  ganzen  JKaiitik  eine  «o 
überaus  wichtige  Rolle  spielen.  —  Mag  man  auch  vielleicht  sagen» 
dass  die  in  dieser  Abhandlung  gegebenen  Entwickelungen  nur  eine 
versteckte  Differential-  und  Integralrechnung  seien,  so  lasse  ich 
mir  dies  gern  ^fallen,  ja  ich  sage,  -dass  dies  gar  nicht  anders 
sein  kann;  aber  ich  glaube,  dass  diese  Abhandlung  .eine  wirkliehe 
elementare  Darstellung  der  ganzen  Lehre  von  den  Aeiheo  liefert^ 
die  für  den,  der  nicht  weiter  in  der  Analysis  zu  gehen  beabsich- 
tigt, und  eine  grundliche  Kenntniss  der  Theorie  der  Reihen  viel- 
leicht praktischer  Zwecke  wegen  nlithig  hat,  in  dieser  Beziehung 
das  vollständige  Studium  der  eigentlichen  sogenannten  höheren 
Analysis  entbehrlich  macht,  jedenfalls  auf  dasselbe  ihn  sehr  zweck- 
mässig Torbereitet.  Durch  diese  Abhandlung  auch  dazu  beizutra- 
gen, dass  immer  mehr  und  mehr  die  völlige  Unwissenschafllichkeit 
der  sogenannten  Methode  der  unbestimmten  Coefßcienten  und  ähn- 
licher Methoden,  auch  einiger  In  neuerer  Zeit  iti  Tors^^blag  ge- 
brachter Surrogate,  durch  die  man  in  völlig  veruigliickter  Weise 
die  strengen  Ausdrücke  der  Reste  der  Tay! or 'sehen  und  Mac- 
lanrin' sehen  Reihe  und  deren  Anwendung  bei  ßeihenentwicke 
langen  bat  umgehen  und  entbehrlich  machen  wollen^  und  dadurch 
das  Studium  der  Differential-  und  Infegralrechaung'  für*Anf&nger 
erleichtern  zu  können  gemeint  hat»  erkannt  und  sp^be  Unwissen- 
schaftlichkeit immer,  mehr  nnd  mehr  aus  der  Ana^ysts  r  verbannt 
werden  möge,   ist  mein  grosster  Wunsch. 


I. 

Vorbereitende   arithmetische  Sätze. 

•   :  ••        5-:lr    '!   i\.   ''!  \\ 
Die  Ertyripfcefciagenw  wt.dnpen;>tw'Bn»>jn,i^e^r,A 

1* 
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besehftftigeo  werden,  nebmen  die  Kenntniss  einiger  arithmetischen 
Sätze  in  Anspruch,  die  zwar  belcannt  sind,  dessenungeachtet 
aber,  um  das  VerstSndniss  des  Folgenden  möglichst  zu  erleich- 
tern, hier  zusammengestellt  und  mit  strengen,  möglichst  einfachen 
Beweisen  versehen  werden  sollen« 

Der  erste  dieser  Sätze  ist  der  folgende 


Lehrsatz, 

Wenn  x  eine  beliebige  positive  Grösse  und  n  eine 
positive  ganze  Zahl  bezeichnet,    so  nähert  der  Bruch 


1.2.3....« 


sich  dec  Null,  wenn  n  in*8  Unendliche  wächst,  und  kann 
der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur 
n  gross  genug  nimmt. 

Beweis. 

Man  nehme  die  positive  ganze  Zahl  A:  so  an,  dass  k+l^x,  also 

isf,  was  offenbar  immer  möglich  ist.    Nun  ist 

a^^^ £*^      X 

l....(Jfe  +  l)  -  £....* 'FfT 

ar*-f» Ä^     .  X         X 

l....(Ä  +  2)  ""  l....*Jfc+lÄ:  +  2' 

a:*+'  a?*         x         x         x 

a^+* **         X         X        X         X 

l....(ifcH-4)  -l....ifA+lÄ  +  2A  +  3A+4' 

n.    8.    w. 
Also  ist,  weil 

X  X  X  X 

Ä+I*    *+2'    *  +  3'    *+4'-  • 
eine  tleihe  fortwährend  dmehmeiider  achter  Bräche  ist: 
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99»  den  tmemUteken  Betten, 


1....  (*+2)  '^  TZlt'Kjk^)  ' 

a^^  g*    /_£_V 

l.,..(*+4)'*^l...A'U+l/  • 


o.    s.    w. 
oder,  wenn  wir  der  KOrze  wegen 


K= 


setzen: 


^  —9iC 


l....(A+l) -**+!' 
1....(A+3)<^Vä+iJ  ' 


U.      8.      W 


Die  Poteozen 


ÄTI'   (Äfi)  '   (äIi)  '    (äTi)  

des  fichten  Brucks  jrrri  ^^^^^^  sich  nun  bekanDtlicli  der  Null, 

immer  mehr  und  mehr  und  können  der  Null  beliebig  nahe  gebracht 
werden  4  wenn  man  nur  den  Potensexponenten  gross  genug  wer- 
den lässt.    Also  nahem  sich  auch  die  Grossen 

nod  nach  dem'  Obigen  folglich  nro  so  mehr  die  GrQtoen 

^H-i  :r*+2  ^H>  sc^\^ 

l....(it+l)'     l....(Ä+2)'     l....(/fe  +  3)'    l....(A-+4)'*" 
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der  Null,  und  können  derselben  beliebig  nabe' gebracht  werden, 
wenn  man  diese  Reihe  nur  weit  g^nug  fortsetzt  oder  die  Glieder 
weit  genug  von  ihrem  Anfang  entfernt  nimmt,  wobei  nach  dem 
Obigen  natürlich  immer  vorausgesetzt  wird,    daas  A'-hl>^>    also 

T-x-|-<l  sei,  eine  Bedingung«  deren  Erfüllbarkeit  in  keinem  Falle 

einem  Zweifel  unterliegt  Hierdurch  ist  also  unser  Satz  vollstSn- 
dig  bewiesen. 

2S  u  s  a  t  z. 
Der  absolute  Wertb  des  Bruchs 

1.2,3....n' 

wo  X  eine  beliebige  positiie  oder  negative  Grosse,  n 
eine  positive  ganze  Zanl  bezeichnet,  nähert  sich'  d^r 
Null,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  und  kann  der  Null 
beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  n^n  nur  n  gross 
genug  nimmt. 

Ein  anderer  arithmetisch^  Satz,  von  dem  wir  in  dieser  Ab- 
handlung Gebrauch  ma\dlien  Werden,  ist  der  folgende 

Lehriatx. 
Der  B.ruch 

wo  m  eine  bestimmte  unveränderliche  positive  ganze 
Zahl  bezeichnen  soll,  nähert  sich,  wenn  die  positive 
ganze  Zahl  H  in's  Unendliche  wächst,  der  Gränze 

1 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade. 

*        '   '  ,         Beweis. 

Von  der  Richtigkeit  der  Gleiohang 
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Qbeneogt  in»o  «ich  auf  der; Stelle*  wen«  man  aaf  beiden  Seitpo 
dieser  Gleichung  mit  (l-fu)  — 1  multiplicirt.  Setzen  wir  nun,if 
als  positiv  voraus,  so  folgt  auf  der  Stelle  aus  dieser  Gleichung 

2±^>l+l+H...+l, 

wo  k  die  Anzahl  der  Glieder  der  Reihe  aaf  der  rechten  Seite  des 
Ungleicfaheitszeichens  ist;  und 

^^^""^-^  < (1 +U)*-»  +  (1  +;,)*-l  +  (1  +„)*-H....+(l+«)*-I, 

fvo  wieder  k  die  Anzahl  der  Glieder  der  Reihe  auf  der  rechten 
Seite  des  Ungleich  hei tszeichens  ist.    Also  ist 

was  man  kurzer  auf  folgende  Art  ausdrücken  kann: 

Zu  hemerken  ist  indess  hierbei  noch,  dass,  wenn  dies  richtig 
sein  soll,  £>!  sein  muss,  wie  sich  leicht  aus  den  vorhergehen- 
den Schlüssen  von  selbst  ergiebt;  Qr  ^=]  ist  offenbar 

Setzt  man  nun,  k  grOsser  als  die  Einheit  vorausgesetzt,  —  fSr 
«,  so  erhSlt  man: 

1  * 

k< 1 <*(1+^^ 

X 

also,  wenn  man  mit  x^^^  multiplicirt: 

*    ' 

oder 

Ar*-»  <  (1  +  ir)»— *»  <  A(l  +  x)^K . 

Folglich  ist 
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oder,   wenn  man  in  der  sweiten  dieser  beiden  Gleichmigeii  x  fAr 
l-|-^>  also  X — ]  für  X  setzt: 

also: 

Setzt  man  bierin  nacb  und  nach 

xz=:\,  2»  3,  4,  «...n 
nnd  ifc  — 1=111»   il=:m-|-l;   so  erbält  man: 

m  +  1       ^^>~ni+l       ' 
n.    s«    w. 


(n  +  l)«+i  — nm+i  n«+*— (n— 1)«+» 

— sm — ^""^ — iii+i — 

Hieraus  ergiebt  sieb  durcb  Addition  auf  beiden  Seiten : 

also  um  80  mebr: 

und,   wenn  man  mit  n'"^^  dividirt: 


^0^«-) 


l^«"^^^^  l'"  +  2w+3"«  +  ..>.+n"«^      1 


L9sst  man  nun  n  in's  Dnendlicbe  wacbsen,  so  näbert 

l\m+l 


M^*h)' 


sich  der  Gränze  'rrTTi  ^^^  '^  jedem  beliebigen  Grade,   und  es 
muss  also  offenbar  der  zwischen 
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l\-+i      ,      1 


,4iO^«)"    ""•'Arn 

Begeode  Bruch 


sich  aoch  der  Gräoze  -^xi    bis  za  jedem  beliebigen  Grade  nä* 
hern,   wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  wie  bewiesen  werden  sollte. 


Z  u  9  a  i  z. 
Auch  detr  Bruch 

l»  +  2"  +  3^  +  4'»  +  ....  +  (w-— 1)" 

nähert  sich  der  Gränze 

1 
»»  +  1     . 

bis  zn  jedem  beliebigen  Grade,  wenn  n  in's  Unendliche 
wächst 

Dies  erhellet  auf  der  Stelle,  wenn  man  nur  überlegt,  dass 

l»4,2-+3»ii^4fii4.,.„^.(n— l)«     l«-}>8».f3^-|.4y+..t^>fw»»     1 

ist,   und  dass  sich  —  der  Null   nähert,    wenn  n  in's  Unendliche 
wächst,  so  dass  sich  also  qbter  dieser  Voraussetzung  die  Brüche 

und 

lm^2"  +  3»-f  4"'-f....-fn'» 

„m+l 

derselben  Gränze  nähern  müssen. 


§.  3.  '      ''  ''  •• 

Ausser  den  beiden  vorhergehenden  Sätzen  brauchen  wir  im 
Folgenden  noch  ein  Paar  Sätze  von  den  Mittelgr5ssen,  die  wir 
jetzt  beireisen  wollen. 
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1.    Erklärung. 

Jede  Grusse,  welche  nicht  kleiner  als  die  kleinste  und  nicht 
grosser  als  die  grösste  unter  mehreren  Grossen  a,  a^»  a^,  a^$-- 
ist,  heisst  eine  Mitteigrosse  zwischen  diesen  Grossen ,  und  soll 
im  Folgienden  durch 

M{a,  Cj,  a^f  «3,  a49....) 

beseichnet  werden. 

Es  erhellet  aus  dieser  Erklärung,  dass  es  zwischen  Grossen, 
die  nicht  sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  unendlich  viele 
verschiedene  Mittelgrossen  geben  kann.  Sind  aber  die  gegebenen 
Grossen  sämmtlich  einander  gleich ,  so  kann  man  nur  jede  dieser 
Grossen  selbst  eine  Mittelgrösse  zwischen  allen  nennen. 

Zusatz. 

Jede  Grösse,  welche  eine  Mittelgrosse  zwischen 
zwei  beliebigen  der  Grössen  a,  Oi,  a«»  o^, ....  ist,  ist 
ein^  Mittelgrösse  zwischen  allen  die'sen  Grössen. 

%    Lehrsatz, 

Wenn  a  und  6  zwei  beliebige  Grössen  sind,  so  ist 
das  Product 

{a-.üf(a,6)){Jlf(a,4)-6), 

wo  Mia,  b)  eine  beliebige  Mitteigrosse  zwischen  a  und 
^'bezeichnet,  jederzeit  positiv,  wenn  man  nur  dies««' 
Product  auch  dann»  wenn  es  verschwindet,  als  positiv 
betrachtet. 

Beweis. 

Wenn  a>6  ist,  so  sind  nach  1.  die  Differenzen 
a— Jlf(a,6),    M(a,b)^b 
beide  positiv,  und  das  Product 

{a-ilf(a,6)}|üf(a,6)-6) 
isf  folglich  positiv. 

Wenn  a  <  6  ist,  so  ist  nach  dem  so  eben  Bewiesenen  das  Produet! 
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{6-Jlf(«.*)J{Jf(a..6)-a} 
positiv.    Also  ist  auch  das  Product 

fii-Jlf<«;6))tilf(a,fr)-6} 
positiv. 

Wenn  a=6  ist,  so  verschwinden  die  Differenzen 
a— ^(a,&),    ilf(a,6)— 6 
beide,  und  das  Product 

ta— ilf(W6)HJf(a,6)-6)     . 
ist  folglich,  weil  es  verschwindet,  wieder  positiv. 

3.  \Lehr$ati. 
Wenn  das  Product 

positiv  ist,   so  ist  A  jederzeit  eine  Mittelgrosse  zwi- 
schen a  und  6,  oder  es  ist 

A  =  M(ß,b). 

« 
Be  w  eis. 

Wenn  das  Product 

{,a^A){A^b) 

verschwindet,  so  ist  entweder  A=^a  oder  il=:6,  in  beiden  Ffillen 
also  Ä  nach  1.  eine  Mittelgr9sse  zwischen  a  und  6.  Wenn  das- Prodoct 

.  (a^A){A^b) 

nicht  verschwindet,  so  verschwindet  keiner  seiner  beiden  Fä(5to-^ 
ren,  und  die  beiden  Factoren  haben,  weil  das  Pr<iduct  nach  der 
Voraussetzung  positiv  ist,  gleiche  Vorzeichen.  Ist  also  a — ^>0, 
so  ist  auch  A — 6>0,  oder  es  ist  a>i4>6,*  foFgKch  A  nach  I. " 
eine  Mitteigrusse  zwischen  a  und  6.  Ist  a— ^<0,  so  ist  auch 
i<-— 6<0,  oder  es  ist  a<2l<6,  folglich  A  nach  1.  wieder  eine 
Hitteigrusse  zwischen  a  und  b.  Unter  der  gemachten  Vorausset^ng 
ist  also  A  immer  eine  Mittelgrösse  zwischen  a  und  6^' 'wie' be- 
wiesen werden  sollte.  , 
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4.    Lehrsatz. 
Wenn 

A=M(a,  aif  a^,  a^,  04,  •...) 
ist,  80  ist  für  jedes  positive  oder  negative  q 
qA^=  Miga,  qoi,  qo^,  ga^,  ^04»....). 

Beweis. 
Die  kleinste  and  grosste  unter  den  Grossen 
a,  #*i,  «a,  0»»  «4t  •••• 
seien  respective  o  und  y,  so  ist  nach  der  Voraussetzung  und  nach  1. : 

,  A=:M(a,y). 

Folglich  ist  nach  2.  das  Product 

ia^A)(A^y) 

positiv.    Weil  nun  g^  immer  positiv  ist,  so  ist  auch  das  Product 

g^(a-^A)(A^y), 

oder  das  Product 

g(a-A).g(A'-y), 

also  auch  das  Product 

(ga—gA)(gA''gy) 

positiv,  folglich  nach  3.: 

gA  =  ]U{ga,  gy). 

Weil  nun  ifie  Grdssen  ga  und  gy  jedenfalls  unter  den  Grdssen 

,  gOf  QOif  QO%9  Qfh»  ga^,.... 

vorkommen,  so  ist  nach  1.  Zusatz 

gA:=M(gaf  goi,  ^«2,  ga^,  ^«4, ....), 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Zu  s  a  t  z. 
Wenn 

M(ga,  goit  ga^^  ga^,  904».—) 
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eiDe  MittelgrOsse  zwischen  den   Gr&ssen 

^a,  qai^  ^o^,  qo^,  ^04,.... 

ist»  so  lässt  sich  immer 

Mifiüy  Qüit  ga^,  Qa^9  Qa4,»...)  =  Qßt(a,  a|,  09»  Og,  04,....) 

setzen,  wo  wie  gewöhnlich 

M(a,  01,  a^,  %,  04,....) 

eine  gewisse  MittelgrOsse  zwischen  den  Grossen  a»  Oi, 
0^9  a«»....  bezeichnet 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung 

]H(Qa,  QOi,  ga^,  ga^,  ^04»— •) 

eine  Mittelgrosse  zwischen  den  Grossen 

ga,  gai,  ga^,  ga^,  ga^,..,. 

ist,  so  ist  nach  unserem  obigen  Lehrsatze 

-M(ga,  gai,  ga^,  ga^,  ^«4»  ••) 

eine  Uitte^osse  zwischen  den  Grössen 

ga      goi       ga^      ga^      ga^ 
g        g        g        g        g 

also  eine  Hittelgrösse  zwischen  den  Grössen 

a,  Ol,  Og,  c,,  04,....; 

folglich  kann  man  setzen: 

—M{ga^  goi,  ga^^  go%,  ga^ )z^Mia,  a^,  «9,  «fj,  04,....)» 

woraos 

M{ga,  gai,  ga^,  ga^,  ga^,....)=igM(ay  Oi^^a^,  «3,  04,....) 
folgt,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

5.    Lehrsatz. 

Wenn 

A=^M(a,  Ol,  0^9  a^,  a4>"-) 
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iHiy   80  ist  für  jedes  9  mit  Beziehung  der  oberen  und 
unteren  Speichen  aufeinander 

Beweis* 

Die  kleinste  und  grusste  unter  den  Grössen. 

a,  «1,  a^9  a^f  a^, 

seien  respectiire  a  und  /,  so  ist  nach  der  Voraussetzung  und  nach  Ls 

A  =  M(a,r). 
Also  ist  nach  2.  das  Product 

und  folglich  offepbar  auch  das  Product 

{a±Q^(A±Q)]{{A±Q)--(Y±Q)\ 

positiv.    Daher  ist  nach  3.:  ' 

Weil  nun  die  Grössen  a4:Q  und  yJrQ   offenbar  beide  unter  den 
Gliedern  der  Reihe 

o-tQ»  «idb^.  ^^JiQ»  fl8±^>—' 

vorkommen,  so  ist  nach-  1.  Zusatz :< 

Ai'Q=:M{a±Q,  fli±P,  a2±Q,  a^±Q, .,..), 

wie  bewiesen  werden  sollte.  , 

6.    L  e  k  r  s,  n  t  z. 

Wenn  a,  ai,  a^,  n,,  1T4,....  beliebige,  dagegen  ö^.i^, 
^2»  Aa>  &4I'-  sämnitlich  Grossen  mit  einerlei  Vorzeichen 
sind,  deren  Anzahl  in  beiden  Reihen  dieselbe  ist,  so 
ist  jederzeit 

a-fqt+qg+a8  +  ....  /g       ^       £a      ^       \ 

Ä+6,  +  &a+*B+...""      V*'     A/     */     bz""/ 

Beweis. 

Wenn  a  und  y  die  kleinste  und.  groaate  unter  den  Grössen 
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a 

'i- 

0, 

»ind;  I90  sind  die  Uifltreiizeo 

\ 

a 

-'■'i 

-«, 

6, 

«     "» 
"•  61- 

■a 

und  auch  die  Differenzen 

J'-ft'   y-T,'   y—b^'  y-g^.- 

sämnitlicb  positiv.  Da  nim  nach  der  .Voraussetzung  die  Grossen 
6»  ^19  ^29  ^s»*'-  d'lc  gleiche  Vorzeichen  haben,  so  haben  auch 
die  Producle 

"(j-)-  <i-')-  <i-')-  *•(§-«)-= 

und  folglich  auch  die  diesen  Producten  gleichen  Differenzen 

sämmtlich  gleiche  Vorzeichen.  Also  haben  auch  die  Summen  die- 
ser Differenzen  y 

a  +  flri  +  a2+«8+.— «(*  +  *! +*a+Ä3+-)> 

y(6  +  6i+6a  +  Ä3  +  ...)r-(a  +  öi  +  a2+fl3  +  ....); 
and  folglich  auch  die  Quotienten 

fl  +  Ol  +  qg  +  fla  + . .  ■ .  -"  «  (6  +  61  +  6a  +  63  -f . .. .) 
6  +  61  +  62 +  63  +  .... 

y(6  +  6i  +  6a+63+.»0-(a  +  fl|  +  g2+g> +  »»>»). 
6  +  61  +  62  +  63  +  .... 

nämlich  die  Grossen 

g+gi  +  g>+gs+«  «^  q  +  ai+ty2  +  q|+.>.> 

6+61+62+63+....     "^y     6+61+6^  +  63  +  ^. 


oder 


o+fli+q2  +  »3  +  ""      a+gi  +  C2  +  q>  +  »».*_ 
"■"6+61+62+63  +  .../    6+6x+6a  +  ^+i...     ^ 


Digitized  by  CjOOQIC 


16  Grüner t:  Elementare  DarsteUung  der  Lehre 

gleiche  Vorzeieben.    Daher  ist  das  Product 

(^ q-f  qi  +  q»-f  fls-f '"A  /g+qi+q^  +  gs-fr ""      \ 

positiv,  folglich  nach  3.: 
Also  ist  nach  1.  Zusatz  auch 


+  qi+qa4-q8+""  _  mr/«         «i       ««      «s         \     , 


wie  bewiesen  werden  sollte. 

•.      Erster    Zusatz. 

Setzt  man  im  Vorhergebenden  6=61 =62=63=....  =  1  und 
bezeicfapet  die  Anzahl  der  in  jeder  der  beiden  Reihen  a,  a^^  o^ 
039.r..  und  6,  bi,  62,  63,....  enthaltenen  Glieder  durch  n;  so  er- 
giebt  sich  aus  dem  vorigen  Lehrsatze  unmittelbar  die  Gleichung 

—  /lf(0,  Ol,  Oji»  fl8v—;> 

wo  a,  Gl,  a^9  qs9««**  ganz  beliebige  Grossen  bezeichnen. 

ZweiterZusatz. 

Sind  Q,  Qu  Qt9  Ps»*—  beliebige  Grossen  mit  einerlei  Vorzei- 
chen« so  haben,  da  auch  die  Grossen  b,  61,  62,  63,.,..  sSmmtlich 
gleiche  Vorzeichen  haben,  auch  die  Producte 

sämmtlich  einerlei  Vorzeichen,   und  es  ist  folglich  nach  dem  obi- 
gen Lehrsatze: 

aQ+aiQi+('2Q2+^zQz+"'  —  lu  f^^      ?l£i      ???«      ?«!^      ^ 
6^+6i()|+62^2+^3^+-...~      V&(>'    619/    62^'    63^3""/' 

also 

6(>+6, (), +62^+63^3 +  ..'"V6'    6»'   62'    63'-/     . 
Fflr  6=61  =62=64  =  ....=1  ist  folglich 

09+Ot9l+0292+Oz9z+"'' _  nM/^    ^      „      „  \ 
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oder 

ö^+ßi^i+«2^+«s^8+--=(^+?i  +  P«  +  ^3+«-)*(a»fli>fl2»08»-.-). 

In  dieser  iileicbung  ist  der  folgende  in  vielen  Beziehungen 
wiebt'^e  Satz  enthalten: 

Wenn  n,  «i,  ff^,  a,,....  beliebige,  dagegen  ^,  ^i,  q^, 
^,....  Grussen  mit  einerlei  Vorzeichen  sind,  so  wird 
das  Aggregat 

«^  +  «1^1  +  «Ä^a  +  «aPs  +  •••• 
jederzeit  erhalten,  wenn  man  das  Aggregat 

9  +  ^1  +  ^  +  ^3  +  — • 

mit  einer  gewissen  Mittelgrosse  zwischen   den  Gros- 
sen a,  0|,  ^2,  «8,....  niultiplicirt. 


11. 

Von    den    Gränzen    der    Differenzen  Verhältnisse    der 

Functionen. 

§.   1. 

Wenn  y  =  f{x)  eine  beliebige  Function  von  x  ist,  und  man 
lässt  in  derselben  die  veränderliche  Grosse  x  die  beliebige  Ver- 
änderung ^x  erleiden,  wodurch  x  in  x-\-jdx  libergeht,  so  wird 
die  Function  fXx)  in /l[a:+-i/a:)  übergehen,  folglich  die  Veränderung 

ax^-jx)^nx) 

erleiden.  Diese  Veränderung  der  Function  f{x)  pflegt  man  auch 
die  Differenz,  eigentlich  die  erste  Differenz,  der  Function 
y=:f{x)  zu  nennen,  und  durch  ^^fix)  oder  Jy  zu  bezeichnen,  so 
dass  also 

Jy  =  Jf{x)  =  f(x+Jx)  —f{x) 
ist 

Wenn  man  Ayz=i/if{x)  als  eine  neue  Function  von  x  betrachtet, 
und  darin^  wieder  x  in  x-^Ax  übergehen  läs^t,  so  nennt  man  die 
dadurch  herbeigeführte  Veränderung  von  Jyz^/S/Xx)^  nämlich  nach 
dem  Vorhergehenden  die  erste  Differenz  von  Ay^=:,Ap^x)^  die 
zvceite  Differenz  von  y=/(j?),  und  bezeichnet  dieselbe  duncb 
A^  oder  J^x),  so  dass  also 

TheU  XXIII.  2 


Digitized  by  VjOOQIC 


i 


Bf  Grüner t^:  &ünehUttig ^»anieHium^yäer  Lehre 

QDter  der  Voraussetzung ^   das8'^:r  sieh  der  Null  nähert^  respec- 
tive  durch 

iiim  —r-  =  Liim  —z —  9 
LIm^=Llm-^^ 

u.    s.    w. 

U.      8..    W. 

wo  Lim  das  abgekürzte  lateinische  Wort  Limes  ist,  oder  respec- 
tive  auch  durch 

f{x),    r(x),    n^),    /^^(a:),....,    /t«)(a:),.... 

bezeiehnen/so  dass  als»  • 

"■■     .  ,.  ./<->="-$  =';!"^^/.„, ■',:.,,;„  .:,„,: 


•      »•-.  -.1.    : 


n.)=Lim|i=.Li».Ä^,- 


4x^  Ax^ 

u.    s.    w. 


I 


/'(»)(a:)  =  Lira^-j=Lim-^^, 


U.      8.      W. 


ist. 


§.  3. 

Die  Gränzen  der  Differenzenverhältuisse  der  Functionen ,  nach 
der  im  vorhergehenden  Paragraphen  gegebenen  Definition  dersel- 
ben, sind  in  der  ganzen  Analysis  von  dem  vielfachsten  und  wich- 
tigsten Gebrauche,  und  es  lassen  sich  von  denselben  auch  eine 
ziemlich  grosse  Anzahl  allgemeiner  Sfitze  beweisen. 
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Um  ein  Beispiel  eioes  soteben  aUgemeineD  Satzes  zu  geben, 
sei  einmal 

wo  a  einen  constanten  Factor  bezeichnet.    Dann  ist 

also  •: 

'JF{x)=zad/[x). 

FoJglicbist  gai)fi;e^^ii^so  .^     .,  .    ^      ^     .        ^ 


i.  - 


oder  '  '  ■ '     '     '  '.  '  '    .'    '"  . 

.  J^F(x)=ziü^x). 

Hieraus  ei^iebt  sich  auf  dieselbe  Weise 

JJ^F(x)  —  aJJ^f{x), 
also 

J^F(x)  =  aJ^f(x). 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klai^und  es  ist 
folglich  allgemein: 

J*F(x)  ^  aJ*f(x) , 
also  auch  ^ 

J^F(x)        J^fjx) 
Jx^  Jx^ 

Lässt  man  nun  Jx  sich  der  Null  n&herp,  so  ergiebt  sich  hier- 
aus auf  der  Stelle  durch  eine  ganz  einfache  Betrachtung  auch  die 
Gleichung 

..^-F(x)         ..^-fix) 
Jx^  /JX^ 

oder  in  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  ecngeflilirten  Bezeichnang : 

'    '         F^^){lclz::iaf^^){x),         ;  *  . 

Wenn  also 

F{x)^at(x)    '      '     . 

ist,  so  ist  immer  auch 

F\^){x)=zaf^^){x)\ 
oder  wenn 
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iBt.  WO  y  uod  F  FuQctiooen  von  x  bezeichnen,  «o  bt  immer  auch 

und 

-.    z/»F         -.     ^«y 

Aebnlicbe  allgemeine  Sätse  von  den  Gränzen  der  Differensen- 
Verhältnisse  wie  dieser  giebt  es  eine  grossere  Anzahl;  dieselben 
sind  jedoch  sämmtlich  so  einfach  und  darch  sich  selbst  sogleich 
verstftndlich,  dass  ich  eine  besondere  Erörterung  derselben  hier 
nicht  für  nothig  halte,  indem  diese  Sätze,  wo  sie  im  Folgenden 
zur  Anwendung  kommen  werden,  gewiss  einem  Jeden  sogleich  von 
selbst  einleuchten  werden.  Nur  ein  Satz  dieser  Art  scheint  mir 
eine  nähere  und  genauere  Erläuterung  zu  bedürfen,  die  ich  daher 
im  folgenden  Paragraphen  zu  geben  versuchen  werde. 

§.4. 
V^\t  wollen 

Jn-^f{x)  =  q>(XtJx) 

und^  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  jdx  sich  der  Null  nähert, 

^/     »xr  V       w .     A^''^f{xt     - .     Qo(x,  Ax)         ,  ^ 
.  /(«-DCa:)  =  Lim  -^r"  =Lim  ^„^  =  ^{x) . 

also,  wenn  i  eine  beliebige,  aber  bestimmte  Grosse  bezeichnet,  auch 

setzen.    Nun  ist  offenbar 

£lm  p    y(^  •<•»>  ^a?)  — y(a?,  Ax)  \ 


\_  y(^  +  «»'^^) 1    y(a?,  Ax)  \ 


sLimjj 

=lLlm  '^'*'-  f^-\  Lim%^ 

=i*(.+0-l*(,)=4i£±a=2^>. 
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LSsst  man  oun  Jap  und  i  sieb  zugleich  der  Null  nähern  und  setzt 
eben  deshalb  auch  ztx  för  t,  so  erhält  man  aus  vorstehender 
Gleichung  die  Gleichung: 

T  .    <p(^  +  ^^»  ^so)  —  ^>^x^  Jx)     ^  .    i\)(x-\-/lx) — '^{x) 

^'"* J^ =1^"» Ji 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

J^fix) = AA^^f{x)  =  9(a? + Ax^  Ax)  —  (p{x,  Ax) 


ood 


also 


und 


A^f{x)      q>(x-\-Axy  Ax) — q>(x,  Ax) 
Ax^    "^  Ax^ 


folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

...     A^^f{x) 

"^'^  -^  ==  '^'"^  -^ Ai ' 

oder»  weil  bekanntlich 

ist: 

^.(.,=L,»?!C^>, 

eine  (iSr  das  Folgende  sehr  wichtige  Gleichung,  von  der  wir  häufig 
Anwendung  zu  machen  Gelegenheit  finden  werden. 

Wenn  y=jf{x)  ist,    so  kann  man  diese  Gleichwig  «mfih  auf 
folgende  Art  ausdrücken: 

^"»5^  =  *^"» ^i 

Dieselbe  wird  gebraucht,   am  /(")(;r)  ans  /'(^)(jr)  «der 
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JL'*"*"^^  aus  Lim  ^  ,  ^ 
abzuleiten,   und  ist  daher,    wie  schon  erinnert ,   sehr  wichtig. 


III. 

Die.Fundamentaltheoreme  der  Entwickelung  der  Func» 
tione;i   in  Reihen. 

§.  I. 

yfeuuy=^f(x)  eine  beliebige  Function  der  veränderlichen  Grosse 
X  bezeichnet,  so  wollen  wir  für  jede  durch  k  bezeichnete  positive 
ganze  Zahl 

1)    ykZ=f(x  +  kJx) 

setzen.    Dann  hab,en  wir  in  gewöhnlicher  BezeiefanuDg  die  fol^en- 
gesden  Gleichungen: 

ys— y2=^y2* 

u.    s.     w. 

durch  deren  Addition  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

erhalten  wird.    Also  ist. 

Lässt  man  in  dieser  Gleichung  o:  in  X'\-Jx  übergehen  und  zieht 
von  der  dadurch  hervorgehenden  Gleichung  die  Gleichung  2)  ab, 
80  erhfilt  man  offenbar  die  Gleichung 

z/^jfc=  jjy  +  /Idy  +  z/z/y,  +....  +  ddyk^i » 

also  in  abkürzender  Bezeichnung: 

3)     Jyk^  ädy + ^y +-^1  +  J«sra  + .... +-^t-i  5 

folglich  nach  2): 
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LSsst  man  in  der  Gleichung  3)  die  Grosse  x  in  x-{-Jx  Aber* 
gehen  and  zieht  von  der  dadurch  sich  ergebenden  Gleichung,  die 
Gleichung  3)  ab^  so  erhält  man  offenbar  die  Gleichung 

JJyk=^^y  +  ^J^y  +  ^^yi  +....+  JJ^k^i , 
also  in  abkürzender  Bezeichnung: 

folglich  nach  4): 

u.    s.'   w.    '^• 

also  nach  der  Lehre  von  den  figurirlien.  Zahlen: 
6)   y*=y+^-^y+^^^^y 

Lässt  man  in  der  Gleichung  5)  die  Grosse  x  \n  x^^j^ar  über- 
gehen und  zieht  von  der  dadurch  erhaltenen  Gleichung  die  Glei- 
chung 5)  ab,  so  erhält  man  offenbar  die  Gleichung 
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also  in  abkürzender  Bezeichnung: 

7)    J^yk=J^  +  J^+J^i+J%+....  +  J*yk^t; 
folglich  nach  6): 

u.    s.    w. 

+ 172  ^^ + 1:2  "^^y^- •• + o  ^y*-*' 

aho  nach  der  Lehre  von  den  figurirteo  Zahlen; 
fi.  .  *  ^    .^  ^(*— I)  A   .  A(A-1)(A-2)  ^ 

(^-l)(^-2)(A-3)  (A>-2)(A-3)(A-4) 

+ ro ^+ 1X3 ^' 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  erhellet  hier  schon 
mit  völliger  Deutlichkeit,  und  es  ist  daher  allgemein  fISr  jedes 
positive  ganze  n,  welches  nicht  grosser  als  k—l  ist,  wenn  wir 
uns  der  bekannten  Bezeichnung  der  Binomial-Ceefficienten  bedienen: 

oder«  wenn  der  KOrze  wegen 

10)    Ä=(*-l)«^+»y  +  (*-«).-/^ft  +  (*-3),.^»f, 

gesetzt  wird: 

11)    9k=y+kiJy  +  ktJ*}f-HaJ^  +  ....  +  knJ^+Rn. 

g.  2. 
Setzep  wir  jetzt 

12)    i  =  kJx,  also  k=  ^ ; 
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so  ist  Dach  II),  wie  leicht  gefuoden  wird: 

13)    /(^+.-)=y+f.g 


+      1.2      \rf;r> 


0.    •. 


.  t (<  -  ^»)  (»•  -  ^Ax) ....  (f  —  («  - 1)  Jx)    ^ 
+  •    1.2.3....W  1^ 

+  Ä; 
und  wenn  wir  der  Kflrze  wegen 

14)    Ä.= 

(i— 1),+ (Ä-2)»+ (Ä-3),  + .... +n« 

setzen,  ao  ist  nach  10): 

Ä.=  l{it— l)»  +  (*-2),  +  (*-3).+....  +  n.)Ä»^«"+i. 

also,  weil  nach  der  Lehre  von  den  figiirirten  Zahlen 

Ä»+x=(A-I),+(Ä-2),  +  (A-3),+....  +  »i, 

ist: 

15)    Ä«  =  *,+iÄ„^a:«»f», 

oder,  wie  man  streich  fibersieht: 

'')    ^"- 1.2.3....(«  +  1) ^• 

Wdl  aber  die  GrAssen 

(*-l).,    (*-2)„    (A-3) ,  n„ 

offenbar  sSmmtlich  positiv  sind,  so  ist  wegen  des  Aasdmcks  14) 
nach  einem  bekannten  Satze  von  den  MittelgrSssen  (L  §.  3.6.  Zwei* 
ter  Znsatz.): 

17)    Ä.=ilf^3^,    1^1'    ^ä=lT>-'— 3iS+r-^' 
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und  folglich  nach  16): 

18)    Ä.= 

i(ji—Jx)  (i—2Jx)....ii—nJx)  „/^»+'y    ^"^Vi      ^!t^|!t:5:i'\ 
1 . 2 . 3 ....  (n  + 1)  ^ V^^STi '  'Z^e^i  '••••'      ^aKH-i     / 

also  nach  13): 

19)     /Kx  +  0  =  y  +  ^.^  ...      I 

i(t-z/ar)(t— 2^ar)    ^»y 
+  1.2.3  ^/a» 

U.      8.      W. 

i(i— ^ar)(i—2zfjr) . ...(>—(«— l)^a:)    ^ 
+  1.2.3....n  z/j?" 

.  i{i  ^  /Ix)  (i  "  2Jx)  >...  {i—nJx)  j.J^^'^^y  ^"^-\yi      /P^^k^-^{\ 
+  1.2.3....(n  +  l)  ^z^ar«+i' ^a;»+i'-'     jäa^^^     / 

§.  3. 

Wenn  man  nun  k  in's  Unendliche  wachsen  lässt,    so  nShert, 
wegen  der  Gleichung 

i  =  kJXf    also  Jx  =  T> 

die  tirdsse  Jx  sich  der  Null,  und  die  Grössen 
i{i-/lx) 


1 

.2      ' 

.  «(i- 

-^a!)(i- 
1.2. 

-2Jx) 
3        "■' 

•  • 

»•(»•- 

-Jx)(i- 

-2^1x)(i- 

-ZJx) 

i. 2.3.4 

u.    s. 

w. 

i(«- 

-^x)(i- 

-'iJx).., 

(t-(ft- 

•1)./«) 

1.2.3... 

.n 

«•(»•- 

-Jx)(i- 

-2Jxy^.{ 

i-nz/Ä). 

1.2.3....{n  +  l) 
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wobei  iDM^tiltkt-ttutbftcMM'lalld«»  imbery  dMr  it  hbMM  al»{com 
stallt  sti  beM«bt<mUAt,  Atlk^n'fticb'Yitgfidi  ^tevpeMv&^im'GtAüim 

1.2'     1.2.3'    1.2.3. i'  •'"  l.2.3...,n'     1.2. 3,...(n+T)'     ^ 

Ferner  nfihem  sich,  weil  Jx  sich  der  Nnll  nähert,  die  Diff^^ 

reDzenqnotieoten 

I 

Jx'    Ja^'    Jx''    Js*'  ""  Jx» 
respective  den  GrSnzen 

n*),  rc«)»  /■"(«)»  r^{ß),„...r"Kx).    ^ 

Weil  endlich  bekanntlich  nach  I): 

Piz=f(x  +  /tx), 
9»=f(x  +  2Jx), 

n.    s.    w. 
9t-,-i  =  fix  +  (A— «  -  l)dx}  =  f(x  +  i— («  +  l)Jx) 
ists,.«nd  offenhar,  wenn  ^^e  sich  «d^  ^l.nfi^rt,  ,d\eJReibf  der 

■"  '  "•■  X,  J-+'}/äi,  M'^ijx;'::.'; ,  x+i-^ik^iy^x'   ■  ' ''  ""^ 

desto  genauer,  je  nSher  Jx  der  Null  kommt,  die  stetige  Zahlen- 
reihe ¥on  d?  bis  x-i-i  darstellt;  «o  stellt  die  Beihe 

desto  genauer,  je  näher  dx  der  Null  kommt,  die  Reihe  der  Werthe 
dar,  welche  die  Fuoctioo  f{u)  erhält,  wenn  man  sich  u  von  »=2: 
bis  tc=^  +  i  stetig  verändern  lässt ;  und  die  Reihe 

d^^hß       ^""^^yi       zif<'+V/2  Jf^^^yic^n-i 

stellt  daher  desto  genauer,  je  näher  Jx  der  Mull  kommt,  die  Reihe 
der  Werthe  dar,  welche  /*t"+^)(«)  erhält,  wenn  man  sich  u  von 
u=x  bis  M  =  ar  +  i  stetig  verändern  lässt. 

Verändert  si^b  nun  aber  /(«'^i)(«}  selbst  stetig,  wenn  man  sich 
u  von  u=:x  bis  u=x  +  i  stetig  verändern  lässt,    so  mnss  «ffen- 
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bar  jede  MittolffKtae  swiaeheii  «tten  Aem  WertNa ,  w«kU  f^^imi 
erhält,  ween  ueii  «icli  u  tob  11=:^  Ms  tu=dr-f  <  ettlig  Terändtm 
liset,  einem  dieser  Werthe  tod  /t»fi)(tt)  gleich  sein^  welchen 
f^*W{u)  erhält,  wenn  man  für  u  einen  gewisBcn  bestimmten, 
zwischen  x  und  x-\-%  liegenden  Werth  setzt;  und  da  man,  wenn 
Q  eine  gewisse  positive,  die  Einheit  nicht  übersteigende  Grosse 
bezeichnet,  jede  Mittelgrosse  zwischen  w  und  x-y-i  offenbar  durch 
x-\-qi  darstellen  kann  *),  so  wird  man  jede  Mittelgrösse  zwischen 
allen  den  VVerthen,  welche  /"("+*){«)  erhält,  wenn  man  sich  u 
von  u=:x  bis  n=:^-f  t  stetig  verändern  lässt,  unter  der  Voraus- 
setzung einer  stetigen  Veränderung  von  /'('>+^}(tt)  in  dem  Inter- 
valle tt  =  a:  und  tt=a:  +  t,  durcb  /"("+*) (a:  +  pi)  ausdrücken  können, 
und  es  wird  aUo  nach  dem  Vorhergelienden,  immer  unter  der 
Voraussetzung,  dass  k  in's  Unendliche  wächst,  offenbar 

gesetzt  werden  können« 

Nimmt  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  wird 
man  unmittelbar  zu  dem  folgenden  wichtigen  Satze  geffihrt: 

Lehtiatz, 

Wenn  f(x),  f{x),  f{x),  f^(x),  f^^(x), ....,  /H(«)  sftmBt- 
lieh  endliche  völlig  bestimmte  Grossen  sind,  nn^ 
/tM-^)(tt)  sich  stetig  verändert,  wenn  man  «ich  iivon«=jr 
bis  u=:x-i-i  stetig  verändern  lässt,  so  ist 

f(x+t)=f(x)+^rM+  ^  rw+  j-|-3  r(^) 

wo  Q  eine  gewisse  positive,  die  Einheit  nicht  über- 
steigende Grcisse  bezeichnet 

Setzt  man  in  vorstehender  Gleichung  x:sO  und  i^sszx,  so  er- 
hält man  den  folgenden  Satz: 


*)  Wenn  q  eine  positiTe,  die  Einheit  ntcbt  übersteigende  Gröcte, 
also  eine  Mittelgroße  zwischen  0  nnd  1  ist,  so  ist  Q  =  3f(p,  1),  folg- 
Ucb  nach  bekannten  S&lsea  vob  den  MitteJgröstea  (1.  $•  8,  4.)  |itfs=:ir(0,  0; 
also  Ceniar  x+^=:Mix,X+Oi  «aoh  I.  $.8.6. 
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LekTtatt. 

Weno  AO),  r(0),  AO),  r(P),  rm.*-,  /^«>(0)  •i»»t. 
licli  endliche  vOllig  bestimmte  Grossen  sind  and  /(»^^Km) 
sich  stetig  verändert,  wenn  man  sich  u  Ton  »=0  bis 
u=ix  stetig  verändern  lässt,  so  ist 

wo   ^    eine    positive,    die    Einheit    nicht   übersteigende 
Grosse  bezeichnet. 

§.4. 
Die  Anzahl  der  Glieder  der  Grosse 

ist  k—n^  und  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Mittelgrossen 
(I.  §.3.6.  Erster  Zusatz.)  ist  folglich 

äne  MittelgrOüse  zwischen  deo  GrOasen 

die  wir  dardi 

bezeichnen  wollen.     Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

oder 
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also,  wenn  wir  mit  /la^  qnter  dem  .Zeichen  M  maltipliciren,  was 
nach  der  Lehre  von  den  Mitteigrussen  (I.  §.  3.  4.)  bekanntlich  yer- 
s(aWftt>iftt;^Wd'hemericen9  ^la^s  offenbar'  ,       ■   i  .    . 

'V,     "  '  *     \     '.    Ii:    !••    I'      I      '-  '  i'T  i)  '    :    .:  M  .  ;  '    »  *  '     '• 

nnd  "  '  ' 

1 .  2*  3  •■••  n 
u.    s.    w. 

•^^^  -  r:2"3::::^i 

ist: 

(i--/lx)  (i'-2/ix)....(i^nJa:)  J^y 

1.2.3....«  '  dx^W 

'         » 

(t--2z/.r)(t^3^ar)....(t^(n+  \)Jx)   z/»^->y^ 
Ä,  =  (t-«^a:)il/^  1.2.3....«?  '^or^+i' 

t       '•  .   U.      A.      W. 

oder,  wenn  wir  den  Factor  i!    .  '.  ,. 


1.2. 3. ...71 


vor  das  Zeichen  M  nehmen,    was  nach  dem  schon  vorher  ange- 
wandten Satze  von  den  Mittelgrossen  (I.  §.  3.  4.  Zusatz.)  verstattet  ist : 

f(i--)(i— P)....(i--^)^. 

(1 i-)(l j-)-(l j )j^i+i' 

l.2.i....n     j(l_-— )(1 7-).,.^l ip '"J^^i' 

U.     8.      W* 


Digitized  by  VjOOQIC 


mm  den  %autuUlthen  RHken. 


33 


»■ 

»v 

5         15 

g 

1 

•^ 

••. 

1           1 

^ 

-■& 

f 

CO 

••. 

^!- 

-i     -J 

:l 

CD 

a 

-a        •= 

'^^ 

a 

3 

••• 

1 

T 

^ 

S 

-|    - 

^ 

-f 

90 

•• 

Q 

1 

) 

( 

i 

1 

^ 

? 

> 

1 

f. 

1 

-i 

Q    ^ 

:i 

>.-• 
^ 

1 

•-* 
1 

1  ♦ 

Sf 

M, 

f 

-^  - 

? 

1 

-1 

-i 

-i 

* 

? 

l     1 

1 

'S 

1 

1 

1 

V 

1 

-it 

> 

-i 

W* 

1 

1 

1 

-i 

P^ 

•                  • 

• 

N* 

• 

• 

s 

••. 

? 

1 

"S 

V, 

> 

• 
• 

! 

• 

• 
1 

«•• 

1- 

1 

"1 

p 

1 

< 

'S" 

1 

a- 

•>•• 

1 

«•. 

.^, 

-^  - 

N« 

e 

?  ' 

•>•• 

+ 

•>*. 

+ 

♦ 

-3^ 

b. 

-fc^ 

3 

(^ 

^ 

5  + 

+  ? 

^           s. 

y^ 

vJ» 

«•■ 

X  ? 

vL»». 

V 

J^ 

t«? 

' 

•^ 

¥ 

1 

^ 

^ 

1^ 

^ 

r 

b. 

^     fe" 

> 

^ 

> 

V 

J^ 

■tl? 

*b 

^b. 

1 

+  i 

IT 

+ 

\ 

• 
• 
• 

*■ 

r* 

8 

1 

1 

1 

1 

*               « 

$ 

W 

>> 

9»* 

1 

••• 

^ 

•«K 

i 

«•• 

1 

> 

1 

V 

:5 

N 

\ 

? 

J 

IT 

+ 

1 

• 

r^ 

*J, 

» 

[ 

Digitized  b 

/<-- 

Tl 

loil  YX1II. 

3 

34  Grunert:  Elementare  Darsteitung  der  Lehre 

und  erinnert  sich^  dass  n  constant  und  k^xz=,i  ist»  so  erhellet 
mit  yulliger  Deutlichkeit^  dass  diese  Reihe  desto  genauer ,  je 
näher  Jx  der  Mull  kommt,  mit  der  Reihe  der  Werthe  zusammen- 
fallt, welche  die  Function 

(l_«)(l_«)(l_«)....(l_»)/X«+i)(ar  +  «), 

WO  die  Anzahl  der  gleichen  Factoren  n  ist  und  /*<*+!)(«  4.  u)  aus 
/("-fi)(:i:)  erhalten  wird,  wenn  man  darin  x-\-u  für  x  setzt,  also 
die  Function 

(l-^)«/'C+i)(ar+,*), 

erhSlt,  wenn  man  sich  in  derselben  ti  ron  0  bis  t  stetig  verändern 
UUsts  und  ändert  sich  nun  /("+^)(x-|-t<),  alsox  natarlich  *)  auch 

stetig,  wenn  man  sich  u  von  0  bis  t  stetig  ▼erändem  lässt»  so 
wird  man,  indem  man  sich  immer  k  ins  Unendliche  wachsend 
denkt,  jede  Mitteigrusse  zwischen  den  obigen  Grössen  durch 

bezeichnen  können,  wo  q  wieder  eine  gewisse  positive,  die  Ein- 
heit nicht  übersteigende  Grösse  bedeutet,  also  durch 

Nimmt  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt 
sich,  immer  n  als  constant,  k  als  unendlich  gross,  also  Jx  der  Null 
unendlich  nahe  kommend  gedacht,  unmittelbar  der  folgende  Ausdruck; 

und  wir  haben  daher  jetzt  den  folgenden  Satz; 

Lehrsatz. 

Wenn  fXx),  f(x),  fix),  r(^)»  f^^a:),....  fin)(x)  jsämmt- 
lich  endliche  völlig  bestimmte  Grossen  sind  und /'("-f^>(u) 
sich  stetig  verändert,  wenn  man  sich  u  von  «=ar  bis 
tfs=a;-f  t'  stetig  verändern  lässt,  so  ist 


•)  Weil  n  eine  potitive  ganze  Zabl  ist 
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wo  ^  eine  positive,  die  Einheit  nicht  Übersteigende 
Grosse  beseicbnet. 

Setzt  man  in  yorstehender  Gleichung  x=^Q  und  t=:dr,  so  er- 
hält man  den  folgenden  Satz: 

Lehrsatz. 

Wenn  f(ß),  f'(0),  fiO),  /'"(0),..../t«)(0)  sämmtlich  end- 
liche Tulllg  bestimmte  Grossen  sind  nnd  f(*-^^)(u)  sich 
stetig  verändert»  wenn  man  sich  u  von  uzsO  bis  uzsop 
stetig  verändern  lässt,  so  ist 

+    1.2.3....»  ^'"^'^^>* 

WO  Q  eine  positive»  die  Einheit  picht  übersteigende 
Grosse  bezeichnet. 

.       §.  8. 

Zwei  bestimmte  Werthe  der  veränderlichen  Grosse  x  in  der 
Function  f(x)  wollen  wir  jetzt  durch  a  und  der  Kürze  wegen  durch 
X  selbst  bezeichnen.  Theilen  wir  dann  die  Differenz  oder  das 
Intervall  x — a  in  n  gleiche  Theile,  wo  natürlich  st  eine  positive 
ganze  Zahl  bezeichnet»  und  setzen  der  Kürze  wegen 

x  —  a 

t= > 

n 

80  ist  nach  §.  3.»  wenn  wir  alle  dort  wegen  der  Stetigkeit  der 
Functionen  gemachten  Voraussetzungen  auch  hier  ohne  weitere 
besondere  Bemerkung  stets  festhalten»  indem 

^0*     ft»     Q2f     ^3»—-  Qn-i 

lauter  positive»  Ae  Einheit  nicht  fibersteigende  Grussen  bezeichnen; 

fia  +  i)  =f(a)  +  ^  /-'(o)  +  y^  f"(a  +  q^i)  , 

3^ 
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f(a  +  30  =f(a  +  2i)  +  j-  /•'(«+ 20  +  j^  Aa+äf+W"). 
A«  +  40  =f(a  +  30  +  {/"(« + 30  +  y^(«+3«+«»t% 

U..    8.      W. 

/!(a  +  ni)=f(a  +  (n-l)0+y/'(a+(«-I)»)+O^(«+(»»-l)f+^i«')  5 
also 

Aa  +  0-A«)=f/'(«)  +  i»V(a  +  ^0, 

Aa  +  20  -  A«+  «)=•/"  (a  +  0  +  i»V(«+»*+(».0. 

/•(a+30-A«+20='r  (a+20  +  W(a+2.-+(ia0. 

A«+40-A«+30=«r{a+30  +  l«"V"(a+3i+toO. 

U.      8.      W. 

Aa+nO- A«+(«~l)t)  =  if'(a+{n-l>i)  +  ii«Aa+(«-l)t*+  «—»"). 

Addirt  man  alle  diese  Gleichangen  zusammeo  und  hebt  anf« 
was  eich  aurheben  ISsst,  bemerkt  auch  zugleich,   dass 

a-i-ni  =  x 
ist,  80  erhält  man: 
/(«)-/(«)  =ft/-'(a)  +  f'(a+i)  +/"(a+20  +....+/'(fl+(n-l)Ol 

+l»'*tAo+?ö«H/''(«+«+?if)+r(«+2<+?«Ö+...+A«+(«-l)»+?-i0l. 

Nach  einem  bekannten  Satze  von  den  MittelgrSsseD  (I.  §.  3. 6. 
Erster  Zusatz.)  ist  aber  jederzeit 

A«+(»oO+A«+'+gi'')4-Aa+2f+PaO+--fA«+(>«-l)»+(>»-iO 

.n 

eine  MIttelgrSsse  zwischen  den  Grössen 

Aa+toO.  r(a+i+9ii)»  fia+^i+Q^'),.....  A«+(«-l)+?-iO; 
also 

A«+ft)0+Aa+'+PiO+A«->-2HfoO-f-+Aq+(«-l)«+p— lO 

-  ■ 

=Äir(o+«oO.  r(a+i+Qii)>  Ao+2»+«a<).-»A«+(»- !)<+«— »Ol. 
folglich 

r(a+ft»0+ A«+«*+?iO  +Aa+2«+e40+....  +  A«+(«-i)«+^»-iO 

=«lf  I  A«+?oO.  Aa+«+PiO.  Aa+Si+W).".  Aa+(«~l)f+^iO  l 
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Daher  ist  oach  dem  Obigen: 

/(^)-/(a)  =  i{/''(a) +A« +  0  +  r(«+20 +  ....+ r(a+(n--l)i)} 

r(a  +  («-i)«+e»-iO}. 

oder,   weil  ni=x — a  ist: 

/(^)-/ra)  =  .MAa)+A«+0  +  Aa+20+....+/'(a+(n--l)0) 

+  4i(:c-a)ilf{/>+PoO.  r(a+«+ViO. r(ö+(n-l)»+^.iO). 

Weil  non  bekanntlich 

^0»     ^1»     Q2>     ^»•—   ^»-1 
lauter  positiv^  die  Einheit  nicht  übersteigende  6r5ssen  sind,  so  sind 

lauter  Slittelgrussen  zwischen  a  und  a  -f  ni,  d.  i.  zwischen  a  und 
X,  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  fiu)  sich  stetig  verän- 
dert, wenn  man  sich  u  von  t<=:a  bis  ti=a;  stetig  verfindern  lässf» 
wird  man  also  nach  einer  schon  im  Vorhergehenden  mehrmals 
angewandten  Betrachtung 

M\r(a+Qo().  r(«+»+PiO,  r(a+2i+Q^t),...,  r(fl+(«-l)t+en-it)| 

«etzen  können,  wo  q  eine  positive,  die  Einheit  nicht  übersteigende 
Grosse  bezeichnet    Also  ist  nach  dem  Obigen 

/(ar)  -/(a)  =  «{/''(fl)  +r(«+0  +^(«+20  +  ....  +/''(«+(«-l)OI 
+  ii(x-a)na  +  Qix'-ä)). 

Lässt  man  nun  n  in's  Unendliche  wachsen,  also  t  sich  der  Null 
nähern,  so  nähert,  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
offenbar 

eine  endliche  völlig  bestimmte  Grosse  Ist,  die  Grösse 

sich  offenbar  der  Null,  und  nach  dem  Obigen  nähert  sieb  folglich 

t-ir(a)+r(«+0+r(a+2t-)+....  +  r(ii+(n-l)i)l 
der  Gränze 
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Weü 

ir(a  +  ni)  =  if'(a:) 

sich  offenbar   der  Null   nähert^   wenn  n  in's  Unendliche  wächst» 
also  i  sich  der  Null  nähert»  so  kann  man  auch  sagen ,  dass 

i{ria)+r(a+i)+r(a  +  2i)+.:.+r(a+nt)) 

sich  der  Gränze 

/•(^)-/l[a) 

nähert,  oder  dass 

die  Gränze  ist,  welcher 

'tr  («)  +/'(«  +  0  +  Aö+20  +  ^..+r(a  +  nOI 

sich  nähert,  wenn  n  In's  Unendliche  wächst,  also  i  sich  der  Null 
nähert 

Hierdurch  gelangen  wir  also  zu  den  folgenden  Sätzen: 

Lehrsatz, 

Wenn  f(u),  f'(u),  f{u)  endliche  völlig  bestimmte 
Wer the  behalten  oder  sich  stetig  ändern,  wenn  man  si^ch 
u  von  tf=:a  bis  u-=ix  stetig  verändern  lässt,  und 

. X — a 

gesetzt  wird,   so  nähert  sich 

der  Gränze 

oder  es  ist 

f(x)-f{a) 

n=Lini.<{r(«)+r(»  +  0+/'(a+20  +  -. +r(a+(«--l)OU 

wenn  man  n  in*s  Unendliche  wachsen,  also  t  sich  der 
Null  nähern  lässt 

Diesen  Satz  kann  man  auch  auf  folgende  Art  aussprechen : 
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Lekrsatz. 

Wecn  f(u),  f'(u),  A«)  endliche,  vSllig  bestimmte 
Werthe  behalten  oder  sich  stetig  ändern,  wenn  man 
sich  u  von  tt=:a  bis  tc  =  :r  stetig  verändern  iässt,  so 
D&hert  sich 

^  jr(«)  +n« + ^)  +r(«+ 2^)+....+r(«+(»»-i)^i 

der  GrSnze 

oder  es  ist 

f(.x)-f{a) 

wenn  man  die  positiire  ganze  Zahl  n  in's  Unendliche 
wachsen   iässt. 

Nur  eine  wenig  veränderte  Form  dieser  Sätze  sind  die  folgen- 
den Sätze: 

Lehrsatz. 

Wenn  f(u),  f'(u),  r{u)  endliche,  völlig  bestimmte 
Werthe  behalten  oder  sich  stetig  ändern,  wenn  man 
sich  «  von  «=sa  bis  u  =  a?  stetig  verändern  Iässt,   und 

.     x  —  a 

t  = 

n 

gesetzt  wird,,  90  nähert  sich 

t{na)  +  /''(a  +  t)+/'(a  +  2i)+....+/-'(a  +  ni)) 
der  Gräuze 

m—Ha), 

oder  es  ist 

=  Lim.»IA«)+r(a+0  +  r{a  +  2i)  +  ...  +  /'(a+ni)), 

wenn  man  n  in's  Unendliche  wachsen,  also  i  sich  der 
Nnll  nähern  Iässt; 

oder: 
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Lehrsatz. 

Wenn  /(«),  f'{u),  fiu)    endliche,    voltig   bestimmte 
Werthe  behalten  ode^   sich  stetig  ändern,   wenn   man 
sich  u   Ton   u=a   bis  u^=^x  stetig  verändern  lässt,    so 
,  nähert  sich 


n 


der  G,rfiDze 

f{.s)—f(.a). 

oder  es  ist    • 

wenn  man  die  positive  ganze  Zahl  n  In's  Unendliche 
wachsen   lässt. 


IV. 
Deber    die    Function   (l+x)f^. 

Wir  wolleo  zuerst  fSr 

WO  f»  eine  beliebige  positive  oder  negative,  ganze  oder  gebrochene 
Zahl  bezeichnen  soll,    die  Grosse  f'(x),  nämlich  die  Gränze  zu 

bestimmen  suchen,  welcher  der  Differenzenquotient  -^  sich  nähert, 
wenn  Jx  sich  der  Null  nähert. 

Zunächst  wollen  wir  den  Fall  betrachten,  wenn  f»  eine  posi- 
tive ganze  Zahl  ist.    Offenbar  ist 

(a  +  b(x+  z/x))A*— (a+ 6a:)A* 

=  (a  +  6(j:+z/a:))(a  +  6(ar+^x))M--i— (a  +  6a;)/', 

also,  wie  man  sogleich  übersieht:     . 
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(a + 6  (;i:  +  ^af )  V*— (a  +  6ary« 

=ft(a+6(ar  +  z/ar))^iz/ar+(a+6Är)  {(a+6(ar+z/ar))/*-i--(a+6j:>«-M. 

und  folglich 

(g  +  b{x  -f  z/jr))^—  (g  +  bxy 
Ax 

=6(«+6(.+^,))^i  +  (a+6.)  ^^±*(^±^^^=^^±^^. 

Lisst  man  jetzt  in  dieser  Gleichuog   Ax  sich  der  Null  nähern 
und  geht  zu  den  Gräozen  über,  so  erhält  man  offenbar  die  Gieichang 

Ax 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

setzt,  die  Gieichang: 

9(^)  =  6(a  +  M"-*  +(«  +  6a;)9)(ji— 1). 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Relation  ergiebt  sich  nach 
nnd  nach,  weil  f*  nach  der  Voraussetzung  eine  positive  ganze  Zahl  ist : 

9(^)=6<,a  +  6ary«-»  +  (a  +  6x)  90»— 1), 

9<,» — 1) = 6(a  +  ftxy«-«  +  (o  +  Äa:)  9.(|*-2) , 

9)(f»  -  2)  =Ä(o  +  6*)M-»  +  (o  +  M  9(<»-3) , 

Ue        S.        W. 

9(3)=*(g  +  6a:)«  +  (g  +  h£)  q>&), 

9(2)=*(g  +  6ar)i  +  (a  +  M9(l). 

Haltiplicirt  man  jetzt  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

(a  +  6j:)0,   (a  +  6ar)i,  (g  +  6a:)a,....,   (a  +  bx)/*^,  (g+6ar)/*-«; 

addirt  sie  dann  zu  einander  und  hebt  auf,  was  sich  aufheben 
ISsst,  so  erhält  man  die  Gleichung 

^(li)^{(i'-l)b(a  +  bxy^+(a+bx)f*'^(p(l). 

Nun  ist  aber 
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^^  '  Ax  ^x 

also»  weil  immer,  d.  h.  ffir  jedes  Jx^ 

bJx 
Jx  "~ 
ist,  offenbar 

zu  setsen;  folglich  nach  dem  Vorhei^eheoden 


also 


j^^(«  +  6(£+^^-(a+M^^^^  ^  ^^^„^ 


oder  in  bekannter  Bezeichnung: 

f'(x)  —  ^{a^bx)f^\ 
Wenn  ferner  fi  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  so  setze  man 

wo  nnn  —  f»  eine  positive  ganze  Zahl  ist    Also  ist 

1  1 


jy  = 


(a-\-b{x+ Jx))-f^     (a  +  bx)-f* 


__     (a+b(x+Jx))'-f*'-(a+bx)-f^ 
""     (a  +  bx)-f*(a+b(x  +  Jx))-f^' 
folglich 

— = -  {a+bx)f*  {a  +  0{x  +  Jx))f* — . 

Lässt  man  nun  in  dieser  Gleichung  Jx  sich  der  Null  nShem  und 
geht  zu  den  Gränzen  über»  so  erhält  man  offenbar  die  folgende 
Gleichung: 

Lin.jg=-(a^■MVLim^'^  +  *<-"  +  ^">>^^-^'•*•^^^-^ 

aX  jSX 

Weil  nun  aber  — \/i,  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  nach  dem 
vorher  betrachteten  Falle  eines  positiven  ganzen  Exponenten : 
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ab»  nacli  dem  Vorb^rgeheActeii : 

foIgUch 

welche  Formel  ganz  mit  dem  im  vorhergehenden -Falle  gefunde- 
nen Resultate  übereinstimmt. 

Wenn  f&  ein  positiver  oder  negativer  Bruch  ist»  so  wollen  wir 

setzen,  wo  p  eine  positive  oder  negative»  q  eine  positive  ganze 
Zahl  sein  soll»  was  immer  anzunehmen  verstattet  ist.    Dane  ist 

also 

y«  =  (a  +  6d:)P. 

Lassen  wir  nun  x  in  x  -\-  Jx  übergehen»  so  geht  y  in  y  -f  Jy 
über,  und  vorsteheode  Gleichung  wird: 

(y+^^)«  =  (a+*(a:+i^:r))P» 

folglich  durch  Subtraction  der  vorhergehenden  Gleichung  von  dieser : 

(y+^y)^-yj  =  (a+6(a;  +  ^a:))P-(a  +  6j:)P» 

abo 

Jy  '  Jx  ^x  * 

und  hieraus: 

Jy '     i^a? 

^ar""  iy+^y)^—y^ 

Jy 

Nähert  sich  nun  Jx  der  Null»  so  nähert  sich  natürlich  auch  Jy 
der  Null,  und  es  ist  also  für  der  Null  sich  nähernde  Jx  und  Jy 
oifenbar : 

-.    (ff  +  b(x  +  Jx))P  -  (fl  +  bx)P 

Lto  ^-  — ^ 


^9 
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Weil  aber  p  and  q  ganze  Zahlen  sind,  so  ist  nach  den  beiden 
vorhergehenden  Fällen: 

also  nach  dem  Obigen: 


oder 


^/(^)  =  4^ 


Folglich  Ist  auch 


oder  well 

'  '*' »    y»-Ha  +  6arr 

l8t: 

(o+M'  =  3f« 

also 

/^'<->-*|-aiV' 

W-'**rf6i' 

oder,   weil 

y  =  (a+6a;)M  ist: 

/"(ar)  =  ^(o  +  te)'^»- 

Hierbei  ist  aber  noch  Folgendes  zu  bemerken.  Wir  wollen 
den  Bruch  ^  immer  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückt  anneh- 
men. Wenn  dann  der  Nenner  von  fi  eine  gerade  Zahl  ist,  so 
darf  a-{'bx  nur  positiv  sein,  weil  sonst  y:=:{a-\'bx)f^  imaginär 
sein  wü^rdoy  wir  aber  natürlich  bei  diesen  Gränzenbetrachtungen 
alle  Grossen  als  reell  vorauszusetzen  genuthigt  sind.  Weil  wir 
nun  vorher 

fanden,  so  hat  in  diesem  Aasdrucke  in  dem  Falle,  wo  der  Nenner 
von  fi  eine  gerade  Zahl  ist,   dßr  Bruch 
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mit  9=(a4-6aryt  gleiches  Vorzeichen;  und  da  nun  Torher 
^^-  =  («  +  6.).-i 

gesetst  wurde  9  90  niuss  in  dem  in  Rede  stehenden  Falle  in  der 
Formel 

/''(ar)  =  fi6(a+6ar)/*-i 

aoch  (a  +  6;r)/*-*  stets  mit 

y=f{x)  =  {a+bxY 

¥on  gleichem  Vorzeichen  genommen  werden.     * 

Ans  allem  Vorhergehenden  ergiebt  sich,  dass  för 

y^f(x)Ma-\-bxy 

In  Tolliger  Allgemeinheit 

f'{x)  =  ^{a-\-bxY-^ 

ist,  wenn  man  nnr  beachtet,  dass  in  dieser  Formel  in  dem  Falle, 
wo  uL  ein  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückter  Brach  mit  gera- 
dem Nenner  ist,  immer 

mit  demselben  Vorzeichen  wie 

y=zf{x)^{a+bxy 
genommen  werden  mass. 

§.2. 

Bekanntlich  (IL  §.  4.)  ist  allgemein 

Um  nan  diese  Gleichung  auf  die  im   TorbergeheodeD  Para- 
graphen  betrachtete  Function 

y=/i:3:)  =  (a  +  6ar)M 
anzuwenden,  haben  wir  zuvörderst  nach  §.  1.: 

rix)=Um  -^=Lim     «•     ^^ =<**Lim     '  ^^  ^    > 
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und  folglich«  weil  nach  §.  I.,  wenn  man  ft — 1  für  das  dortige  fi  setzt, 

ist : 

/'''(a:)  =  ^(^— l)62(a+6:r)M-«. 
Ferner  ist 

also,  weil  nach  §«  1.,  wenn  man  fi— 2  fUr  das  dortige  ^  setzte 

Uti    . 

Auf  Shnliche  Art  ist 

/  IN/  ONA8I-       ^»(g  +  M^^ 

also,  weil  nach  %.  l.,  wenn  man  /i  — 3  für  das  dortige  ft  setzt» 

Lim^^^5!^|^- =  (^-  3)  6(«+  6a:)/'-* 

ist: 

/■/r(^)=^(^-l)(^-.2)(^-3)6*(a  + 6j:)a*-*. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  und  auch  das 
allgemeine  Gesetz  der  gefundenen  Ausdrücke,  erhellet  hier  schon 
mit  völliger  Deutlichkeit.    Wenn  nämlich 

y=/(a;)  =  (a  +  Aj;)M 

ist,  so  ist  für  jedes  positive  ganze  n: 

/(»)(j:)=:^(^-^l)(^--2)....(^~-n+l)6-(a+6a:)A^, 

mit  der  Bedingung,  dass  man,  wenn  fi  ein  in  den  kleinsten  Zah- 
len ausgedrückter  ßrucb  mit  geradem  Nenner  ist,  in  der  vorste- 
henden  Formel  {a+bx^-*   immer  mit  demselben  Vorzeichen  wie 
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y  =  /(ar)==r(a+6ar>» 

nehmen  iddss,    was  in  der  Folge,    auch  ohne  besondere  Benier- 
kong,  «tets  festgehalten  werden  soll. 
Für 

ergiebt  sich  ans  dem  Vorhergehenden  unmittelbar: 

fi^Xx)  =  f*(f*-.  1)  (fi-2)....(f*-n+l)a:M-. 

Ist  fA  eine  positive  ganze  Zahl,    so  kann  man  n=fi  setzen, 
und  erhält  aus  dem  Obigen,   wenn 

ist,  in  diesem  Falle: 

also  eine  constaute  Grosse. 
Für 

y=f{x)z=zxM 

ist  in  dem  Falle,  wenn  (n  eine  positive  ganze  Zahl  ist: 

§.  3. 
Wir  wollen  jet^t  die  Function 

unter  der  Voraussetzung,    dass  wir  diese  Potenz  in  dem  Falle, 
wo  (i  ein  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedruckter  Bruch  mjt  geradem 
Nenner  ist,  positiv  nd^men,  einer  genaueren  Betrachtung  unterwerfen. 
.   Nach  §.  2.  ist  angemein 

/'i«)(a:)  =  ^(,i-l)(^-.2)....(,i-«+l)(l+ar>^, 
also  \ 

_  /t">(^)     '    ft(f*-l)(ft--2)....  (i^-^n  +  l) 
1.2.3....«""  1.2.3....n  li+^r— • 

oder  in  abkürzender  Bezeichnung: 


folglich  f&r  4*ss:0: 
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Also  (III.  §.  4.)  ist,  vreDD  q  eine  positive,  die  Einheit  oicht  Aber» 
steigende  Grosse  bezeichnet: ' 

(1  +  «>»= 1 +tLiX+ii^  +  ,13»» +....  +  it,ai» 

Wenn  zuvorderst  fi  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  es  ver* 
stattet,  n  =  fi  zu  setzen,  wodurch  man  in  diesem  Falle  aus  vor* 
stehender  Gleichung  sogleich 

(1  +  ary«  =  1  +  |*iar  +  f*aa?« + ftji:» +  ....+ /*|iarM 
oder« 

(l+^;^-i+  j  a:±     j  .^    a  +        j  2  3       x  +...+  j  2.3....f*  ^ 

erhält 

Wenn  aber  (X  keine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  wollen  wir 
annehmen,  dass  der  absolute  Werth  von  a  kleiner  aU  die  Ein* 
heit,  oder  dass 

-l<x<+l 

sei,  und  wollen  unter  dieser  Voraussetzung  den  obigen  sogenano- 
ten  Rest 

einer  genauen  Untersuchung  unterwerfen. 

Zu  dem  Ende  stellen  wir  diesen  Re§t  auf  folgende  Art  dar: 

und  betrachten  jeden  der  drei  Factoren 

besonders. 

Was  zuerst  den  letzten  Factor 

\l  +  QxJ 
betrifft,   80  ist,    weil  der  absolute  Werth  von  x  kleiner  als  die 
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Einheit,  q  aber  positiv  nnd  nicht  kleiner  als  die  Einheit  ist»  klar, 
dass  der  stets  positive  Neoner  1  -f  p^  niemals  kleiner  als  der 
stets  positive  Zähler  l  —  q  sein  kann,  dass  also  auch 


die  Einheit  niemals  übersteigen  wird. 

Was  ferner  den  zweiten  Factor  {\-\-Qx)f*-^  betrifft»  so  hat 
man  bei  dessen  Betrachtung  die  folgenden  Fälle  zn  unterscheiden. 

Wenn  x  positiv  nnd  fi— 1  positiv  ist»  so  erreicht  (1  -^r  Qxy*^^ 
seinen  grössten  Werth»  wenn  q  seinen  grossten  Werth  erreicht» 
folglich  fiir  ^  =  1»  so  dass  also  in  diesem  Falle  (l+^V^^  der 
grosste  Werth  ist»  welchen  {\  •{■  Qx)t*''^  Oberhaupt  erreichen  kann. 

Wenn  x  positiv  und  /*  — 1  negativ  ist,  so  erreicht  (1+^a?)/*-* 

seinen  grussten  Werth»  wenn  q  seinen  kleinsten  Werth  erreicht» 

folglich  für  ^=0»    so  dass  also  in  diesem  Falle  die  Einheit  der 

-  grosste  Werth  ist»  welchen  (1  -|-  Qx)f*^'^  überhaupt  erreichen  kann. 

4 

Wenn  x  negativ  nnd  fi— 1  positiv  ist,  so  erreicht  (l  +  parV*— ^ 
seinen  grossten  Werth»  wenn  q  seinen  kleinsten  Werth  erreicht» 
folglich  fSr  ^=0»  so  dass  also  in  diesem  Falle  die  Einheit  der 
grusste  Werth  ist»  welchen  (1  -f  qx^*"^  überhaupt  erreichen  kann. 

Wenn  x  negativ  und  /ü  —  1  negativ  ist»  so  erreicht  (l+^ar)/*~* 
semen  grossten  Werth»  wenn  q  seinen  grössten  Werth  erreicht» 
folglich  för  9  =  1»  so  dass  also  in  diesem  Falle  (l-f^)^^^  der 
grusste  Werth  ist»  welchen  (1-f  pory^^  überhaupt  erreichen  kann. 

Nimmt  man  alles  Vorhergehende  zusammen»  so  ergiebt  sich» 
dass  (\-\'Qxy^''^  niemals  eine  endliche»  völlig  bestimmte  Grosse 
übersteigt»  welche  entweder  {l  +  xy^^  oder  die  Einheit  ist.  Uns 
genügt  es  aber  für  das  Folgende»  überhaupt  nur  zu  wissen,  dass 
(1-f  9^)^"^  niemals  eine  endliche»  völlig  bestimmte  Grösse  über- 
steigt» auf  deren  wirklichen  Werth  es  uns  hier  weiter  gar  nicht 
ankommt. 

Was  nun  endlich  den  Factor 

1.2.3....»  *^ 

betrifft»    so  wollen  wir   denselben  der  Kürze  wegen  durch  U  be- 
zeichnen.   Dann  ist»  wie  man  schleich  übersiebt: 

ThettUni.  4 
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«^i  =  -fti(l--^)*. 


n  +  V 
<H^=-  *i+«(l— ^)^. 

W»=— W»0— ^^1:4)^» 


alsoi: 


u.    s.    w. 


U.      6.      W. 

Die  absoluteD  Werthe  voD  x  und  ^,  ^ii:i  ^+a>  ^-|-8>**-  ^^'* 
len  wir  im  Folgenden  respective  durch  |  und  r»^  '^n\\y  '^n\^9  ^n-fs».... 
bezeichnen,  und  nun  die  beiden  folgenden  Fälle  unterscheiden. 

1.  Wem  |K  positiT  ist,  so  wollen  wir  uns,  was  offenbar  ver- 
stauet ist,  n-f  1  grosser  als  ft  genommen  denken.  Weil  nun  nach 
dem  Vorhergehenden 

T«+i=:t,(1— ^^)5, 

u.    s.    w. 
ist,  so  ist  unter  der  gemachten  Voraussetzung  offenbar 
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T«+i<T„$,      Tn+«<Tn|*.      T,-f8<^«i*»      «H-4  <'f«S*>-- 

nod  da  nun  bekanotlich  g  <  1  ist,  so  nEbern  sich  die  Grossen 

tn»     ^«+1»      ^n-|-2>      ^«+8*      *Ji+4>'*'» 

wenn  nur  erst  n-f-l  grosser  als  ft  geworden  ist,  offenbar  immer 
mehr  und  mehr  der  Null,  und  können  derselben  auch  beliebig 
nahe  gebracht  werden,  wenn  man  sie  nur  weit  genug  Tom  An- 
fange der  vorstehenden  Reihe  entfernt  nimmt. 

2.  Wenn  /i  negativ  ist,  so  wollen  wir  grosserer  Deutlichkeit 
wegen  — fi  für  ft  schreiben,  wo  dann  ft  selbst  positiv  ist,  und 
folglich  nach. dem  Obigen 

u.  *  s.    w. 
setxen.    In  diesem  Falle  ist  also  offenbar. 

T«+8<T„t(l+^)|!», 

u.    s.    w. 
Nim  kann  man  aber  immer  n 4-1  so  grosa  annehmen,  dass 

ist.   Denn  diese  Bedingung  ist  jederzeit  erfillH,  wenn  die  Bedingung 

4* 
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also  wenn  die  Bedingang 


.-ii<i-'- 

,-h<'- 

-1 
1 

also 

wenn  die 

Bedingung 

1 
1-1' 

folgli 

ch  wenn 

die  Bedingung 

I 


^+i>r=i 


erfflilt  ist;  und  da  sich  diese  letztere  Bedingung  offenbar  immer 
erfiillen  iässt,  wobei  man  nur  stets  zu  beachten  hat«  dass  £<] 
ist«  so  wird  sich  durch  hinreichend  grosse  Annahme  yon  n-i-l 
offenbar  auch  immer  die  Bedingung 

erfiSlIen  lassen.  Ist  aber  diese  Bedingung  erfüllt,  so  nähern  sich 
offenbar  die  Grössen 

T«>      ^«+1»      ^"-f«»      ^»+8»      ^ii+4>»»" 

Immer  mehr  und  mehr  der  Null«  und  können  derselben  auch  belle' 
big  nahe  gebracht  werden «  wenn  man  sie  nur  weit  genug  von  dem 
Anfange  der  vorstehenden  Reihe  entfernt  nimmt 

Hieraus .  ergiebt  sich  nun  mit  völliger  Deutlichkeit,  dass  der 
absolute  Werth  von 

1.2.3....n  ^     ' 

wenn  n  nur  erst  eine  gewisse  endliche«  völlig  bestimmte  Grösse 
überstiegen  hat«  und  dann  fernerhin  wächst«  immer  der  Null  zu- 
strebt und  derselben  auch  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann« 
wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt 

Nehmen  wir  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen«  so  sehen 
wir«  dass  von  den  drei  Factoren  des  Restes 

1.2.3....n  ^  ^^  ^        \1  +  ^^/ 

jeder  der  beiden  letzten  nie  eine  gewisse  endliche«  völlig  be- 
stimmte  Grösse   übersteigen  kann«    der  erste  dagegen  jederzeit« 
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weDD  n  nur  erst  eine  gewisse  endliche,  völlig  liestiinnite  GrSsse 
üiierstiegen  hat,  und  dann  fernerhin  wächst,  der  Null  zustrebt  ond 
auch  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur 
n  gross  genug  nimmt.  Also  wird  der  vorstehende  Rest,  wenn  n 
wächst,  offenbar  auch  selbst  Immer  endlich  einmal  anfangen,  der 
Null  zuzustreben,  und  wird  auch  der  Mull  beliebig  nahe  gebracht 
werden  können,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt. 

Folglich  kann  man  nach  dem  Obigen  unter  der  Voraussetzung, 
dass  der  absolute  Werth  von  x  kleiner  als  die  Einheit,  oder  dass 

ist,  immer 


(l+a:)/*  =  l +fiia?+fiaar*+fi3ar»+^4.T*+ .... , 


wo 


_fi(^-l)(fi^2)....(ft-n  +  l) 
'*"—  1.2.3....  n 

ist,  setzen,  was  wir  im  Folgenden  in  der  Kürze  durch 

(1  +  ar>*=:  1  +  ^ar  + 1;*,^«  +  fA8^'+f*4^+...- 

(-I<a;<+1) 


bezeichnen  wollen. 


§.  4. 


Mau  konnte  versuchen,  die  am  Ende  des  vorhergehenden  Pa- 
ragraphen gefundene  wichtige  Gleichung  auch  nach  III.  §.  3.  aus 
der  Gleichung 

(1  +  a?)/i= 1  +  ^^a:  +  f^a:«  +  f*»«» +  ....  + f»«a:» 

+  1.2.3....(n  +  l)^^  ^^+^^>^ 
oder 

(1 +ar)/'=:  1  +  ftio;  +  ^o:»  +  fisorH ...  +  f«-a:» 
+  ftfi+i  ar"+i  (I  +  pa:)^-«-», 

wo  Q  eine  gewisse  positive,  die  Einheit  nicht  iibersteigen40  Grösse 
bezeichnet,  abzuleiten.  Dies  geht  aber  ohne  erhebliche  Schwie* 
rigkeiten  nur  dann  an ,  wenn  x  positiv  und  kleiner  als  die  Einheit 
ist.  Im  Falle  eines  negativen  x^  dessen  absoluter  Werth  kleiner 
als  die .  Einheit  ist ,  würde  man  aber  immer  wieder  zu  der  im  vor« 
hergebenden   Paragraphen   angewandten  Entwickelung   seine  Zu* 
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iveht  nehmen  mfissM.  Wie  man  sieh  bei  der  Hi  Rede  stebettHen 
Ableitung»  wenn  x  positir  nod  kleiner  als  die  Einheil  ist,  an  ver* 
halten  hat«  wollen  wir  jedoch  nun  noch  zeijii^en,  weil  wir  Abiei- 
tnngen  dieser  Art,  anch  wenn  sie  nicht  allen  Anforderungen  zu 
•  genügen  geeignet  sein  sollten,  nnner  för  besonders  iehirekh  halten. 

Den  Rest 

(in+i  a:«+i  (1  +  pa')M-n-i, 

auf  dessen  Betrachtung  es  hier  lediglich  ankommt,  kann  man  auf 
folgende  Art  ausdrficken: 

Dass  (1  +Qx)f^  nie  eine  gevnsse  endliche,  völlig  bestimmte  Grosse 
übersteigen  kann,  ist  schon  im  vorhergehenden  Paragraphen  ge- 
zeigt worden;  und  da  wir  x  als  positiv  voraussetzen,  auch  q  po- 
sitiv ist,  so  kann 

also  auch 


V  1  +  ^a:' 

nie  grosser  als  die  Einheit  sein. 
Ferner  ist 

=(-.)W«-<'.(i-Si-^a-:-fJ)....(i-.^Ji,«'- 

Ist  nun  (i  +  l  positiv  und  n  +  2  grösser  als  fA-|-l  geworden» 
so  sind  die  Grössen 

MJ  HJ  ji  +  V 

sämmtlich  positiv  und  kleiner  als  die  Einheit  Da  ferner  x  kleiner 
als  die  Einheit  ist,  so  nähert  sich,  wenn  k  wächst,  x^  der  Null 
und  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur 
k  gross  genug  nimmt.  Alles  dieses  zusammengenommen  zeigt, 
dass  im  Falle  eines  positiven  fi  +  l,  wenn  nur  erst  it-f  2  grösser 
^  f*  + 1«  gew<Nrden  Ist,  und  dann  k  wachst,  die  Grösse 


f*«+fc+i 


a:»+*+i . 


der  NbII  zustrebt,  und  der  Null  bdtebig  nahe  gebracht  werden 
kann ,  wenn  man  nur  k  gt oss  genug  werden  lässt  Folglich  wkd 
in  dem  Falle  eines  positiven  jk+I  anch,  wenn  u  wächst,  die  Grösse 
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immer  eodlicb  einmal  anfangen,  der  Null  zuzastretien,  und  wird 
ancb  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden  kSnneo,  wean  man 
nar  n  gros«  genug  werden  lässt. 

Ist  dagegen   fi-f-l  negativ,  so  «etze  ma«  ft-|-l  =  — X,    wo 
nun  X  positiv  ist;   dann  ist  nach  dem  Obigen 

WO 

immer  kleiner  als 

ist.    Nun  kann  man  aber  immer  n  so  gross  annehmen,  dass 

ist;  denn  diese  Bedingung  ist  erfiiüt,  wenn  die  Bedingung 

also  wenn  die  Bedingung 


n  +  'l^x     "    «  +  2 
also  wenn  die  Bediagvog 


w+2.       0? 
folglieb  wenn  die  Bedingung 

erföllt  Ist;   und  da  diese  Bedingiing  sich  offenbar  Inner  erfilUen 
lässt,  so  kann  auch  die  Bedingung 

immer  als  erf&llt  vorausgesetzt  werden.    Wenn  aber  diese  Bedin- 
gung erfüllt  ist,  und  dann  k  wächst,  so  nähert  sich 
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I(l  +  -f2>"*' 


also  um  so  mehr  auch 


der  Null»  und  kann  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn 
man  nur  k  gross  genug  nimmt.  Also  wird  auch  in  dem  Falle 
eines  negativen  |i&-f~lj  wenn  nur  erst  n-f  2  eine  gewisse  bestimmte 
Grosse  überstiegen  hat«  und  dann  k  wächst,  die  Grösse 

der  Null  znstreben  und  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden 
können,  wenn  man  nur  k  gross  genug  annimmt.  Folglich  wird 
auch  in  dem  Falle  eines  negativen  f*-fl,  wenn  n  wfichst,  die  Grpsse 

immer  endlich  einmal  anfangen,  der  Null  zuzustreben,  und  wird 
auch  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden  können,  wenn  man 
nur  n  gross  genug  nimmt 

Weil  nun  (l+gs^y*  nie  eine  gewisse  endliche  völlig  bestimmte 
Grösse,  der  Bruch 

J  +  pa:/ 

nie  die  Einheit  übersteigt,   und  die  Grösse 

wenn  n  wächst,  immer  endlich  einmal  anfängt,  der  Null  zuzustre- 
ben, und  der  Null  beliebig  nahe  kommen  kann,  wenn  man  nur  n 
gross  genug  werden  lässt;  so  wird  auch  der  Rest 

wenn  n  wächst,  immer  endlich  einmal  anfangen,  der  Null  zuzu- 
streben,  und  wird  auch  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden 
können,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt,  was  aber  durch  das 
Vorhergehende  nur  fär  ein  positives  x,  welches  kleiner  ab  die 
Einheit  ist,  bewiesen  worden  ist. 

Also  ist  für  jedes  positive  j?,  welches  kleiner  als  die  Einheit 
ist,  nach  dem  Obigen: 

oder  es  ist  in  abkürzender  Bezeichnung: 


G 
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{0^ar<I). 
Dass  in  weit  grosserer  Allgemeinheit 

(-I<ar<  +  1) 

isty  haben  wir  im  v^erhergehenden  Paragraphen  bewiesen;  das  In 
diesem  Paragraphen  angewandte  Verfahren,  oder  ein  demselben  ähn- 
liches, scheint  nicht  zar  Erreichung  dieser  Allgemeinheit  geeignet 
zu  sein. 


V. 

Ueber  die  Function  a*.   . 

5. 1. 

Unter  der  Voraussetzung,    dass 

ist»   haben  wir  nach  dem  vorhergehenden  Kapitel   die    folgende 
Gleichung: 

,      i 


(1  +  i«a:)«=l  +  jta: 


+-j^„,^ 


+  — 0:3 — «'^ 


+ TOI «*^ 


+      .   • 
also,  wie  man  hieraw  laicht  «iliUt: 


Digitized  by  VjOOQLC 


58  Grunert:  Efemmtare  Darsteihmg  4er  Lehre 

1 


(1+110:)»=  1+j 

+  (f-«)(2-«)l 

+(r-«)(f--«)(3-«)T 

+(f-«)a-)a--)a-«)" 


+       

Weil  Dach  der  gemachten  Voraussetzung 
-l<tw:<  +  l, 
also  tur  eine  Mitteigrusse  zwischen  — 1  und  -|-],  oder 

t«r=^(-l,+I) 
ist,  so  ist  (I.§.3.4.) 

ux  11*11 

und  die  obige  Gleichung  gilt  filr  jedes»  der  Null  noch  «o  nahe 
kommende  u,  wenn  nur  x  der  Bedingung 

^     u        u' 

genfigt.  L&sst  man  fiun  in  der  in  Rede  stehenden  obigen  Glei- 
chung u  sich  der  Null  nähern  und  gebt  zu  den  Gränzen  Aber,  so 
erhält  man  auf  der  Stelle  die  folgekide  wichtige  Gleichung: 

1)  L'«(i+»'^)"=i+f+r^+r?3+r:l^ 

(— <»<a:<  +00) 

wobei  angenommen  ist,  dass  in 

1 
(l  +  tto:)« 

die  Grosse  u  sich  der  Null  nähere.  Indem  x  ungeändert  bleibt. 

Für  a;=l  erhalten  wir  aus  der  Gleiebang  1): 
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2)    Lin,.(l+«)i=l+J^+jL+j^  +  ^_I^+..... 
und  bezeichnen  wir  also  die  Sunmie  der  Reihe 

1     2.      ^       L-. 

*'    r    1.2'    1.2.3'    1.2.3.4'    •• 
durch  e,  setzen  also 

3)  ^==»+r+o+r:2:3+r2:3'.4+-' 

wo  annähernd 

4)    i?=  2,7182818284590 

gefbnden  wird,  so  ist 

1 

5)    Lim.(l  +  «)«=e, 

immer  anter  der  Voraussetzung,  dass  u  sich  der  Null  nlihert. 

Folglich  ist  auch  flir  jedes  o;  unter  der  Voraussetzung,   dass 
»  sich  der  Mull  n&hert: 

,  Lim.(l+tia?>»'  =  c, 

also 

1 

{ Lim .  (1  +  ux)^'  1^ = 6*. 

Offenbar  ist  aber 

t  Lim .  (1  +  tu?)«« }«  =  Lim .  ( (1  +  wo:)«*}' , 
also 

{ Lim .  (1  ^  tw;)»' I* = Lim .  (1  +  «a:)» , 
und  foLf^lich  nach  dem  Vorhergehenden: 

Non  ist  aber  nach  1) 

Lim.(l+u^)i=l+f  +  £^  +  j-^  +  j-^ 

(— QO<a?<  +  QO) 

also  ist: 
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(- 00  <ir  <  +  (»). 

fi.  2. 

Die  Grosse  e  betrachtet  man  als  die  Basis  eines  logarithmi- 
scfaen  Systems,  welches  man  das  natürliche  Logarithmen- 
System  nennt,  und  bezeichnet  die  Logarithmen  dieses  Systems 
bloss  durch  den  Buchstaben  I,  so  dass  also,  wenn  a  irgend  eine 
positive  Zahl  bezeichnet.  Immer 

7)  a^^, 
folglich 

8)  «*  =  «**» 

ist    Also  ist  nach  der  Gleichung  6),  da  diese  Gleichung  für  jedes 
reelle  x  gilt: 

9)    a*  =  1  +  -y  +  -j— 2"  +  f^g"  3  +  •— 

(— cx)<ar<  +  cx)), 
wobei  a  als  positiv  angenommen  wird. 

§.  3. 

Setzt  man 
so  ist 

also 

Jy  a^*  — 1 

und  folglich,  indem  man  sich  Jx  der  Null  nähern  Lässt: 

Lim -j^  =  a*  Lim  ^--7^^ . 
Jx  Jx 

Weil  nun  die  Gleichung  9)  für  jedes  reelle  x  gilt,  so  ist  auch  für 
jedes  reelle  Jx: 
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aJso 

-:3^=T+T2^^+i:2:3^^  *^^:::4^^+•••• 
1lnd  folglich  offenbar,  indem  Jx  sieb  der  NaII  nähert: 

a^*  — 1 
Lim — :; —  =  Ia. 

Daher  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

Lim  H^  =  a*la, 

also 

K))    /''(a?)  =  a*Ia. 

Bekanntlieh  (II.  §.  4.)  ist  allgemein 


Also  ist  nach  10) 

r(^)  =  Lim^^  =Lim--^^=laLim-2^, 
und  folglich,  weil  nach  10) 

Lim— 3 — z=La'\a 

ist: 

II)    A^)  =  a*(Ia)*. 
Ferner  ist  hiemach:  f 

n*)  =  Lim-^=Lim  _^-Z-=(la)»L.m-.^ , 

also,   weil  nach  10) 

Lim  -— ; —  ==  a*\a 
Ax 

ist: 

12)    /«'(o?)  =  a*(lo)8. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  geben  kann,  erhellet  hier  schon 
mit  ySlUger  Deutlichkeit,  und  es  ist  folglich  allgemein: 

13)    /^(«)(ar)  =  «*(la)« 
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VI. 

.  Ueber  die  FuDction  iog(l-|-^). 

§.   1. 

Unter  der  Voraussetzung^    dass   a  +  bx  eine  positive,  nicht 
verschwindende  Grosse  ist,  wollen  wir 

y=f(x)=r\og(a-i^bx) 

setzen,  wo  die  durch  log  bezeichneten  Logarithmen  sich  auf  die 
Basis  ß  beziehen  sollem.  Lassen  wir  nun  x  in  x-i-Jx  übergehen, 
80  wird 

Jy=f{x-k'  ^x)'-f{x)  =  log(a  +  6(ar  +  i^a:))  — log(a  +  bx) 

=  log(a4-6j;  +  bdx)^\o%{a  +  bx), 
also,  wenn  man 

setzt,  offenbar 

wo  immer  /Ix  so  nahe  bei  Null  angenommen  gedacht  wird,  dass  auch 

eben  so  wie  a-\-bx  eine  positive  Grosse  ist.    Folglich  ist 

^  =  ^Iog(l+^^. 
oder,    wenn  wir 

b^x        ,       ^        a+bx 
tt= — rir  »   also  zja?  =  — r — u 
a+bx  b 


setzen : 


also  auch: 
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LSsst  man  dud  ^x  sieb  der  Null  nähern,   so  nähert  wegen  der 
Gleichung 


a  +  Äj: 

auch  tt  sieb  der  Null,   und  es  ist  also  unter  der  Voraussetzung» 
dass  /Ix  und  u  sich  der  Null  nähern : 

Lim^=— rx-Limlog|l+t«)«!. 
/Ix     a-i-bx  ® 

Wenn  aber  u  sich  der  Null  nähert,  so  nähert 

sich  bekanntlich  (V.  §.  1.  5))  der  Gränze  €|;  also  nähert  sich  unter 
derselben  Voraussetzung  offenbar 

logt(l+ti)^l 

der  Gränze  löge,  oder  es  ist 

1 
Lim  log  {(!  +  «)»}=  logc, 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

dx      a  +  bx 
oder  in  bekannter  Bezeichnung: 

oder 

1*)    f(x)=2bloge(a  +  bx)-h 

Nun  ist  bekanntlich  (II.  §.  4.)  allgemein 


„.,  =  Llm4ÖS!, 


also  nach  V) 


m=Lim^=Lim^:*!2S^±M:? 


Bekanntlich  ist  aber 


=  felogeUm         T|, — ' —  • 


Um^^^^^±^^~l.b(a+bx)-*» 
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also 

Ferner  ist  nach  2) 

aber  bekanntlich  ^ 

Lim ^^ — - —  =  — 2.o(o  +  Aar)-' » 

also 

3)    /^(a?)  =  1.2.6»log<j(a  +  Äar)-». 

Eben  so  ist  nach  3} 


^l.ä.*'I.KI«M»'''°lf''"'i 


aber  bekanntlich 


Lim^i^f>l'=_3.6(«+6;r)-*. 

also 

4)    /'''(ar)=  — 1.2.3.  Ä*iogi?(a+M-*. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar.    Also 
ist  allgemein 

Ö)    /(«)(^)c=(— 1)»-M.2.3....(«— l)6"loge(a+6ar)-« 
oder 

„  ^.„),,-.)>...--^-»-,;';-^>-'ae. 

,     §-2. 
Wir  wollen  jetzt   die   Function 

y=/ra?)=iog(l+j;) 

betrachten»  indem  wir  annehmen,  dass  x,  insofern  es  positiv  ist, 
nicht  grosser  als  die  Einheit,  wenn  es  aber  negativ  ist,  absolot 
genommen  kleiner  als  die  Einheit  sei,  was  wir  durch 
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-l<a:=+l 
bezeicbnen  wollen.   Dann  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

imd  folglieh,   weil  f(ß)=0,  also 

/{a;)-.AI9)=A^) 

ist,  nach  einem  bekannten  Satze  |III.  §.  5.)  für  ein  in*s  UnendKche 
wachsendes  fi,  wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet: 

oder 

"  '    *        1+-     1+2-  H(n-lß 

oder  auch 

log(l+*)=log*Lin..f  j{  +  -^  +  -l^  +  ..„+ ? ^j. 

1+f     i+2f  l  +  (»-l)f' 

Nach  der  elementaren  Lehre  von  den  geometrischen  Reihen 
ist  nun 

'  1 — U  1  —  U       1— tt 

oad  da,  wenn  der  absolute  Werth  von  u  kleiner  als  die  Einheit 
ist,   der  Bruch 

wenn  k  wächst,  der  Null  zustrebt,  und  derselben  beliebig  nahe 
gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur  k  gross  genug  nimmt,  so 
ist  unter  der  gemachten  Voraussetzung 

1  +  tt  +  tt«  +  ii» +  «*+....  =  J3J- . 

Weil  nach  der  Voraussetzung  der  absolute  Werth  von  x  je- 
denfalls nicht  grösser  als  die  Einheit  ist,  so  sind  die  absoluten 
Werthe  der  Grössen 

ThcilXXm.  & 
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-.   2-,    3-,   4-, (n-'D- 

simmtlich  kleiner  ab  die  Einheit.  Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden : 

^,='-^e)-e)'+e)'--   ' 
^=-'^'-e)-Kf)"+"e)"-- 


>+'? 


U.      B.      W. 


+(„_,)4(£y_.. 


l+(n-l)^ 


folglich  nach  dem  Obigen: 

log(l  +  a:) 


:loireLim.- 


1 

J+i-2S+ä.(:)--2.(2)'t.... 


U.      8.      W. 


+i_(„_,)£+(„_i)^jy_(„_i).(f)'+....l 


alo^: 


n-(l+2  +  3+....+{n-l))J 

+  (l»  +  2«+3»+....  +  (n-l)«)^ 
log(l  +  *)  =  logeLim.f  j     _(,.^.2,+3.+  ....  +  (,_i).)^' 

+a*+2<  +  34+^..  +  (fi-l)*)^ 
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er 


oder 


-  _  i+2-h3  +  ....+(n-l) 

'*'  n»  * 

1  n« 

144.244.34 +  _  +  („- 1)4 


Wächst  Dan  aber  n  in's  Unendüehe,    so  nähern  nach  einem 
bekannten  Satze  (I.  $.  2.  ZusatE.)  die  Crossen 

1  +  2  +  3+.... +  («-!) 


l«+2g  +  3a  +  ....  +  («  — 1)« 

l»  +  2»+8H    .  +  (n— !>•' 

-^^ r-^ji ^^  •    . 

144.24_|,34  4._4.(„.^1)4 

u.     s.     w. 
sich  respective  den  Gränzen 

I       1       11       1 

2*    :V   4'    5^   6' 

also  ist  nach  -dem  Obigen  offenbar 

6)    log(l+a?)  =  log6.(ar  — 55:*+  5  j:'— ^ar^  +  gar*  —  ....) 


(-l<a:=  +  l). 


FOr  x=l  ist  z.  B. 


7)     log2^lpg4J,(l^J:ig^J+J-....). 

Für  a:= — 1  hat  log(l+a;)  keinen  endlichen  bestimmten  Werth 
mehr»  wesMI^  es  nicht  yerstattet  ist,  0:  =  «-*]  zu  setzen.  Man 
kauB  aacb'  Mcht  zeigen«  dass  die  Summe  der  fiethe 

5* 
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wekbe,  negativ  genominen,   fUr  x=:—\  aus  der  Reihe 

a:  —  5«'+ ja;"—  2a;*  +  gir» — .... 

berroTgebt,  unendlich  gross  ist,  d.  h.  eigentlich ,  das«  dteSommeB 
1. 

I+5  +  -3' 

U.      8.     W. 

über  alle  GrSDzen,  oder,  wie  man  geivSbnlicb  in  der  Kflrze  za 
sagen  pflegt,  in's  Unendliche  wachsen,  wenn  man  nur  eine  hin- 
reichende Anzahl  der  GrSssen 

,1111 

*•    2*    3*    4'    5 

Tom  Anfinge  an  zn  einander  addirt.    Setzen  wir  nimlich 


»»=1+2  + 3 +  4  +  5+- ••+§*' 


ist 


«=1+5 


+8+6+7+8 
11.   1^1.   1.1.   1.1 

+ö+ro+n+i2+i3+n+i5+i8 

tt.      8.      W. 

+  34-14.1  +  2*--i+2  +  2*-i+3  +—+2?' 
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al«o  oCeobar: 

,      12     4      8  2*-i 

weoa  nur  A>1  ist.    Folglich  ist,  wenn  nur  iE:>l  Ut,  offenbar 


oder 


k^-2 


«^^ 


it +  2 
und  da  dun      ^     Aber  aHe  Gränzeu  wächst»  weun  k  In's  Uuend- 

liche  wächst,  so  wächst  um  so  mehr  auch  ih  über  alle  Grätazen» 
wenn  k  io's  Dnendliche  wächst»  wodurch  offenbar  unsere  obige 
Behauptung  bewiesen  ist. 


5.  3. 

Fflr  jedes  Xy  dessen  absoluter  Werth  kleiner  als  die  Einheit 
ist»  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 

log(l  +  ar;  =  logc.(j:  —  2ar«+g^'—|a?* +  .•..), 

log(l—a:)=:r-logu.(a?+cja:»  +  3a;»  + ja:* +  ....); 

also  durch  Sabtraction: 

8)    logi3|=2loge.(a:+3a*+ga:»+5a:^+....) 

(-I<ar<+1). 
Setzt  man 

tt— 1 

tt  +  1 

so  ist  ßlr  jedes  Null  fibersteigeiide  u  offenbar  x  dem  absoluten 
Werthe  nach  kleiner  als  die  Einheit»  und  folglich»  weil  aus  vor- 
stellender  Gleichung  sich 


!  +  »_  *^«  +  l _(«+!) +  («-!) 
«T+l 


\-x-  ^     ti-I-(»H-l)--(»-l)- 


u 
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ergiebt,   nach  8) : 

(0<tt<oc). 

Mittelst  dieser  Reihe  iSssl  sich  der  Logarithmus  jeder  posi* 
tiveo  Zahl  berechnen,  wenn  man  löge  kennt. 

Setzt  man  aber  u=:B,  was  verstattet  ist,  so  erhdit  man  ans  9) : 

..,«=.....jl=>;i(l=i)-.KIfir+Kiä)'+-;l- 

also,  weil  iogB^i  ist: 

mittelst  weicher  Formel  man  löge  för  jede  Basis  B  berechnen  kann. 

Setzt  man  in  der  Formel  9)  ffir  das  Zeichen  log  das  Zeichen  I, 
so  erhält  man,  weil  le  =  l  ist,  da  e  die  Basis  der  durch  I  bezeich» 
neten  Logarithmen  dariiteHt,i  für  »  =  £: 

was,  mit  10)  vergtichen,  zu  der  Gleichung 
12)    löge. 15=1 


fährt. 

Die  Grosse 


loge=f^ 


nennt  man  den  Modulus  des  logarithmischen  Systems,  dessen 
Bafiris  B  ist,  und  bezeichnet  denselben  durch  ßf,  so  dass  also 

13)    ilf=loge  =  ji 

Ist ;  und  zur  Berechnung  des  Logarithmus  jeder  Null  übersteigen- 
den  positiven  ZaU  u  fiSr  die  Basis  B  hat  man  nach  10)  und  9) 
die  Formeln: 
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mm  den  ^otenMcAen  Reihen.  fl 

1 


14,  j      2J^^i+5(^}y+B(|:fT)+Kirri)  +  "'! 

(0^tt<ao). 

Man  kann  ^diese  Formeln  noch  aaf  eln^  ehfäs  andere  Art  dar- 
stellen. Setzt  man  nämlich  in  der  Gleichung  9)  ti*  für  ti,  so  er- 
hält man: 

15)  loR«  =  loge.  |^+ä(S^)+5(S^)  +7(^)+"l' 

(0<«<«>), 
also  (iSr  u  =  B: 

folgfich 

16)  logf  =^^1      wßa_iy      1 /ÄS-IV  .  1/B«-1V.     ' 

Daher  hat  man  zur  Berechnang  des  Logarithmus  jeder  Null 
fibersteigenden  positiren  Zahl  «  f&r  die  Basis  B  auch  die  folgen- 
den  Formeln: 

17)  r     bm-1  ■*"  3  vfi»+ V +5VÄ*+iy  "^^tVähi/ '•'•"; 

(0<«<06) 

oder  auch  die  eine  Formel: 

u*-l      1  /«f*-l\'  .  I  /'«!iii^'  j.  *  A*-i\^  . 
W)    logM-^äH]      1/ga— 1>^'  _  l/^-l>^»     1  /£«— IN'      ■' 

Ä«+ 1  +  3  1,BhT/  ^ 5 Vä«+  ly  +  7 vS^+T/  +•  • 

(0<«i<aD) 
oder  nach  dem  Obigen  buche 
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u-\    1  /«-jy    1  /M-iv  .  1  A-i Y  . 

(0<«<»). 

Der  Modulos    des    natflrlicheii' Logarithmen- S3r8tem8  ist  die 
Einheit,  wie  aus  13)  sogleich  folgt. 


VII. 

Ueber  die  Functionen  sin:v  und  co8:r. 

Man  setze 

und  lasse  x  in  x  +  Jx  übergehen,  so  wird 

Jy:=zflx+4fx) — /l[a')=8in(ar+zfa?)  — sinar, 
also  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Zerlegung: 

Jy  =  ia\niJxcoB(x+lJx), 
folglich 

LSsst  man  sich  nun  ^j;  der  Null  nähern,  so  nähert  eo8(a;-f  i^«) 
sich  der  Gränze  cosii:»  und  es  ist  also  offenbar 


oder 


Cm  aber 


^,     ^y  j,    sinj^a; 

Lim  ^  =  cos  a?  Lim    ,  .  —  > 


;      /'(a:)  =  co8a:Lim-Tj— • 


,  .     sm  \/^x 
Lim  — r^ — 
4^ar 


zn  finden  9  kann  man  auf  folgende  Art  schliessen. 
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ZavSrderst  flbersieht  mau  auf  der  Stelle,  dass  flir  der  Null 
sehr  nahe  kommende  Jx,  auf  die  es  hier  nur  ankommt»  das  Ver- 
bältniss 

sin  ^dx 

nngeSndert  bleibt,  Jx  mag  positiF  oder  aeg^tir  soiA,  wenn  es 
nur  seineo  absoluten  Werth  nicht  ändert.  Es  wird  also  hinreichen, 
/^x  im  Folgeoden  nur  als  positiv  zu  betrachten.  Weil  nuo  die 
gerade  Linie  zwischen  zwei  Punkten  die  kürzeste  ist,  so  ist 

Chordzfj7< /^o:, 
also 

2sioi^^:r  <^a:, 

folglicb 

Bezeichnen  wir  ferner  den  dem  Bogen  iJa  eptsprecbeodeii  Kreis« 
sector  durch  Sect^^o;,  so  ist  nach  einem  bekannten  georoe- 
trischeu  Satze,  weil  der  Halbmesser  des  Kreises  hier  immer  der 
Einheit  gleich  gesetzt  wird : 

8ectiJxz=ziA.lJar=l,^Jx. 

t 

Bezeichnen  wir  ferner  den  Inhalt  des  rechtwinkligen  Dreiecks» 
dessen  Grundlinie  und  Hohe  ianglJx  und  der  Kreishalbmesser 
sind,  durch  D,  so  ist  bekanntlich 

ZI  :=  4 . 1 .  tang  lJx7=:  \  tang  iJx, 

Weil  nun  aber  die  Tangente  immer  ausserhalb  des  Kreises  liegt, 
so  ist  offenbar 

£>>SectMar, 

also  nach  dem  Obigen  *    * 


folglich 

Aos 

folgt 

also 


tangi^:r>iiiar. 

smidx'^iJx,   tanglJx^^Jx 

sinj^j?       sinj^^g       sinj^a?        sin|^ar , 
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oder 

1>— Tj— >co«4^ar. 

Hieraus  siebt  ni&ti»   das» 

sin  \ädx 

zwischen  I  and  cosj^o?  liegt,  und  da  bekanntlich,  wenn  ^i/or  sich 
der  Noil  nähert,  co8|//a;  sich  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu 
jedem  beliebigen  Grade  der  Einheit  nähert,  so  mnss  sich,  wenn 
Jx  sich  der  Null  nähert,  das  zwischen  1  und  cosj^a;  liegende 

sin^zf^ 

um  so  mehr  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigem 
Grade  der  Einheit  als  seiner  Gränze  nähern.    Also  ist 

iJx 
und  folglich  nach  dem  Obigen; 

1)      f'{x)  =  COBX» 


§.2. 
Setzen  wir 

yz=f{x)^CMW   ' 

und  lassen  x  in  x-\-^x  übergehen,   so  erhalten  wir 

^y=^f{x\Ax) — /t:r)=co6(ar-f^a:)  —  cosor, 
also  nacl^  einer  bekannten  gooiometrischen  Zerlegung: 

^y =  —  2  sin  4<^a:  sin  (or -f  i^or) , 
folglich 

Nähert  sich  nun  Ax  der  Null»  so  nähert  sin (or  •>!- }^:r)  sich  offen- 
bar der  Gränze  sinjr,  und  es  ist  also 
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oder 

Nach  dem  vorhergebeoden  Pufagrapheti  ist  aber 

also 

2)    f(a:)=^siDa?.        , 


§.3. 

Setzen  wir  wieder 

y:=zf(x)^B\nx, 
80  ist  Dach  §•  1. 

f'(x)=z  eoax. 

Nun  ist  ferner  bekanntlich  (IL  §.  4.) 

^//  \      1  •    ^rW     T  .    4^osx 

also  Dach  §.  2. 

/^(j:)  = — sinj:. 
Eben  so  ist  (II.  §.  4.) 

^/  X     T-    ^Ti^)     T.    ^(— «inar)         ..    ^sfna? 
r(a:)=Lim-^-^=Lim— ^^— =  -Liin-^^  , 

also  Dach  §.  1.     ' 

/''*(ar)=:  — cosar. 
Ferner  ist  (IL  §.  4.) 

/^/^(a:)=L,ni  -^-  =  L,m— ^^ =_Lltn-^^; 

also  nach  §.2. 

/•'^(ar)  =  sinx. 

Wie  man  anf  diese  Art  welter  gehen  kann,  ist  klar.    Fdr 

y=:/(;r)  =  8lna; 
ist  folglich: 
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f  (x)  =  cosor» 
r'iai)  =  —  8103?, 
r"(a:)  =:-^coga?, 

f^X)=      BXUX, 

f^{x)  ==     cosor, 

U.      8.      W. 

folglich  allgemein: 

C  /'(««)(ar)=(— l)«8iDar, 
/•(«»H-i)(ar)  =  (—  1)»  C08  x. 


M 


S.4.- 
Setzen  wir  ferner 

y=:/\a:)  =  C08ar, 
80  ist  nach  §.  2. 

/''(a:)  =  — 8ina?. 

Nan  ist  ferner  bekanntlich  (11.  §.  4.  und  §.  2.) 

>.!»/  X      T.    4/*'(^)      f  s     ^(— sing?)  -.    /Isxfkx 

also  nach  §.  I. 

/'''(ar)=:  — coeor. 

Auf  Shnliohe  Art  ist  (IL  §.  4.) 

also  nach  §.  2. 

/'«'(ar)  =  sinjr. 
Femer  ist  (II.  §.  4.) 

/•iF(;r)=:Lim  -^-^  =  Lim  -^^ . 

also  nach  §.  I. 

fIV(x)^COBX. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  geben  kann,  ist  klar.    Fflr 
yz=:f(x)  =  coBX 
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ist  folglich: 

f'{x)  =r— smar, 

f^{x)  =     nXxix, 

/^(ar)  =  — sina:, 
u.     0.     w. 
folglich  allgemein: 

C  /^(««•+i)(a:)=:(— l)-+i8inar. 

§.5. 

Für 

y  =  /(j?)  =  sin  X 

ift  nun  bekanntlich  (III.  §.3.),   wenn  q  eine  positive,   die  Einheit 
Dicht  übersteigende  Grosse  bezeichnet: 

«•  n[^  /jf^%  twfH  \  1 

8iD*=A0)  +t/"('^+ 0^(0)+ ••+r:::;j/^">(0)+i::;:(;i;^ 

Also  ist  nach  §.  3. : 


X 


.2»-l 


sinx=/lO)  +  j-r(0)  +  O^"^^  +  •••  +  i.,r(an-^l)^^"'^^°) 

ond 

sin^  =  /l[0)  +  jAO)+^AO)+...+  i£^/^>(^^ 

Nach  ehiem  bekannten  Satze  (I.  §•  1.)  nähert   sich  ^ber   ijQx, 
jedes  X,   wenn  n  in's  Unendliche  wächst,   die  Grosse 

a?»        ■     ' 

bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Null.  Also  nähern  sich ,  weil 
&  «bsolaten  Werthe  von  8in(^)  und  cos(par)  nie  grSeser  als.  die 
Einheit  sind,  offenbar  auch 
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a^  j.an+1 

"j— ^ .  (-  l)»8in  (^),     J—^^fj .(-!)"  cos(par) 

(&r  jedes  :v  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Null»  weoD  n  in's 
Unendliche  wächst    Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

sln:r=/|;0)+fr(0)+^r(0)  +  i^r(0)+... 

(-Qo<ar<  +  Qo). 
Nun  ist  aber  nach  §.  3. 

/(0)=o,  r(0)=i.  r(0)=o,  r(»)=-J.  r'^(0)=o,  r(0)=i,....; 

also  ist 

•t'  a?*  Jf^ 

6)    8inar=a:-j^2T3  +  rr5"Tr?+- 

(— Qc<a;<  +  Qe). 

Für 

ist  bekanntlich  (III.  §.  3.)»  wenn  q  eine  positive«  die  Einheit  nicht 
abersteigende  Grosse  bezeichnet: 

Also  Ist  nach  §.  4. 

cos^=AO)  +  f  r(0)+y;^nO)+....+  1  J(2n-T)/'^'*^'^<'^> 


nnd 


cos:r= AO)  +f /'(O) +^r(0)  + ....+  i^S^*"^^^^ 

Auf  ganz  ähnliche  Art  wie  im  Torhergehenden  Pturagraphen  niliefii 
sich  auch  hier  für  jedes  or  die  Reste 
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der  Null  bis  zu  jedem  beliebigeo  Grade,  wenn  n  id's  Unendlicbe 
w&cbst.    Also  ist 

(— QD<a:<  +  QD). 
Nun  ist  aber  nach  §•  4. 

m==l,  /-(0)=0,  nO)=-l,  nO)=0,  /''^(0)=1,  r(0)=0,....; 
also  ist 

6)    C08x=l-y^  +  j35-j3g  +  1^8-... 
(—oe  <«<  +  «). 


VIII 
Ceber  die  FuDcttonen  Aresina;  und  Arctangj:. 

§.  L 

Mao  setze 

^  y  =/t^) = Arcsio  o:. 

DauD  M 

3f4'/fystt/(jr-f  ^d;)= Arcslii(jr-f  i#a:). 

Folglich  ist  umgekehrt: 

also 

^ar  =  sin  (y  +  ^y)  — siny , 
und  hieraus: 


oder 


/Ix  _  sin  (y  +  Jy)  ->  siny 
^y  ^y 

I  ^sin(y  +  /iy)~siny 
^  ^y 
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LSsst  man  nno  Jx  sieb  der  Null  nähern ,  so  nähert  natOrlich 
auch  ^y  sich  der  Null«  and  aus  der  vorstehenden  Gleichung  er- 
giebt  sich  folglich  für  der  Null  sich  nähernde  Jx  und  Jy  die 
Gleichung 

ax 
also,   weil  bekanntlich  (VD.  {.  I.) 


ist: 


folglich 


oder 


Jx      cos  y 


f'(x)  = — *• . 

'  ^  '       cos  (Aresin  0?) 


Nun  ist  aber  offenbar 

tco8(Arcsind:))':=  J  — a:*, 
also 

cos  (Are  sin  of)  =  ±  VI — x'^. 

Indem  man  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  nimmt,  jenacbdem 
Are  sind?  sieh  im  ersten  oder  vierten  oder  im  zweiten  oder  dritten 
Quadranten  endigt*     Folglieh  ist 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 

y = /(x)  =  Aresin  x 

eich  im  ersten  oder  vierten  oder  im  zweiten  oder  dritten  Quadran- 
ten endigt. 

§.2. 
Man  setze 

y  =: /(a:>  SS  Arctangor.  • 


Digitized  by  VjOOQIC 


von  den  Unendlichen  Reihen.  81 

Daov  tot 

^ -f  ^y = /(a:  4- ^^)  =  Arctaiig  (  j: -f  ^^)- 
Folglich  Ut  umgekehrt: 

ako  I 

^ar  =  tang  (y  +  ^)  -  taug  y , 
aod  bieraoa: 

^a?  _  tang  (y  +  ^y)  —  tangy 

oder 

1  _  taiig(y  +  ^y)— tapgy, 

Jx 
folglich,  w^no  sich  JXy  also  auch  Jy  der  Null  nähert : 
1       __  ^^^  tang  (y + ^y)  -  tapgy 
Llm^  ^y  • 

NuD  ist  aber 

tang{jr  +  4^f)  -t«ngy=  _^£^L_ , 

ftdglich 

einz/y 
'taiig(y+zfy)— tangy_  ^/y 

z/y  eo8ycos(yf^)' 

woraus  «ch  auf  der  Stelle 

Lim tan8(y-h^/y)-taiig.v_     "    ^y 
^^y  cosy* 

also»   weil  bekauntlich 

-  .    «in  Jy 
Lim  — r-^  =  1 

^y 

ist, 

^^,^tapg(y+^/y)-tapgy_     1 

/ly  cosy* 

ergiebt«    Daher  ist  nach  dem  Obigen: 
TheUlLXIIl.  • 
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oder 

Nun  ist  aber 
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1      _     1 

lAm—  =cosy*, 
/"'(o:)  =:  { cos  ( Arctang^r)  I*. 


{ cos  (Arctanga:)  P  =  yT^^  • 


also 

§.  3. 
Setzen  wir  wieder 

y  ==  fXx) = ArcfiiD  a: , 
so  dass  also  nach  §.  1. 

ist,  indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
Aresin  j;  sich  im  ersten  oder  vierten  oder  im  zweiten  oder  dritten 
Quadranten  endigt,  und  denlcen  uns»  dass»  indem  x  sich  von  0 
bis  X  stetig  verändert,  sieh  /'(a:)  =  Arcsinor  von  0  an  bis  zu  dem 
sich  immer  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigenden  absolut 
genommen  kleinsten  Werthe  von  Arcsino;  stetig  verändere,  so 
muss  man  für  alle  entsprechenden  Werthe  von  f'{x)  in  dem  obi- 
gen allgemeinen  Ausdrucke  von  f\x)  das  obere  Zeichen  nehmen, 
und  erhält  nun,  wenn  von  jetzt  an  Aresin or  den  Bogen,  dessen 
Sinus  die  Grösse  x  ist,  welcher  absolut  genommen  den  kleinsten 
Werth  hat,  bezeichnet,  nach  einem  bekannten  Satze  i(Hf.  $.  5.) 
auf  der  Stelle  die  folgende  Gleichung: 


=Lim.Jjl  + 


Aresin  x  —  Arcsin  0 = Aresin  x 
1  1 
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irobei  aogenommeD  wird»  dass  auf  der  rechten  Seite  dieser  Glei* 
cbung  die  positive  ganze  Zahl  n  in*s  Unendliche  wachse.  Weil 
nan  aber  x  als  ein  Sinus  seinem  absoluten  Werthe  nach  natürlich 
nie  grosser  als  die  Einheit  sein  kann,  so  sind  die  absoluten  Werthe 
der  Grossen 

If'    2f'3f.   4j („-l)f       - 

sSmmtllch  kleiner  als  die  Einheit,  und  nach  einem  früher  beivie- 
senen  Satze  (IV«  §.  3.)  ist  folglich : 

,      '        =ii-i.(?Yh 

='-(-l).-e)^(-0.KO*-(-0.K9*+- 

=-(-0.-©'K-a-ay-(-o.Kf)*+ 

=-(-s).K0^(-aKo*-(-aKf)**- 


u.    s.     w. 


=-(-0.  <"-«"©*+(-a<-."*e)* 

"(-0.'-«*(ä)*+ •• 


Also  ist  nach  dem  Obigen : 
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r 


I 


I 


er 


I     +       I       +       I 

b&i  ^^    fefr  »-rf   »Ol  »-rf    t!d>  »-rf 


bSi  w  fcOii—      böi  I—     ^'  ^ 
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Aresin  ;r 
/    1\     l«+2«-t-3«+....  +  (n-l)«_. 

^~\rv, ^ 

.  /    I\     l*+2*+3«  +  ....  +  (n-l)« 
/    1\     m-2«+3«+....  +  (n-l)«   3; 

+  1-2A' n^ n 


a*\ 


V      _ 


und  weil  nun  (I.  j.  2.  Zusatz.)»    wenn  n  in 's  Unendlicb«  wiebat, 
die  Grossen 

l»+2«+3'+....H-(n— 1)» 

;i«  ' 

1«  -t-2*+3*4....H-(n— 1)* 
-5  , 

lH2*  +  3«+....-Kit— 1)« 
«?  • 

18-h'i*+3»-t-....-Kn-l)« 
-5  , 

u.    «.    w. 
sieb  respective  den  Gränzen 

1111 

3'    5'    7'    §'••" 

aäbern,  -weil  ferner  ausserdem  bekanntiicb 

/     1\  1      /     1\       1.3      /     1\  _      1.3.5 

\rvi — 2'  \rv=^Ä'  v~V8~~o:6'" 

ist;  se  ist 

^      .  .  1  X»  .  1.3  «»  .  1.3.5   a?  . 

Arcsra*=j:+2- 3^  +^--5  +o:6'T  +' - 

(-l=j;=  +  l). 

wo  ArcsiD;r  den  absolut  genommen  klrnnsteD  Bogeo  beaeicbnet, 
dessen  Sinas  die  Grosse  x  ist. 
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Für  «=1  z.  B.  ist 

Arc8inl  =  ö)(>  , 

also 

also 

«r 

«  .o  .1  .  1   1  /IV  .  1-3  1  /IV.  1.3.5  1  /IV.      . 


od«r 


Für 
ist  nach  $.  3. 


y  =sf{x) = Aretao^a; 


A-)=rTp. 


Denken  wir  uns  nun  wieder,  dsuss»  indem  x  sich  vooO-biso;  Mte* 
tig  verändert,  sich  /][.r)=:Arctang:r  von  0  an  bis  zu  dem  absolut 
genommen  kleinsten  Werthe  von  Arctang^r  stetig  verändere,  so 
ist,  wenn  von  jetzt  an  Arctang^r  den  bogen,  dessen  Tangente 
die  Grosse  x  ist,  welcher  absolut  genommen  den  kleinsten  Werth 
batt  bezeichnet,  offenbar  nach  einem  bekannten  Satze  (III.  §.5.): 

Arctangj; —  ArctangO=  Arctango: 

1+P(0       l+2«g)  l  +  («-l)«(f) 

wobei  angenommen  wird,  dass  auf  der  rechten  Seite  dieser  Glei- 
chung n  io's  Unendliche  wachse.  Setzen  wir  nun  aller  x  seinem 
absoluten  Werthe  nach  nicht  grosser  als  die  Elinheit  voraus,  so 
sind  die  absoluten  Werthe  dar  Grossen 

J^    2f ,    3f ,    4f («-,1)^ 

n         n         n         tt  tt 
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sümmtUch  kleiner  als  die  Einheit,   und  es  ist  folglich  bekanntlkh 
(IV.  §.3-): 

_i_^„._,.-.,<ij+<.-.Kf)-<"-«<f)"+- 


Hin 

also  nach  dem  Obigen : 


Arctango; 
1 


=:Lini. 
ft 


oder 


+i-(«-i)«(0V(«-i)4g)-(«-i)«0yH 

Arctangj: 
n 
-(I«  +  2»  +  3«  +  ....+(n-l)«)^ 


=Lim.~ 


+  (l*  +  2*  +  3*  +  ....+(n-l)«)^ 


-(1«  +  2«  +  3«  +....+  (n  - 1)«)^* 
+  (l»+2«+3»+.-  +  («-wS 
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od«r 

Arctangd; 

l«  +  2«+3»+....-f  (n~-l)«    , 
.  1«  +  y  +  3« +  .... +(«-!)*  _,! 

.  l«+28  +  3«-t-....+  (w-l)» 


Liüsst  man  nun  in  dieser  Gleichung  n  in's  unendliche  wach- 
sen lind  geht  zu  den  Gränzen  über,  8q  erhält  man  auf  ganz  ahn 
liehe  Art  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen : 

'  1111 

Arctanga:=a?  — «a:*  +g^*—  7^^+  g^* — •••• 

(-l  =  a:=  +  l), 

wo  Arctang:r  den  ahsv^lut  genommen  kleinsten  Bogen  bezeichnet, 
dessen  Tangente  die  Grösse  x  ist. 

Für  j;  =  ],    welche  Annahme   obiger  Gleichung  zufolge  ver- 
stattet ist,  ist 


Arctangl  =  i?Ci 


also  nach  dem  Obigen : 


^         1       ^j.*      ^j-1 


IX. 

Eine  geometrische  Anwendung  der  im  Vorhergehenden 
bewiesenen  Sätze. 

§1. 

Cm   eine  geometrische  Anwendung   der   im   Vorhergehenden 
bewiesenen  Sätze  tu  zeigen,    wollen  wir  mittelst  derselben  die 
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GleicbuDgen  ^er  Lfoxodronie  auf  einer  Kugel  eBtvrfcbeln,  eine  Ent« 
wiekelong,  die  wir  glauben  als  eine  elementare  bezeichnen  zu 
können,  weil  wir  der  Meinung  sind,  dass  die  Metboden,  nach 
weichen  wir  die  in  Rede  stehenden  Sätze  im  Obigen'  bewiesen 
haben»  nicht  über  den  Kreis  des  sogenannten  Elementaren  hinaus- 
gehen. Weil  die  Theorie  der  Loxodrome'  für  die  praktische  Nau- 
tik von  so  ungemein  grosser  Bedeutung  ist,  indem  der  ganze  nicht 
astronomische  Theil  dieser  wichtigen  Wissenschaft  nnd  Kunst 
lediglich  auf  dieser  Theorie  beruht,  so  dürften  wir  uns  vielleicht 
nicht  täuschen y  wenn  wir  hoffen,  durch  die  folgenden,  nach  unse- 
rer Meinung  elementaren,  Entwickeinngen  höheren  nautischen  Lehr- 
anstalten  einen  Dienst  geleistet  zu  haben. 

Jede  auf  der  Oberfläche  der  Erde,  die  wir  hier  als  eine 
Kugelfläche  betrachten,  gezogene  Linie,  welche  alle  Meridiane 
unter  einem  und  demselben  Winkel  schneidet,  wird  eine  Loxo- 
drome  oder  Rhumblinie  genannt.  Jedoch  sind  dabei  noch 
die  folgenden  näheren  Bestimmungen  erforderlich. 

Wir  wollen  uns  im  Folgenden  immer  zwei  durch  ihre  Längen 
und  Breiten  bestimmte  Punkte  auf  der  Erdoberfläche  denken,  und 
diese  beiden  Punkte  durch  JM  und  M^ ,  ihre  Längen  und  Breiten 
beziehungsweise  durch  L,  B  und  Liy  Bi  bezeichnen.  Zugleich 
wollen  wir  annehmen,  wodurch  die  Allgemeinheit  der  Betrachtung 
nicht  beeinträchtigt  wird,  dass  der  Punkt  Mi  die  grössere  Länge 
habe,  und  dass  also  Li—L  eine  positive  Grösse  sei.  Dies  vor- 
ausgesetzt, wollen' wir  uns  nun  die  beiden  Punkte  Jtfund  Mi 
dorch  eine  Loxoi^rome  so  verbunden  denken,  dass  diese  Lozo* 
drome  und  die  Längendifferenz'  £| — L  auf  einer  und  derselbeil 
Seite  des  als  ein  Halbkreis  betrachteten  Meridians  des  Punktes 
M  liegen,  und  wollen  unter  dieser  Annahme  die  Länge  der  Lozo- 
drome  MMi  durch  s  bezeichnen.  Der  constante  Winkel  aber, 
unter  welchem  die  Lozodrome  gegen  alle  Meridiane  geneigt  ist, 
indem  wir  diese  Winkel  nie  grösser  als  180<^  und  von  den  betref- 
fenden Meridianen  aus  stets  nach  der  Seite  des  Punktes  Mj  und 
nach  Norden  hin  nehmen,  soll  durch  C bezeichnet  werden.  Nord-' 
liehe  Breiten  betrachten  wir  im  Folgenden  immer  als  positiv,  süd^ 
liehe  Breiten  als  negativ.  Fiir  alle  Winkel  denken  wir  uns  für's 
Erste  ihre  sie  messenden  Kreisbogen  in  einem  mit  der  Einheit 
als  Halbmesser  beschriebenen  Kreise  gesetzt,  und  der  Halbknes- 
ser  der  Erde  soll  durch  r  bezeichnet  werden. 


§.  2. 
Wir  wollen  uns  nun  ^ib  Rreitendifferenz  Bi  —  B,  die  sowohl 


Digitized  by  VjOOQIC 


90  Grüner t:  Eiemeniare  DarUeUung  der  UkrB 

positiv,  als  auch  negativ  sein  kanD,  in  n  gleiche  Theile  getbeilt 
denken,  wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  beaeichnet  und  jed^i^  die- 
ser gleichen  Tbeile  durch  i  bezeichnen,  so  dass  also 


ist  Durch  alle  auf  diese  Weise  erhaltenen  Theilpuokie,  insofern 
wir  uns  die  in  Rede  stehende  Construction  auf  der  Erdoberfläche 
wirklich  ausgeführt  denken,  legen  wir  Parallelkreise  des  Aequa- 
tors  und  durch  deren  Durchschnittspunkte  mit  der  Loxodrome  lauter 
Meridiane,  so  erhalten  wir  längs  der  Loxodrome  eine  Reihe  vou 
Dreiecken  wie  fyh  (m.  s.  Taf.  1.)  auf  der  Oberfläche  der  Erde,  in 
denen  die  Seiten  gh  nach  der  Construction  säinmtlich  einander 
gleich  sind,  nämlich  alle  gleich  dem  numerischen  oder  absoluten 
Werthe  der  Grosse 

B^—B 


Je  grosser  wir  nun  die  ganze  Zahl  n  annehmen,  mit  desto 
grosserer  Genauigkeit  können  wir  das  Dreieck  fgh  als  ein  bei  h 
rechtwinkliges  ebenes  Dreieck  betrachten,  mit  desto  gr5sserer 
Genauigkeit  haben  wir  also  in  demselben  die  Gleichungen: 

^=±/&.C08C, 

fh=i    /y/.sinC; 

indem  wir  in  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  das  obere  oder 
das  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem  C  ein  spitzer  oder  ein 
stumpfer  Winkel  ist.  Nun  erhellet  aber  leicht,  dass,  jenachdem 
C  ein  spitzer  oder  ein  stumpfer  Winkel  ist,   die  Grösse 

n 

positiv  oder  negativ  ist;  also  ist,  indem  wir  das  obere  oder  das 
untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem  der  Winkel  C  spitz  oder 
stumpf  ist: 

und  folglich .  nach  dem  Obigen  mit  Beziehung  der  oberen  und  un- 
teren Zeichen  auf  einander: 

dbw  =  ±/^cosC, 
also  allgemein: 

ris=/^.cosC. 
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Beseichnen  wir  jetzt  die  n  Tbeile  wie  /^»  aas  denen  nach  der 
CoDstruction  die  Loxodrome  s  besteht,   durch 

*i»    *a»    *8>    *4>  ••••  *"J 
so  haben  wir  die  folgenden  Gleichungen : 

vi  =  $1  cos  Cf 

ri=zs^coaC, 

U.      0.      w. 

rt  =  «fiCosC; 

welche  GleichuDgen  natflrlich.  nur  mit  desto  grosserer  Genauigkeit 
richtig  sind,  je  grösser  die  positive  ganze  Zahl  n   angeDommen    « 
wird.    Durch  Addition  dieser  Gleichungeo  ergiebt  sich  aber: 

r.ni  =  (*i  +  st +*, +  *4+. ...+*!,)  COS  C, 

oder,  mit  rulliger  Genauigkeit^  eigentlich  die  Gleichung,  welche 
man  erhält,  wenn  man  iiir  die  auf  den  beiden  Seiten  vorstehender 
Gleichung  befindlichen  GrSsseo  die  Gränzen  setzt,  denen  diesel* 
ben  sich  nähern,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst.  Nun  ist  aber 
nach  dem  Obigen 

und  offenbar 

also  mit  TuUiger  Genauigkeit: 

r(l^,  — Ä)=:*cosC, 


oder 


1)    Bi—B^-cosC- 


Bezeichnen  wir  die  Breite  des  Punktes  f  überhaupt  durch 
B-^ki,  wo  k  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so  ist,  wie  sogleich  er- 
hellen wird,  der  Halbmesser  des  Parallelkreises,  welchem  Jh  als 
Bogen  angehurt,  rcos(^-|-^%  und  folglich,  da  FH  der  dem  Bo* 
gen  fh  entsprechende,  d.  h.  denselben  Winkel  messende  Bogen 
des  Aequators  Ist; 

ßiFS  =  TCOB(B+U):T=coB(B+kl):l, 
woraos  sich 
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also,   weil  nach  dem  Obigen 

ist: 

fg .  sin  C 


FH  = 


'  cos  {B-\-ld) 
ergiebt    Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen  ferner: 

also 

rttangC 


FHz=z 


'  cos  (B-i-ki) 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  n  Theile  wie  FHy  aus  denen  die  Län- 
gendifferenz KKi  besteht  y   nach  der  Reihe  durch 

h*      '29      ^»      (4,....   In  9 

SO  ist: 


A 

ritanRC 

-     COSÄ    ' 

U 

ri  taog  C 

-cos(Ä  +  »)' 

k- 

rt  tang  C 

' 

co8(ß+2i)' 

n.    8.    w. 

In 

rttangC 
~co8(Ä+(n— 1)») 

» 

also. 

,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  addirt. 

weil  offenbar 

KKi  = 

:/,  +  /.  +  4+/4+.. 

.+4 

Ist, 

in  aller  Strenge; 

iLg, 

._-^.:      ..)     1      . 

1      .       1 

>       ( 

oder 
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=r  tangC  Lim .  t  { 8ec»+8ec(i?+i)+»ec(i?+2i)+...  +sec(J5+(n  - 1  )i) ), 

unter  der  Voraas8etzungy  dass  n  in'8  Unendliche  wächst,  also 
t  sich  immer  mehr  and  mehr  and  bis  za  jedem  beliebigen  Grade 
der  Null  nähert    Weil  aber 

KK^=t{L,^L) 

ist,  so  ist  fflr  ein  in*s  unendliche  wachsendes  n,  also  filr  ein 
sich  der  Null  immer  mehr  and  mehr  and  bis  za  jedem  beliebi- 
gen Grade  näherndes  t: 

2)    1^-L 
= tangCLim  .t'i  t(ec^-|-sec(B-|-0-l-sec(J9-|-204-....-|-  sec(J9-|-(ii— l)r)  i. 


§.  3. 

Man  setze 

jetzt 

and 

so  dass  also 

y 

u 

=log(l±sin:r) 
=  sinar,  , 

y  =  /(a:)  =  log(l±ii) 

ist    NoD  ist»   wenn  x  in  x  +  Jx  übergebt: 

^tt = ^  ein  o;  =  sin  (jT  4- ^^) -- sin  o; 
nnd 

f(x+Jx)  =  loga±(u  +  Ju)), 
also 

nx+^x)'-f{^)=iog(i±iu^ju))^ioga±u), 

folglich 

n^  +  Ja!)'-f(x)_l0g(l±(u  +  Ju))^l0g(l±u) 

^x  Jx 

oder 

^x  ^u  *  dx* 

also  nach  dem  Obigen: 

/rj:  +  ^jr)^/(a:)_log(lJ:(tt-f^tt))— log(l±tf)yglnar 
Ax  du  '    dx 
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oder 

^if{x)       ^log(li:tt)^sing: 
^x  Ju         *    Ax 

Uieravs  ergiebt  sich  unter  der  Vorausaetzung,  dass  sieb  ^x»  aUo 
auch  duy  der  Nall  nähert : 

iJ^  ^u  //o: 


Bekanntlich  (VII.  $.  L)  ist  aber 
und  (VI.  §.  1.): 


,  .     ^sinj? 
Lim — -2 —  =  cos;r, 
/jx 


i.^^'og(ldb^)        ,    logg_  .      löge 

*^'" — ^ — -±r±^-±rTirn^- 

Also  ist 
oder 

Folglich  (HL  $.  5.)  ist^   wenn  wir  wieder 

«=— * 

n 

setzen,  ffir  ein  in*s  Unendliche  wachsendes  positives  ganzes  n: 

log(l  +sin  J?4)— logd  +  sinB) 

,         w.      .jcosi?     ,    cos(B-ht)     .        .    cos(Ä+(n— 1)0  / 
=  loge.L,m,>}|q^i;^  +  ^^^.^^^^.^  +  ,.,.  +  ^^^.^^^^^^    ^^^^ 

und 

log(l— sinJ»i)  -  log(l  -sin  JB) 
-     U^,  |;„  .1    ^^«-g    ,    cos(g+>)  cos(l?-f(n--l)t)  > 

Zieht  man  nun  die  zweite  dieser  beiden  Gletcbangeii  toh  der 
ersten  ab,  und  bemerkt,  dass  überhaupt 

cosp  coso    2co8p    2eo8« 2 

1  -f  sin  o  "*"  1  — sino  "^  1  —  sin t>^  ""  cos  ü*      cos  v 

ist,  so  ei&ält  man: 
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,      l  +  8ini%      ,      1-fsiniB 

also 

Lim.t  t8ec£+sec(i?  +  t)  +  8ec(B+2i)+  .,..  +8Cc(J?+(ii^l)i)j 

=2b^  r^8  i::::^iiÄi  ~ '^^  r:rsii^ 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleich.  2),  so  erfaSit  man : 
_        -.         1_|,     1  + sin  .gl      ,     1  +  sinB»  _ 

und  folglich,  weil  nach  bekannten  gonionietriffchen  Formeln 
}±^=ta„g(45o  +  iB)., 
^^±^=tang(45o  +  iir.)> 

ist»  wobei  man  zo  beachten  hat»  daas,  weil^^l^  und  ^^i,  abaolot 
genommen,  nie  grOsaer  als  45<'»  folgtich  45<^+i0  und  45<>-f  (J^^ 
8tet8  positiv  nnd  nicht  gr Asser  als  dO^  sind,  tang(4Ö<'  +  i0)  und 
tang(45^  +  ii3i)  immer  positiT  sind: 

«V     »        ,  1    .      4tanfir(45o  +  4ß.)  j 

3)    ^-■^-i^.'^g^ang.(450  +  ;^)^'*"°g^' 
Daher  haben  wir  jetzt  nach  I)  und  3)  die  beiden  folgenden  Gleich. : 

fit— J?=-C08C. 


5.4. 

Sollen  £|  — L  und  BfB  in  Minuten  ausgedrückt  sein,   so 
muss  man  die  Grössen  auf  den  rechten  Seiten  der  beiden  tilei» 

ehaDgen  4)  mit muhiplicken,  wodurch  man  erhalt: 

10800        .tans(450  + Jg.). 

^-^= ;n^ '"» ltai«(4önig)  * '  **"8^' 

^^    %      _     10800  .        -. 
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oder: 

/   ,        j      10800,      .taiig(4öM-4ßi)3   ,       ,. 

ijBi-Ä= cosC 


V  10800 

In  der  Naiitik,  wo  die  Loxodronie  oder  Rharoblinie  die  wich- 
tigste Anwendung  findet»  Terstebt  man  unter  einer  Seemeile  den 
608ten  Their  eines  Grades  des  Erdäquators.  Also  ist  nach  diesem 
Begriffe 

T7t m      2rn 

10800  ~"  180.60 —360.60 

die  Länge  einer  Seemeile,   und 

s 

r%  * 

vom 

ist  daher  die  in  Seemeilen  ausgedruckte  Länge  der  Loxodrome. 
Denken  wir  uns  daher  die  Länge  9  der  Loxodrome  selbst  immer 
schon  in  Seemeilen  ausgedrOckt»  so  kdnneo  wir  in  der  zweiten 
der  beiden  Gleichungen  6)  ffir  vorstehenden  Bruch  bloss  i  schrei- 
ben, wodurch  die  beiden  in  Rede  stehenden  Gleichungen  die  foi* 
gende  einfachere  Gestalt  annehmen: 


-  ^=;n^g"i'"s  CDg(45o+iÄH  '^^"^  ^\ 


7)    ^  »logc 


>C. 
Bekanntlich  ist 

e  =  2,7182818 
al€M> 

löge =0.4342945 
and  folglich 

log  (löge)  =  0,6377843-1. 

Weil  non  bekanntlich 

log  9r= 0,4971499 

ist,  «o  findet  man  leicht: 

10800      -„,^„ 
;;^g-  =  7915.70; 
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A-i  =  7915.70.log  jg-^±^)^t«gC. 
Bi  —  B^izscoaC; 


oder 


(  f=(Bi-.J?)secC. 

In  diesen  Formeln  sind  die  Lfingen  und  Breiten  in  Minnite 
und  die  Läbge  der  Loxodrome  ist  io  Seemeilen  ausgedrfickt 

§.5. 
Setzen  wir  in  der  bekannten  (VI.  §.3.)  Formel 

die  GrSsse 

tang(45Hi^ 
'•-tang(4öo+ijB)* 

80  ist,  wie  man  leicht  findet: 

tt— 1  _  stny(Bi—ß) 
u+l""coat(Ä,+jB)' 

also 

"'*<taDg(45<»+'iÄ)» 

folglich  nach  8): 

=,.7»«.™...,..  t^7^+.  [^i«|rg]-+..  iu.gt. 

Nach  dem  Torhergeliendeti  Pttvagrapken  ist  aber 

7916,70=^?^, 

erlöge  . .  i<  .  •    . 

TkeilXXni.  7 
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also 

2.79I5,70.loge=:  ——=6875,4 

and  folglich: 

llh     I       T  -flffWl  f'''"^^^'~^>  I  .pin|(gt-g)-|'      . 

10)    A-I'=6875.4  ?co«i(A+A)+'Lcogi(g,+Ä)J  +-I«"SC- 

Sind  die  Breiten  Jff  und  ß^  sehr  wenig  von  .einander  verschie- 
den, so  kann  man  näherungsw^ise  setzen:  \ 

II)    I,-I,  =  687M.?äl^^JungC 

12)  tangC_eg7gj.-.^,(^^_^. 
NSherungswelse  ist  aber  aacb  (VII.  §.  ß.) : 

sinKifi-^=     3437,7     =^^M' 

13)  taDgC  =  J^  cos  1(^1  +Ä). 

Für  wenig  von  einander  verschiedene  Breiten   hat  n\an  aüso 
die  heiden  folgenden  Formeln: 

14)    j  *^»8C=^E;gcosl(Ä.  +  Ä). 
'  i  =  (Bi-.ff)secO, 
von  denen  jedoch  die  erste  nur  eine  Näherungsformel  ist. 

§.6. 
Die  NkberengBronnel 

tang  C=  ^^^cos  \(B^ + B) 

\9\  aufii  der  .ForoMt 

i.Kor     ^""^   cosUgi-fl?) 

die  anch  nur  «ine  Näherungsfiocmel  ist,  abgeleitet  worden,   indem 
man  näherungsweise 
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12.  ••-  H 

setzte ;  Doch  ein  Glied  weiter  gehend ,  würde  man  riach  VII.  $.  5. 
mit  grosserer  Genauigkeit 

siD  Hßi  -Ä)  =  -^j  -  J  (-6^1) 
gesetzt  haben,  so'dass  man  also 

1  /B,-By 

6^6876,4  J 

Ternachlimigt  hat.    Mnitiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs 
anf  der  rechten  Seite  de«  GIdchbeitsaeichens  in  der  Gleichung 

"°«  ^  -  eSPSA  '  sin  UBj  -~Ä) 
mit  Btni(ßi — B),  so  erhSit  man: 

*^"S  S"  68754  •  «in  4(Äk  -  Ä)* 

und  weil  nun  nach  dem  Obigen  bis  auf  die  zwei  ersten  Glieder 

.inKB,_i^.=(^y-j(^=D' 

ist,  so  vernachlässigt  man»  wenn  man 


setzt,  bloss 


WBj^zHX 

3  V  6875,4/  ' 


nach  dem  Obigen  also  im  Allgemeinen  allerdings  etwas  weniger, 
als  vrenn  man 

wtzt.    Daher  ist  in  der  That  die  Foraid 


V  6875,4  / 


■inHeh  die  Formel 
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eh^as  genauer  als  die  Formel 

,aber  freilich  auch  bei  Weitem  nicht  so  einlach  wie  diese  letz- 
tere. Ich  erwähne  dies  hier  nur^  weil  man  die  Formel  15)  in 
verschiedenen  nautischen  Lehrbuchern  flndet.  Ich  würde,  wenn 
man  grossere  Genauigkeit  als  die»  welche  die  vorstehende  sehr 
einfache  Formel  gewährt »  lu  erreichen  beabsichtigt»  immer  der 
von  mir  oben  entwickelten  Formel 

den  VoTEUg  einzuräumen  geneigt  sein. 


D. 

Anwendungen  des  Hörn  er 'sehen  und  Bad  an 'sehen 

Sabstitations-YerflEdirens  auf  die  Theorie  des  Gröbsten 

and.  Kleinsten. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

Attitt.  nnd  PriTatdoc  der  Mathematik  amk.  k.  pol  jtechn.  loetitute  lu  Wieo. 


Wenn  in  einem  Pol3rnoaie 
die  Sabstitation  ^ 

Cf]  Ott  Q*  Oa 

(2)  *=«o+io+igö+igöö"*'iöööö+'— 
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vollzogen  tverden  soll,  so  kann  diess»  nach  eioem  von  Horner 
und  Budnn  herrährenden  bekannten  Verfahren^  höclMt  einfach 
bevrerks teiligt  werden.  Man  bilde  sich  nämlich  zuerst  eine  Glei- 
chung» deren  Warsein  nm  a^  kleiner  shid,  als  die  Wurzeln  der 
Gleichung- 9)(x)=0;  sei  diese 

(3)  tK*+öo)=^+Äi^"-*+^2^''*+- .+Ä«-iar+Äi=0, 

60  ist  Bn  das  Resultat  der  Substitution  von  ;r=:ao  in  (1).  Her- 
nach bilde  man  sich  eine  Gleichung,  deren  W^urzeln  um  jg  kleiner 
sind,   als  die  Wurzefn  der  Gleichung  (3);    sei  diese 

(4)  q>{x^ao^^^=x^^(\x^-^^C^-'^A^....A^Cn^xX^Cn=^ii, 

80  ist  Cn  das  Resultat  der  Substitution   von  o:  =  Ho  +  iQ  >°  0)* 

Alsdann  bilde  man  sich  eine  Glenchung,  deren  Wurzeln  um  mi 
kleiner  sind,  als  die  Wurzeln  der  Gleichung  (4);   sei  diese 

(5)  9(^+ao+  ^  +  |^)==a:«+A^~H/>2^'^H.  .+/>«-i^+A= 

80  ist  Z>«  das  Resultat  der  Substitution  von  ^=^+f^'t'fifl  i° 
(1)  u.  s.  f.  u.  s.  f.  —  Es  ist  ferner  bekannt,  dass  Bn-^xt  Ci^» 
Da-i,.-    die  Substitutioosresultate  sind  von  xssoo,  x=^ao't--A» 

Sabstitntionsresultate  von  denselben  Werthen  in  ^7ir^  u.  s.  f.    Ea 


kann  nun  sein,    dass  die  Zahl 


~§r 


a:— 00  +  10  +  100+1000  +  10000+ 

Dicht  gegeben,  sondern  dass  sie  nach  gewissen  Bedingungen  zu 
bestimmen  sei,  etwa  so,  dass  die  letzten  Glieder  der  Gleichungen 

(3),  (4),  (5), nämlich  Bn,    Cn,   i>n,....,  sich  fort  und  fort  der 

Null  nähern;  oder  dass  die  vorletzten  Glieder  oder  die  vorvorlet]^ 
ten  Glieder  derselben  Gleichungen  sich  fort  und  fort  der  Null 
oähern,  u.  s.  f. 

Was  die  Erfüllung  der  ersten  Bedingung  anbelangt,   nämlich 
die  Zahlen  a^,  a^  a^,  a^,  a«....  so  zu  bestimmen,  dass  die  letz- 
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ten  Glieder  der  Gleichungen  (3),  (4)»  (5),....,  nfimlich  £«»  Gi*  Ai« — « 
sich  fort  und  Ibrt  der  Mull  nähern»  so  kann  sie  als  eine  voRstän* 
dfg  erledigte  angesehen  werden;  denn  es  wird  hier  eigentlich 
jener  Werth  von  a:  verlangt,  der  die  Gleichang  9(ar)sO  identifi* 
cirt.  Nach  der  von  mir  vervollkomnineteD  Hörn  er*  sehen  Methode 
findet  man  sämmtliche  Wurzeln  dieser  Gleichung,  die  reellen  so- 
wohl als  die  imaginiren,  mit  jedem  beHebigeo  Grade  der  Ge- 
nauigkeit. 

Werden  die  Zahlen  Oo>  ^\9  ^2»  ^3»  04»— •  so  verlangt,  auf 
dass  die  vorletzten  Glieder  jffn-i,  Cn-i»  Z>fi^i  .•..  sieh  fort  und 
fort  der  Null  nähern,  so  ist  diese  Aufgabe  eben  so  einfach  su 
lösen,  als  die  frühere;  der  gefundene  Werth  von  x  ist  dann  eine 
Wurzel  der  Gleichung  9'(:r)  =  0,  und  die  Grenze,  der  sich  die 
letzten  Glieder  Bn,  Cn,  />»...•  fort  und  fort  nähern,  ist  das  Sub- 
stitutionsresultat des  gefundenen  x  in  (p(x). 

Man  gelangt  zu  solchen  Fragen  bei  der  Bestimmung  der  Coor- 
dinaten  eines  höchsten  oder  tiefsten  Punktes  einer  Curve,  deren 
Gleichung  y^=(p{x)  ist,  und  um  sie  zu  lösen,  wird  mau  daher  fol* 
genden  Weg  betreten  können: 

Man  bestimme  sich  vorerst  die  zwei  ersten  Ziffern ,  etwa  Oo-|-|k> 
einer  Wurzel  der  Gleichung  ^'(a;) =0;  bilde  sich  dann  eine  Gleichung 

ar»  +  C,a:«-i  +  ^2^:«-«+ ....  +  Cn-io:  +  C  =  0, 

deren  Worzeln  um  «'o'f  lg  kleiner  sind,  als  die  Wurzeln  der  Glei< 

chnng  q)(x)t=:0,  dividire  in  der  so  herauskommenden  Gleichung 
das  vorletzte  Glied  durch  das  vorvorletzte,  der  halbe  mit  geän- 
derten Zeichen  genommene  Quotient  gibt,  wie  aus  einer  klaren 
Einsicht  des  Hör  ner' sehen    und    Bud  an 'sehen   Verfahrens  von 

selbst  hervorgeht,  nahe  j^;    nun   vermindere  man   um  diess   die 

Wurzeln  der  letztgebildeten  Gleichung,  und  erhält  map 

o:«  +  D,  j;«^i  +  />2.T»-*+ ....  +  Dn-io:  +  D„  =  0, 

so  dividire  man  wieder  das  vorletzte  Glied  dieser  Gleichung  durch 
das  vorvorletzte;   der  halbe  mit  geänderten  Zeichen  genommene 

Quotient  giebt  nahe  fQAn;   und  föhrt  man  so  fort,   so  erhält  man 

^-ffo  +  10+100  + 1000  + 10000  ^  ••  • 
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ab  die  gesuehte  Abscisse  uod  das. Sobstitutionsr^iiltat  dieses  Wer- 
tbes  als  die  gesuchte  Ordioate  eines  böcbsten  oder  tiefsten  Punktesl 
Wir  wollen  durdi  ^lA  {iMsendes  Beispiel  das  biev  gielfbrte 
Verfahren  beleuchten.  Man  suche  die  Coordinaten  der  höchsten 
oder  tiebten  Punkte  der  Gerve,   deren  Gleichung  folgende  ist: 

«  =  a;*  -  24:r» +4a:«— 28a: + 4. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lusen  hat  man  oifenbar  zuerst  die  GhmkuMg 

aufzalosen^  dann  das  Substitutionsresultat  des  hieraus  folg^oden 
Werthes  von  4:  zu  bestimmen.  Letztere  Gleichung  lässt  sich  auch 
so  schreiben: 

(6)  ar»-~J&r*+2x^7=0. 

und  bat  eine  Wurzel  zwischen  17  und  18.  Termindert  niän  daher 
die  Wurzeln  der  Gleichung 

a:*— 24ar»  +  4a:»— 2&r+4=0 

um  17,  so  hat  man  nach  Horner's  und  fiudan's  Terrähreil: 

1  —24  4             —28                4 

1  -  7  -115         -1983         -3Jf707* 

1  10  56         -1048* 

:     1  27  514* 

I  44* 

—33707  M  das  Substitutionsresultat  von  :r=sl7  in  ^^  Uai  nun 
die  nSebste  Ziffer  der  Wurael  der  Gleicbueg  (d)  zu  erbalten»  di- 
▼idire  man  1048  durch  514,  der  halbe  Quotient  gibt  nahe  die  Zehn- 
tel; hier  ist  der  halbe  Quotient  grOsser  als  1;  da  aber  die  Curve 

y  =  a:^+Ux^  +614a;«—  1048a: —33707 

einen  tiefsten  Punkt  hat»  dessen  Abscisse  zwischen  0  und  1  liegt» 
so  vermindere  man  die  Wurzeln  der  Gleichung 

a^  +  44a:»  +  ^Ux^-^  1048a:  -  33707  =  0 

um  0*9,  und  hat  so: 

1  44  514  —1048  -33707 

1  44-9  5d4-4i         —549031         -34201-1279* 

1  ,45-8  595-63         ^  12964* 

1  46-7  637-66* 

1  47-6* 
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Für  a:=  17-9  ist  daher  yi=- 342011279  und  ^=:y'=— 12-964. 

Die  Dftehste  Ziffer  ergibt  sich  aae  dem  Bruche 

1    12  964     ^^, 
2-637^=^^^^- 

und  ist  somit  0*01;    vermindert  man  um  diesd  die  Wurzeln  der 
Gleichong 

a?*+47-&c»+637-66Ä«— 12'964a:-342011279 =0, 

so  hat  man: 


1 

47-6 

637-66 

— J2-964 

-34201-1279 

1 

47-61 

638-1361 

—  6-582639 

-3420119372639* 

I 

47-62 

638^12» 

-  0'198Ö16* 

I 

47« 

6390886* 

1 

4764* 

Ffir  «=17-91  ist  daher  ^=—3420119372639  und  y=— 0-196516. 
Pie.nAcbute  Zifkr  ergibt  sich  aus 
1  0196616 


2 '639-0886 
und  ist  0-0001. 


=  00001. 


Führt  man  jetzt  die  Rechnung  ahgekArzt  weiter,  so  hat  man: 

1  47-64  639-0886  —0-196516  —34201-19372639- 
1  47-S4  639-09a4  — 0-I326or  ^34»)1-19373965:* 
1      4r-(i        «39-098*     —006869*  (») 

Die  nächste  Ziffer  ist 

I   »:068e9_^^^ 
5  ■  639-098  ~"^***^*" 

I        47       630O9       —006869  -3420M  9373965      . 

— 0-036T4  — 3420M9374149» 
-00047» 
Die  nächste  Ziffer  ist 

1  q:0047_    ^^  ' 

2 '63909""^^^^"" 


(^)  Die  Ziffern ,  welche  im  Maootcripte  dieses  Aufsatzes  durchstrichen 
geschrieben  waren,  sind  in  Ermangelung  solcher  Ziffern  in  der  Druckerei 
mit  kleiner  Schrift  gedruckt  worden.  G. 
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Man  hat  «omit  filr  die  Coordinaten  des  tiefsten  PunjUes ,    .  . 

x=r  17-910153....    y=-.3420MflBM....  ! 

ich  sage  des  tiefsten  Punktes,  iveil  der  zweite  Differentialquot|ent 
gleich  der  Hälfte  ist  von  dem  vorvorletzleo  Gliede,  und  dieses 
stets  positiv  erschien.  ^ 

Anfganzfifanliche  Weise  lAsstsich  auch  hestimmen  jener  Werth 
von  X,  welcher  (p^(x):::zO  macht,  und  das  Resultat  der  Sabitittition 
dieses  Werthe9.i|m9(r);  wir  wollen  auch  noch  bieriiber  ein.  Bei*' 
spiel  geben. 

Man  suche  die  Coordinaten  der  Wendepunkte  der  Curve 

Für  einen  Wendepunkt  muss  bekanntlich  y"=ß  sein,  d.  h'.  es  muss  sein : 

ii:a_36:c  +  2=0,  -  \ 

und  diese  Gleiehung  hat  eine  Wurzel  zwischen  Jl  und  12.  Ver- 
mindert man  die  \yurzeln  der  Gleichung  q>(x)  ==0  um  ]  1,  so  bat  man : 


L. 

-24  • 

4 

-28 

4 

1 

-13 

-139 

—1537 

—17123* 

1 

—  2 

—161 

-3328* 

1 

» 

—  68* 

1  . 

20* 

; 

r 

Die   nächste  Ziffer   ist  nähe   gleich  dem  dritten  Thelledes 
Quotienten  vom  vorletzten  Gliede  dividtrt  durch  dari  vofvorletste 

1    62 
mit  geänderten  Zeichen,    mithin  in  diesem  Falle  o*^;  daaberdie 

nächste  Ziffer  nur  Zehntel  sein  kann,  so  vermindere  man  die  Wur- 
zeln der  Gleichung 

a:*  +  20^» -6ar«-332&r- 17123«  0 

um  0*9,  und  hat  so: 


20 

-62 

-3328 

-17123 

209    ' 

-4319 

-3366-871 

—20153: 

21-8 

-23-67 

—3888-084* 

22-7 

—  314* 

236* 

• 

Die' nächste  Ziffer  ergibt  sich  au§  ä'^B^^^'^"*'   ^°^   '^^ 
0^;  vermindert  man  nun  um  0*04  die  Wurzeln  der  Gleichunj|| 
:r*+23-&r»-314a:«-3388^08to-2Q153i839^0.   . 
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»o  bat  mali: 

1  23-6  —314         — 3388-084  -201831839 

1  23-64  -2-1944      -3388171776      -a0288-71077104» 

I  23-68  -1-2472      -3388-221664» 

1  23-72  —02984» 

1  23-76» 

I  0^2984 
Ferner  ist  fflr  die  nSchste  Ziffer  ^ . -^^  =  0-004...«;  vetnua- 

dbrt  man  da^er  tim  0-004  die  Wurzeln  der  Gieidiang 

a:«+23-76x»-0-2984a:«— 3388  221664»— 2(^288-71077104 =0, 

so  hat  man,  wenn  man  die  Rechnung  abgekGrzt  welter  fahrf: 

1  2.1-76  —0  2984      —3388-221664      -20-288-71077104 

1  23-7«4  -0-2034      -3388-222478      — 20302-26366095» 

1  23-7«»  -01084      — 3388-222912* 

1  23-7ri  —  0-0133» 

'1  23-776» 

Für  die  Dächstkommende  Ziffer  bat  man  3  *  23-776  ^^P'OOO^"*' » 
es  sind  folglich  nahezu 

a;r=:ll*944J....    y^-- 20302.... 

die  Coordinaten  eines  Wendepunktes  der  vorgelegten  Cnrve.  — 
Dato  die  ganze  Operation  eben  so  vor  sich  gebt,  wenn  x  imagi- 
när ist,  versteht  sich  von  selbst. ... 

Ich  v^ill  nun  noch  zeigen»  wie  man  auf  eben  so  ein  fache  Weise 
die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  einer  Fläche  oder  überhaupt  die 
Ponkte,  an  die  sich  horizontale  Berührungsebenen  fuhren  lassen, 
finden  kann ,  wenn  nur  die  Coordinaten  w  und  y  eines  solchen  Punk- 
tes nahezu  bekannt  sind. 

Wären  ^=cy,  y  =  |?  nahezu  die  Coordinaten  ein^s  solchen  Punk- 
tes der  Fläche  2  =  9?{.T,y)  (unter  g?(.r,  y)  eine  ganze  algebraische 
Function  von  x  und  y  verstanden),  so  bilde  man  eine  Gleichung, 
deren  Wurzeln  x  und  y  um  a  und  ß  kleiner  sind,  ais  die  Wur- 
zeln der  Gleichung  <)o(a:,  y)=0;    erhält  man  auf  diese  Weise 

x=(p(x+a,  y+ß)=^(x, y)  +  i4j;«+jBa7y  +  Cy^+D^Uy-hF, 

wo  t(;(a:,y)  eine  solehe  Function  von  orund  y  vorstellt,  deren  ein- 
zelne Glieder  von  höherem  als  dem  Zweiten  Gfräde* sind,  und'  U'o  A, 

B,  C,  D,  E,  F  constante  Zahlen  bedeuten,  so  muss  ^^^^gL 
nahezu  gleich  Null  teein.    Nun  ist  *  .         J     ^ 
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Die  beiden  Glieder  ^^Ü^l^  and  ^^'Jl   sind    icleine  GrosHen, 
dx  dy 

höherer  als  erster  Ordnung,  lassen  sich  also  Rlr  einen  Augenblick 
▼emachlässlgen ;  man  hat  daher  zur  Bestimmung  der  zu.  a  und  ß 
hinzuzusetzenden  "Werthe  von  x  und  y  die  beiden  Gleichqoge.p 
ersten  Grades: 

2Ax+Bff+ß=:0. 
Bar  +  2Cy+£=0, 
woraus 
^  ICD -iE  2AE-BD 

^  '=B^-iAC'   ^-'S^^^ilC 

folgt.  —  Um  daher  die  höchsten  oder  tiefsten  Punkte  einer  Fläche 
x^=ifff{sK9^)  z«  koslimoieift»  ver£e4ira  m^n  auf  folgende  Weise :   Man 

suche  die  zwei  ersten  Ziffern  der  WarzeTn  der  Gleichungen  j^-=Q, 
3-  =  0;   wären  diese 

so  bilde  man  sich  dann  eine  Gleichang^  deren  Unbekimite  x  -usd 
y  um  diese  Werthe  kleiner  sind,  als  die  Unbekannten  der  Gleichung 
q^x,  y)  •=-  0,  indem  man  nämlich  daselbst  statt  x  und  y  respective 

•ar+ao+TÄ»    y  +  ^ü  +  jJj  setzt;    wäre  diese  Gleichung 

so  ist  F  das  Resultat  der  Substitution  der  getiatinten  Werthe  von 
X  und  y  In  x.  «  Vernachlässigt  man  jetzt  für  einen  Augenblick 
i^jPy  y)»   un<i  wählt  X  und  ^/  so,  dass 

ein  Maximum  oder  Minimum  wird;  mit  andern  Worten,  wählt  man 
X  und  y  so,  wie  die  Gleichungen  (7)  sie  geben,  so  erhält  man  (är 

^ft  An 

^  nahe  iqq,  f ^r  ^  nahe  yäq;  um,  diese  Werthe  vermindere  man 
nun  die  Unbekannten  x  waAy  der  Gleichung  (8),  und  erhält  man  so 
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8o  sind  wieder  diQ  Werthe  x  und  y^  welche 

Jiar«  +  B^xy  +  C^y^^-D^x^  E^y  +  Fy 

SU  eioem  Maximum  oder  Minimum  machen,  nahezu  tt^  and  y^j^» 
und  Fl  das  Substitutionsresuitat  von 

^-«0+10+100»  y-'^o+iö+ioo 

in  2;  und  föhrt  man  auf  diese  Weise  fort,  so  erhält  man  successive 
die  einzelnen  Ziffern  der  Wurzeln  der  Gleichungen 

und  das  Substitutionsresultat  dieser  Wurzeln  in  i. 

Ajich  hier  diene  ein  Beispiel  zum  bessern  Verständniss.  —  Man 
suche  jene  Punkte  der  Flache 

z=;=a:»— 6a:*  +  4a?y— y»+5ar— 7y  +  12,    ' 

an  die'  horizontale  Beriihrungsebenen  gezogen  werdeai  kOfiDen» 
Für  solche  Punkte  muss  sein: 

dz 


dy 


=4ar-3y«-7=t). 


Uiesen  beiden  Gleichungen  genügen    • 

a:  =  21....,    y=0*6.... 

Bildet  man  nun  eine  Gleichung,  deren  Unbekannte  x  «nd  y  um 
%\  uqd  0*6  kleiner  sind,  als  die  Unbekannten  x  und  y  der  Gleichung 

so  hat  man,  wenn  man  sich  des  Verfahrens  bedient,  das  ich  in 
meinem  Werke:  „Allgemeine  Auflösung  der  Zahlen-Glei- 
chungen mit  einer  oder  mehreren  Unbekannten*'  bei  .der 
Auflosung  eines  Systems  zweier  Gleichungen  mit  zweien  Unbekann- 
ten geliefert.  Folgendes: 


—5 

4y+S 

_y»  +  0^«_7y  +  12 

-2-9 

4y-109 

-y» +  %«+ 14y  + 9-711  • 

-0-8 

4y— 2-77* 

_y3_o%«+l<My+IÖ-335** 

1-3* 

4y-0-37** 

-y»-l-2yH0-32y** 

-,»-^iV** 
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«od  die  traofifonBirte  Gleicbiiog  ist: 
(9)     T=ar»+l-3a:H^(4y— 0-37)-.v»— l%H0*32y+l0-336. 


Hier  hat 

man 

nun: 

, 

Ä  = 

1-3 

£rD=     0666 

B= 

4 

BE  =     1-28 

C=- 

-1-8 

^£=     0-416 

£)=. 

-0-37 

£I>=-l-48 

£=» 

033 

B»  =       16 

^C  =—2.34      . 

2CD= 

V332 

2J£= 

0-416      Ä«= 

16 

BE= 

BE. 

1-28 
=(M)62 

2iUE;- 

-148     4.4C= 

-  9-36 

WD— 

B/>= 1-896      Ä»— 4<<C= 

=25-36 

«  =  !ee:ös=0-00.... 


26-36  • 


Setzt  man  .Ann  in  (0)  statt  y,  jr-f  0-07,   »o  hat  man: 


1 


V3 


4       0-37 

-1 

—18        0-32 

10^335, 

4   —009** 

—1 

-1-87      0-1891 

10-348237** 

• 

—1 

-1-94      00533** 

-1 

—2-01** 

•   .  '     I 

m  «;**»+l-3x«+^!lr-<H»)-y«-2<)V+0O533y+10'348a3?. 
Nun  hat  man; 


A=i     13  CD-     ai809 

B—       4  BE=     0-2132 

C=s-201  AE  z=     0-06929 

Z)=-009  Ä/>=— 0^36 

£=    0O533         ^=        16 

.    ^C=— 2613     . 


2CD= 
BE= 


0-361S     2AE= 
(ytm      BD= 


0-13858     £9= 
-0^36        4iJC3= 


16 
~  10-462 


2Ci>— £JB=0-148fr.    2wl£-£D=^4g66S  ~2^>-4i4C=  26-452 
01486     -^  _0-498B8     ^- 

«  =ö«7ii«»^  WS....  .      y^Za*.  jga  =U-U1.... 


-26-452- 


26452 
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Da  hier  f&r  y  (M)l  herauskSmint,  »o  uuss  man  noch  das  y  der 
GleicfauDg  (10)  um  0*01  vermMiderii,  man  erhSlt  dann: 


1-3 


4    — 0O9 
4    _0<)5*» 


-1  —201 

-1  — 2-02 

-1  —2-03 

— 1  -2-04** 


0K)533 
0O331 
00128** 


10348237 
10348568^ 


t=x^  +  l-3a:»  +  «(4^^005)— y>— 2O4j«+0OI28y+I0348568 


A=>     1-3 
Ä=:    4 
C=— 204 
/)=-005 
£=     00128 


2CZ>= 
BE= 


0-204 
0O512 


2AEz=i 
BDz^ 


CDfza     0-102 
BEz=  ^  00512 
i<£=^  001664 
>  BZ)=— 0-2 
£«=     16 
4C=— 2-652 

003328       B*= 
-0-2  *AC= 


2C/)— Ä£=ai528     2^£:— jB/>=0-23328    "B^: 


16 

—  10-608 
4^C=26-606 


0-1528 


0-23328 


Vermindert  man  daher  das  x  um  0O05,  das  y  um  0*008,   so 
hat  man: 


1-3 
1305 
1310 
1-315* 


4-0-05 
4-0043475 
4  -0036926* 
4  -0-004925" 


— 1  -204 
-1-2-04 
—1-2048 
—1—2056 


0O128 
0-0328    , 
0-016416 
0000032* 


10348568 

10-348350625* 

10^348481953** 


—1  —2064** 
Die  neue  Gleichung  ist: 

2=ar»+ l'315;r«+a<4»— 0004926)— y»- 2O64y«—0O00032y 
+  10-348481953 
und  hier  hat  man: 

A=    1-315         CD=    00101652 
B=    4  B£;=~0O00128 

C=-2064        ^IJE;=— OOOOOffiOB 
/)=-0O04926   JJ/)=— 0O197 
£=-0000032    ^=16 

ilC=— 2-71416 
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2CD=       omom* 

BE=z       -0000128 
2CI>— B£=&0-2O4S84 

4^C=s~10«<»4 
«>— 4^C=:    26-86664 


D.  8.  f.    Ea  sind  abo 


2^£zs       -000008416 
BD  =      —00197 
2ii£— £I><=001961684 

_0O204584_    -^ 
^~  36-85664  —^\'^-' 

0  01961584    ^^^^^^ 


a:=2i057.... 
^=0-6887.... 
t  =10-348.... 

die  CoordiDaten  eines  solchen  Pmilrtes  der  rorgelegtenFlSche»  an 
den  sich  eine  horizontale  Berflhrungsebetie  fuhren  ISsst.     WSre 

hiefclf  $^ — r<<0  und  roO,   so  näre  dieser  Punkt  ein  höchster 

•der  tiefster  der  Fläche. 


m. 

Zwei  nene  Beweise  des  Theorems  yon  Legendre 
Sber  sphärische  Dreiecke ,  deren  Seiten  gegen  den 
Halbmeasw  der  K^gel,  aof  welcher  sie  liegen ,   sehr 

klein  sind. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Der  Reweis 9  welchen  Legendre  selbst  Rir  sein  berfihmtes» 
Banentlich  tur  die  Geodäsie  %o  ungemein  wichtiges  Theorem  über 
sphärische   Dieiecke«   deren   Seiten   gegen  den  Halbmesser  der 
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]ECugel,  auf  welcher  sie  liegen,  sehr  klein  sind,  gegeben  hat,  ist 
in  die  meisten  Schriften  dber  höhere  Geodäsie  ültergegangen, 
dfirfte  aber  tfioftsichtlich  der  Deutlichkeit  und  Kurie  ^obl  Einiges 
zu  wünschen  übrig  lassen.  Einen  andeeen ,  jedenfalls  sehr  sinn- 
reichen uiid  in  mehreren  Beziehungen  sich-  empfehlenden  Beweis 
dieses  wichtigen  Satzes,  den  ich  desbalb. den  Leser o  des  Archivs 
in  ThI.l.  Nr.LVI,S.436.  mitzutheilesa  nicht  unterU^aen  habe,  hat 
Gauss  im  22sten  Bande  des  Crelle'schen  Journals  gege- 
ben.  So  sinnreich  dieser  Beweis  aber  auch  ist,  hat  er  mir  doch 
immer  nicht  sehr  direct  geschienen ,  wie  schon  daraus  hervorgehen 
dürfte,  dass  er  verschiedene,  dem  Gegenstande  j^pdenfalls  ferner 
liegende  Sätze,  ja  selbst  den>  berühmten  L  hu  Hier 'sehen  Aus- 
druck für  die  Tangente  des  vierte«  Tbeils  des  sphärischen  Exces- 
ses,  in  Anwendung  bringt.  Ich  selbst  habe  „Ueber  sphärische 
Dreiecke,  deren  Seiten  im  Verhältniss  zu  dem  Halb- 
iness.er  der  Kugel,  auf  welcher  si^  lij^gj^i^^.  sehr  ^kiein 
sind''  im  Archiv  Tbl,  IX.  Nr.  III.  S.8.  eineausfjihrii^l^eXi»iiaDd- 
lung  geliefert,  in  welcher  natürlich  das  Legondre'sche  Theorem 
auth  V(trkommt.  Diese  Abhandlung  hat  abär  nicht  bloss  (fas  in 
Rede  stehende  Theorem  an  sich  zum  GegonstSiiide,  «onderil  s«ebt 
dasselbe  überhaupt  weiter  zu  führen,  und  bedient  sich  daher  bei 
ihren  Entwickelungen  durchgängig  der  Methoden  der  höheren  Ana- 
lysis,  weshalb  es  nicht  meine  Absicht  sein  kann,  hier  auf  die* 
selbe  zu  verweisen.  ^.  .  _    ^ 

Die  Leser  des  Archivs  werden  sich  vielleicht  erinnern,  dass 
ich  in  verschiedenen  Abhandlungen,  insbesondere  Tbl.  XVI. Nr.  XVI. 
S.  194.  und  Tbl.  XVII.  Nr.  VI.  S.  259.,  den  Versuch  gemacht  habe, 
die  Lehren  der  sphärischen  Trigonometrie  in  einer  neuen  und,  w*ie 
ich  hoffe,  vereinfachten  Weise  darzustellen*).  Zur  Vervollstän- 
digung jener  Arbeiten  schieq  mir  immer  ein  mochlichst  ein(achcr 
und 'hauptsächlich  itiudicbstdirecter  Beweis  des  wichtigen  Le- 
itend n«' sehen  iSa^^i€#  wünsiiMnsw^rth ,  nach  dMi  ich  fjthf^re^K^ 
^^^cht  Jiabe^  Dje  b<|id^n  von  ivin  jetzt  g^Cifnd^bnBfwioifiaüwiU 
ich  im  Folgenden  mittbeilen^  und  bemerke  nur  vorläufig,  dass  bei 


*)  Herr  Doctor  Wiegand  in  Halle  hat  in  der  empfehlenewertheD 
Schrift:  „Grondzuge  dev  «j(ihfirit6hen  Trigonometrie.  Halle 
1853*^  die  von  mir  gegebenen  neuen  Beweise  zu  einer  Ton  der  bitlierl-> 
gen  sich  ganz  unterscheidenden  systematischen  Darstellung  der  sphäri- 
schen Trigonometrie  benutzt,  wofür  ich  demselben  zu  Dank  verpflichtet 
hhi:  Dasselbe  int  -auch  Herr  Inspertor  Gent  zu'  Liegnttz  gefhan  in 
dem  PvAgramra  det  dortigen  Ritterakad^iie  von  Ostern  1853-;  tntt  flu- 
znligttg  Mehrerer  «igner  beaichtiingsiirertheriBeiilet-lHiDiifea.    ^     -  - 
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diesen  beiden  Beweisen  ausser  der  Refhe  för  Mtt<r  fteMfck  irtieh 
die  Reihe  für  Arcsioor  in  Anwendung  gehracfaf  wird,  was  bei  den 
bidherigen  Beweisen  wenigstens  nicht  in  so  bestimmter  Weise  wie 
im  Folgenden  geschieht,  da  diese  Beweise  baoptsMchlicb  nur  auf 
der  ersteren  Reihe  flir  sinrr  beruhen«  Ich  muss  aber  g«st»lieO) 
dass  ich  nicht  einsehe,  warum  man,  wenn  man,  WM  bei  dtosem 
Gegenstande  nun  einmal  nicht  zu  umgehen  ist,  überhaupt  eine 
genauere  Bekanntschaft  mit  der  Lehre  von  den  unendlichen  Keiheit 
10  Ansprach  £u  nehmen  genuthigt  ist,  ausser  der  Reihe  flir  sino; 
nicht  auch  die  gleichfalls  sehr  wichtige  Reihe  flir  Aresin o;  als  be* 
kannt  voraussetzen  will.  Vielleicht  wird  die  in  der  Abhandlung 
Nr.  L  in  'diesem  Hefle  voo  mir  gegebenis  „Elementare  Dar« 
Stellung  der  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen''  geeig- 
net sein,  eine  allgemeinere  Bekanntschaft  mit  diesem  in  allen  Be- 
ziehungen so  wichtigen  Gegenstande  auf  einem  völlig  grfindlichen 
elementaren  Wege  zu  vermitteln. 

Bevor  ich  zu  der  Entwickelung  der  beiden  von  mir  gefunde- 
nen neuen  Beweise  des  Legendre' sehen  Theorems  selbst  fiber- 
gehe, bemerke  ich  rucksichtlich  der  Geschichte  dieses  wichtigen 
und  merkwürdigen  Satzes,  dass  derselbe  von  Legendre  zuerst 
in  den  M^moires  de  TAcadämie  des  sciences  de  Paris 
1787.  p»  338.  ohne  Beweis  mitgetheilt  worden  ist.  Mit  einem  Be- 
weise versehen  findet  sich  derselbe  zuerst  in  den  M^thodes 
analytiques  potir  Ja  d^termination  d^un  arc  du  m^ridien; 
par  J.  B.  J.  Delambre;  preced^es  d^un  memoire  sur  le 
menie  sujet,  par  A.  M.  Legendre.  Paris.  An  VlI.  p.  13.,  wo 
Legendre  über  seinen  Satz  sagt:  „Elle  ramene  inimediatement 
a  la  trigonom^trie  rectiligne  ta  r^solution  des  triangles  sphäriques 
trto-peu  courbes  ou  dont  les  cdt<^s  sont  tr^s  petits  par  rapport  aü 
rayoB  de  la  apböre/' 

leb  trende  mich  nun  zu  der  Entwickelung  der  beiden  nenen 
Beweise  des  Satzes. 


Nach  einer  bekannten  Formel  der  sphärischen  Trigonometrie 
ist,  wenn  wir  die  Seiten  und  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks 
aof  gewohnliche  Weise  resp.  durch  a,  6,  cund  A,  J?,  C  bezeichnen: 

cos2<  -|-  cos  J?  cos  C 
*>    ^^«^  = sin  iß  sin  C        ' 

also,  wie  man  mMelst  der  Formel 

2  sin  Je* = 1  —  cos  o 

TheillLlLllI.  •     8 
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hieraus  in  bekannter  Weise  leicht  findet: 

2)    6inia^= ^ ^t^p^tw^r» • 

'  sin  13  Bin  L 

Bezeichnen  wir  nun  den  Ezcess  des  sphärischen  Dreieclcs  darch 
E,  so  ist  bekanotlich: 

4(J+Ä+C)=90o+4£;,    4(i5f+C— i4)=9W>— (^-^i£); 
also 

C084(2l+fi+C)=-8in4£,    co8KÄ  +  C-i^)=8in(il— li:); 
folglich  nach  2): 


und  hieraus: 


Qx      •    ,  «     BinlEsinjA-'lE) 

3)    siD  Jö*  = Zi^TiTZürn • 

'  *  sin/>8inC 


^^      .    ,_       sin^sinC    .    .  ^ 


Wir  wollen  uns  von  nun  an  alle  Seiten  uod  Winkel,  d.  h.  die 
die  letzteren  messenden  Bogen,  des  sphärischen  Dreiecks  in  Thei 
len  des  Halbmessers  der  Kugel,  auf  der  das  sphärische  Dreieck 
liegt,  ausgedrückt  denken,  \vobei  wir  zugleich  wie  gewöhnlich  die- 
sen Halbmesser  der  Einheit  gleich  setzen.  Dies  vorausgesetzt, 
sehen  wir  aus  der  Gleichung  4),  dass  E  in  Bezug  auf«,  und  na- 
türlich ganz,  eben  so  auch  in  Bezug  auf  6  und  c,  eine  Grosse  der 
zweiten  Ordnung  ist. 

Weil  nun,   wenn  Aresin o;  den,  absolut  genommen,   kleinsten 
Bogen  bezeichnet,  dessen  Sinus  die  Grosse  x  ist,  bekanntlich 

1    1    ,  .  1   1.3    .      1    1.3.6   ,  . 
5)    Arcsina:=a"  +  3.2^»+6-2:4^*+7-2X6^'+.... 

und  nach  den  Lehren  der  sphärischen  Trigonometrie 


,    -      sin£  , 
6)    sm6  =  -:; — ^sma 
^  sinA 


ist,  so  ist 


.  1  l/sinBV   .     3^1    1.3/8infiY 

«•««  +  3-2(iiO>)  «*"«'  +  ö-2:4l50;  ' 


sinÄ  .        .  *    -.«   .-^  I    .,.^,  .   r    ^      izz:!^  1  gioa5  +  ..., 


•    sm^ 
und  folglich,  weil,  bekanntlich 
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7)    8,Da=«-j-2;3  +  j— g-j-^  +  .... 

ist,  wenn  man  alle  Glieder  vernachlässigt ,  die  lu  Bezug  auf  a  yon 
einer  die  vierte  flbersteigenden  Ordnung  sind: 

.      sidJS 

6=a- 


sin.^ 
oder 


j..     .         B\nB.^      ,  ,8in.l«— sinÄ«, 


^sinil^*"*"  sin^«        '" 

Nun  ist  aber  nach  3) 

.    ,  ^      sinl£8in(il~4£) 

sin  ia*  = ; — Tn~i — 7^ > 

'  siuiffstnC 

nnd  man  kann  folglich  in  der  Formel  8) ,  weil  der  Bogen  und  sein 
Sinus  immer  von  gleicher  Ordnung  sind, 

.  .     8ini£sin(J— i£)        ,        ,     4 sin 4E sin (^l— iE) 

Ja*= : — p  .   ^ — -f    also  a"= «    p  ;^/> 

*  sm  B  sm  C  sm  B  sra  C 

setzen,  wodurch  man  folgenden  Ausdruck  erhält: 

^,     .         einjB.,      ,  .   , _sin(2l  — 4£)(sinil*— sibB«). 
^)    *=M^t^-^i^'»*^  sin^4ni?sinC ^'' 

immer  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  in  Bezug 
auf  a  von  einer  die  vierte  übersteigenden  Ordnung  sind.  Es  ist 
aber 

sin  {A  —  \E)  =:  sin  2I  cos  ^£ — cos  A  sin  \E ; 

und  weil  nun  sin  IE  nach  4)  von  der  zweiten  Ordnung,  ferner  erst 
mit  Vernachlässigung  von  Gliedern  der  vierten  Ordnung,  was  auf 
der  Stelle  aus  der  Reihe 

cos,£-l--j-2^  +  j  2  3^-.... 

erhellet,  cosi£=l  ist;  so  kann  man,  indem  man  immer  erst  Glie- 
der vernachlässigt,  welche  in  Bezog  auf  a  von  einei;  die  vierte 
übersteigenden  Ordnung  sind,  in  dem  Ausdrucke  9)  von  b  offenbar 

sin(J~  lE)=:s\nAi 
also  nach  9): 

_^     .         sinB,-      -   ,   ,_  sin^«— sinB«  . 
^  smil  *        '  sin^sm^smC; 
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setzen,  welche  letztere  Fonnel,  und  noch  mehr  nachher  die  For 
mel  11)  9  ich  an  sich  fiir  merkwürdig  halte. 

Nan  ist  aber 

sin  i4« — sin  Ä*  =  (sin  il  +  sin  Ä)  (»«n  ^  —  s«n  ^) 
=26rn  i(i!l  +  Ä)  cos  4(4^5) .  2sin  J(il  ^  i?)  cosi(^ +J?) 
=  sin(2l+Ä)sin(i4  — Ä), 
also  nach  10)  auch: 

,,^     .  e\iiB ..      _   .    ,  _,8in(24  +  l?)sinCi4  — J?),    • 

sinif*        •       *  sin^siUjBsinC 

und  folglich,  weil 

i4+Ä=«-(C— £),    sin (2^+1?)  =  sin (6'—J5) 
ist: 

los    iL         8'"^«i      o  .    ,,r,sin(^— l?)sin(C— £). 
12)    b^a-i — 3  {1  — Jsm  JjB — '^, — .■  /  ^  V  w — '\. 
^  BinA  '  '  smilsiniBsmC 

Weil  aber 

sin  (C —  E)  =:sin  Ccos  E  —  cos  Csin  E 

ist» '  so  kann,  Indcun  man  in  dem  Ausdrucke  von  b  immer  erst 
Glieder  vernachlässigt,  die  in  Bezug  auf  a  von  einer  die  vierte 
übersteigenden  Ordnung  sind,  in  diesem  Ausdrucke  nach 
ganz  ähnlichen  Betrachtungsweise  wte  vorher 

6in(C-£)  =  sin6' 

gesetzt  werden,  wodurch  man 


oder 


b^^a— — T   I— Jsmi£i-^ — a  »    d\ 
smA         '       '     sinAnukB 


13)    6  =  a5^lI  +  |sini£(eot^^cotfi)l, 


oder  fpnz  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit,  indem  man  näm- 
ilch  erst  Glieder  vernachlässigt,  die  in  Bezug  auf  a  von  einer 
die  vierte  übersteigenden  Ordnung  sind. 


14)    b^a^^\\-\'\E{coiA-coiB)\ 


erhftlt. 
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Na»  Ist 

8in(2l  — ^jB)      minAco^iE^-cosAmniE' 

abo  erst  mit  VernachlSssigung  von  GHeffern,    welche  in  Bezv^ 
auf  o  von  der  vierteo  Ordnung  sind : 

sfn  (B—  iE)  _  sin  B  —  jEcos  S 
^üIa-IE)^  6in  A  — IE  cos  J 
sinÄ  1  —  \EcotB     sinB..      ,-,     ...   -  ,,      ,«     .  „, 

=  2^(1 +i£cot^)  (l-l£cotÄ) 


oder 


«X       sin -4    «i»(Ä— ♦£) 


folglich  n»cb  14)  erst  mit  VemachlSssiguqg  voa  Gliedera^  welche 
in  Bezog  auf  a  von  einer  die  vierte  übersteigenden  Ordnung  sind : 


also 


^nB   rfn^l    mnjB^iE} 
^  —  ^  smA'  siüB'  6\n(A-iE)' 


Ueberhaupt  ist  also  eist  mU  V^rnachlMssIgung  von  Gfiedem, 
die  in  Besng  auf  a,  b,  c  von  einer  die  vierte  übersteigenden 
Ordnimg  8»id: 

.ainiA'-lE)        «in(J— i£) 
^=*  sin(Ä-5iJ)  ==^8in  (C^JISJ  • 

iift     I  .  _    Bin(^-l£)        sin(ig-i^ 
^^    <  ^-%in(C-i£)"-"si^^=lF)' 

_    sin  (C—  S^  ___  jt  s'P  (C—  liE) 

Man  kann  also  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen 
Seiten  gegen  den  Halhmeaaer  der  Kugel»  auf  vrelcher 
es  liegt,  klein  sind,  erst  mit  Vernachlässigung  von 
Gliedern»  welche  in  Bezug  auf  die  Seiten  die/^es  Drei* 
ecks  von  einer  die  vierte  übersteigenden  Ordnung  sind. 
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wie  ein  ebeoes  Dreieck  auflösen»  dessen  SeiteD  den 
Seiten  des  gegebenen  sphärischen  Dreiecks  gleich 
sind,  und  dessen  Wiokel  erhalten  werden,  wenn  man 
von  jedem  der  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  den 
dritten  Theil  des  sphärischen  Excesses  dieses  Drei- 
ecks subtrahirt. 

Dies  ist  das  berfihmte  Theorem  von  Legeodre,  von  welchem 
bei  Rechnungen  der  höheren  Geodäsie  so  vielfacher  und  so  vor* 
theilhafter  Gebrauch  gemacht  wird. 

'Em  zweiter  Beweis  dieses  überaus  wichtigen  Satzes  kann  auf 
folgende  Art  gefuhrt  werden. 

Nach  3)  ist: 
«*"*«= sinJgsinC       ^^"'^'^^"^^^^^sin^singBlnC 

sm  46«  =        sin  .<  sin  C       ^^'"^'^"'^^"«^sin.lsiniysinC^ 
also 

und  folglich: 

1  3 
ia=sin4a  +  i.48inU*  +  i*2748*«i«*+  •— 

r 3 r^  )  sin  JE.  '      ji 

=5\^sin^sin(J-4£;)  j^^^^^i^BsinCl 

• ,  ,        ^  {         siniE         )  5 

+  J.jV^8inJsin(^-4£).smilsm(^-4^iSOihrB3iic| 

+  ^0^  sin^sin(^l-4£).t«in^sin{^-l£)l*  \^nZnBsiic\  ^ 

+ •' 

13" 

/        8m\E        I J 

+i  Ji  V^i?8io{iB-4£).8in B#in(»-iÄ)  \ä^si^-^ 

1  o L         sinl£         I J 


+ 
+ 
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Setien  wir  nun  der  Kflne  we^en : 

17)    P^l  +  J.U sinBsinÜ       ^  +*-53^— SirBsiTÄ^? 


18)    «-l  +  .-W—ijnJsinC      ^  +^0^      «OiiainC    ^ 

+ ; 

80  erhalten  wir  Dach  dem  Obigen  sogleich : 


10^    ^_4rg'"^»'»C-g'--'^)    <? 
^^^     a  —  \    sin ilsin (i<- i£)  '  P' 

In  Bezug  auf  die  Seiten  des  spliäriscben  Dreiecics  erst  mit 
Vernachlässigung  von  Gliedern  der  vierten  Ordmnig  ist  aber 
nach  17)  und  18)  offenbar: 

^"-*+« — iiüisfsiirc     ' 

sin(^~|£)sin|£. 

^-*+^ — siT^rsiic     ' 

also  ist  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  in  Bezug  auf 
die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecl»  von  der  vierten  Ordnung  sind, 
nach  19): 

j  sin(ig-t£)siniiE 

90>     ^  _\fsinB  »m(B-'hE)      ^  ^'       sin^lsinC 
^     a~y    sin^sin(i<— jjg)  '  sin(i<~t£)siniJE' 

*"*■''*        skiÄsinC 
Hieraus  ergiebt  sich,   weil 

sin  {A — iE) = sin  ^1  cos  JE — cos  i4  sin  ^E , 
8in(iB~i£)=sJD£cosi£-^co8Bshii£ 

ist,    offenbar  immer  ganz  mit  demselben  Grade  der  Genauigiceit 
wie  vorher: 

I      ^  sinJgsinjU 
6      ATsingsinCJg— 4£)      "*""'  sinJsinC 


a       V    sinilain(il— 4-E)    I  ,  1   sin^lsin^ 

*+*sin/?sinC 


sin^   v 


I     j  sin^sinjjE 

cosjg—cotJgsintJE     "^  *^ '  liinT^SifTg' 

cosi£  — cot^sini£'  .        sin  A  sin  4£ 

+  '•  sin^sinC 
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siuA  1   1 — cot-^sin4£  *|  ,  ,  »\nAs\ni& 

1 XI    slnBsinjE    , 
AnB  r-icotiffsinJE   ^^'^'  sln^smC 

"*■'•  sinÄsiiiC 
gin^rnnjE  sing  sin  jg 

=2^(l  +  icot^8in4£;)  (1— JcotÄsiniß) 

,      ,   ain-^sinjE, ,,  .  ,    sinJgsinjJS, 
><^*-"slnl?8lnC)<*  +  "  sin^sin^^ 
sinB,,      ,    .    .„         ,'         „.>..      ,   .   ,„8in^'— sing*. 

=??^|l  + lein  iE(cot^— cot  Ä))tl  +  l8ln4£(cotJ—cotfi)) 

SID  2a 

=:5}5-j{i^Jsin4£(cot^-cotÄ)  +  ißin4£(cotJ— cotfi)), 
sin  ^ 

woraus  sogleich 

21)  ^  =  ^tl  +  j8iDiJB(cotil-cotÄ)| 
folgt. 

Weit  in  dieser  Formel  erst  Glieder  Ternachlfissigt  worden 
sind,  welche  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks 
der  vierten  Ordnung  angehGren ,  so  ist  erst  mit  Vernachlässigung 
von  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  die  vierte 
übersteigenden  Ordnungen : 

22)  *=a5J^{l  +  }sioii;(cot.<-.cotjB)|. 

was  wieder  ganz  die  schon  in  13)  gefundene  Gleichung  ist,    ans 
der  alles  Cebrige  völlig  auf  dieselbe  Weise  wie  oben  folgt. 

*)  Nach  dem  Binom itchen  Lehrtatee. 
**)  Ganz  anf  ähnlkke  Art  wie  oben. 
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rr. 

Integration  der  Differentialgleichiing 
mittelst    bestimmter    Integrale. 

Too 
Herrn  Simon  Spitzer, 

AnUU  ond  Priratdoc.  der  Mathematik  am  k.  k.  poljtedmitclieii 
lottitute  ztt  Wien. 


m»  n»  Pf  gt  T,  i  bedeuten  beliebige  coostante  2Sahleii«  yod 
denen  auch  einige  gleich  Null  sein  können«  s  allein  setzen  wir 
jederzeit  als  von  MuU  verschieden  Toraus. 

Ich  setze  das  Integral  obiger  Differentialgieichong  Toraos  in 
folgender  Form: 

(2)  y  -J       ««Hw  jf^du  p 

onter  v  und  W  einstweilen  hoch  unbekannte  Functionen  ?on  u,  und 
unter  Ug  und  u^  ebenfalls  noch  unbekannte,  aber  constante  Zahlen 
verstanden«    Bestimmt  man  aus  (2): 

y^==/*"'[(2ttÄ  +  r)«  +  2ii]e"Hwiyrf,j; 

und  siibstitairt  diese  Werthe  In  (1)»  so  erhilt  man: 
TheilXUlL  9 
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/*"*^iurHtr«ifj,(4u«a:«  +  4iaj^  +  ü*+2ti)  +  (r  +  fa:)(2tt^ 

oder»   wenn  man  den  Ausdruck  innerhalb  der  grossen  Klammer 
nach  X  ordnet: 

r^e^^%  W\x\hx^t^%Lq\m)  +  j:(4ttw+2ar+5rü  +  n) 

"*  +(t>«»  +  2itf  +  rr+p)|rf«=0. 

Seist  man  der  Kflrze  halber: 

4»*f+2ift7+m=5L, 

(3)  4iitw+2ttr+9©+n5=ilf, 

so  ist: 

/*"*e«^+»*  IF(L««  +  Jlfa+2V)dti=0. 

Berflcksichtigt  man  nnn»  dass 

identisch  statt  findet,   und  wählt  man  v  so,  dass 

(4)  Jlf--JLü*=0 
wird,  so  erh&It  man  statt  obiger  Gleichung: 

r^^  e«**+»'  IF[L(ar«  +  v'x)  +  iV]  rfn  =0 
oder 

Das  erste  Integral  Ifisst  sich  auch  so  schreiben : 

imd  gibt  nach  der  Methode  des  theilweiseo  Integricens  bebandelt: 
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Es  geht  somit  das  Resultat  der  Sabgtitution  tm  (2)  in  die  vor- 
gelegte Gleichung  über  fn: 


WLe^^^*  )|;^  +  /*"'  6«*H»'i:iVIF  -^^^^]du  =0, 


und  dieser  wird  genügt  für  solche  W,   welche  der  Gleiohmif 

identificiren,    und  ferner  liSr  solche  constante  if|  and  m^, 
die  Gleichung 

(6)  (  FrLe««Hw|*»=0 

befriedigen.  —  Die  Gleichung  (4)  gibt  integriit: 

and  die  GleicIiuDg  (5) 

Setzt  man  nun  der  Kürze  halber: 

nq  — 2rm  _        2w< — rg 
Am$-~  9*""    '    4iii« — 9*        * 

so  ist  das  Integral  der  vorgelegten  OiffbrentialgleicbuQ^: 

anter  e  die  Grosse  a  -f  "^6»  +  CV^X  und   unter  if|  und  ti^  solche 
Zahlen  verstanden,  welche  die  Gleichung 


m 

erfallen.     Das  Integral  /  — t—  lässt  sich  leicht  entwickeln ,  es  ist 
nfimlich : 

i!^= A+or+p  +  2ii(2iiftf  +  f +  6r)+^Vf  +  C«J^5+CV^l(2tff+r) 

+  46etttVX, 

j=c%+ vT"~~  *^ r: 

9* 
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iah  +  2ar+2p'-2bhn'^q.     q  +  ius—Vq^  —  Ams 
4V^^-4m*  "'^q  +  im  +  Vq^'-imi' 

SetBt  man 

2ah  +  2ar  +  2/?—  26^m— y  _ 
4V^*— 4m«  ~ 

fen^r  die  BWei  Warseln  der  Gleichang  jLsO,  a  und  j3,  wodurch 

i  =  4#(tt— «)(«-/?) 
und 

—  o+ Vo«— 4wti     ^      —  9-Vv'  — 4iii# 
«= 41 >  ß=- Ts 

wird,  80  ist 

und  die  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Grenzen  heisst: 

^ C^Ei)  <"«'+'''+"(^*+*')+ *^i^^ =0. 

Findet  man  hieraus  zwei  Wertlie  furu,  so  bezeichnen  wir  sie 
mit  tfx  uod  «2»  und  nehmen  sie  als  die  Grenzen  des  Integrals  d^r 
▼orgeiegten  Differentialgleichung. 

Mehrere  specielle  Fälle  verdienen  eine  besondere  Beachtung. 
1)  Ist  q^=iims,  so  gibt  die  Gleichung  (4)  integrirt: 

Das  Integra!  der  vorgelegten   Differentialgleichung   ist  in   diesem 
Falle  wieder: 

nur  hat  hier  v  den  Werth,  den  die  Gleichung  (11)  gibt;    ferner 
ergeben  sich  tf|  und  u^  aus  der  Gleichung 
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2)  Wird  L=M=:N=§  für  besfioirote  Werthe  von  u  und  v, 
etwa  flir 

so  ist 

ein  lotegrai  der  Differentialgleichung;    wird  £=:Jlf=2V=0  fUr 

d.  h.   lär 

tfo  ist 

ein  lotegrai  der  Differentialgleichiiug. 


V. 

Note  aber  kürzeste  Linien  auf  krummen  Flächen. 

Von 
Herrn  Simon  Spitzer^ 

AMitt.  Dad  PrlTAtdoc.  der  Mathematik  am  k.  k.  polytechaitclieD 
lutitute  ca  Wien. 


Wenn  eine  kramme  Fläche  durch  eine  Ebene  in  swei  symme- 
trische Theile  getheiit  werden  kann,  so  ist  die  Durchscbnittslinie 
der  Flache  mit  der  geuannteti  Ehene;  fisills  eine  solche  vorhanden» 
im  Allgemeinen  eine  kürzeste  Linie  auf  der  Fläche. 

Der  Beweis  ist  sehr  einfach.  Es  ist  nämlich  die  Gleichung 
einer  solchen  Fläche,  welche  durch  die  Ebene  x%  symmetrisch 
geth«ltwird: 
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Für  die  kfirzesten  Linien  auf  der  Fläche  muss  das  Integral 
szszfWdx^  +  dy^^dz» 

ein  MinimvBi  werden.    Setzt  man  in  demselben  dzz=pdx  + qdf^, 
so  ist 

und  folglicli  hat  man  als  Bedingangsgleichong  för  ein  Maximum 
oder  Minimum: 

^^^  dy  L  dy'  J-"' 

,  woraus  sich  ergibt: 

oder,  wenn  man  diess  entwickelt  und  gehörig  reducirt: 


und  dieser  wird  genügt   für  ^=:0;    denn  ist  ^  =  0,   so  ist  auch 
y'=0,  ^"=0  und  7  =  0. 

Da  die  Kugel  durch  jede,  durch  ihren  Mittelpunkt  gehende 
Ebene  symmetrisch  getheilt  wird,  so  ist  der  Bogen  des  grossten 
Kreises  die  Itiirzeste  Linie  auf  der  Kugel. 
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VI. 

EntwickeloDg  von  Iijn(l+~)"^e,  unter  n  eine 
positive  Zahl  verstanden. 

Voa 

BerrD  Simon  Spitzer, 

Aatist.  und  Privatdoc.  der  Matbeniatik  «in  k«  k.  pol; 
Inttitote  ma  Wieo. 


hat: 

a+-)-=i+n-5r +— 3{ —  + j, 

(i-Lhi-.|ki-:|)....(i>^2=>S 

+....+ ^j , 

oad  diMfl  iSwt  idch  so  ordnatit 

(i+^)-=[i+i+^+J+i+....+4j3 

1  rl      1+2     1  +  2  +  3  .      .l+2+3+-...+(»-l)-l 

-«Ü!"*'"3r+    4!    +-+ m! J 

-  >rL2*LitL8±Hi.     .  1.2+1.3+fe-3_-h..+(i»-2)(i»-in 

"•'jiM.'sn       41    ■■••••* —         la ^J , 


.  /     iN-_i    '1     1.2.3,...(ii— 1) 
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Betrachtat  man  tran  folgende  Relationen : 
1  +  1=^1  +  1, 

2!    ^21' 

3i — ""^ä' 

(|_l)(|_?.)(j_3) 


«o  ergibt  «leb  durch  Summlren  derselben: 

Betrachtet  man  ferner  die  Relationen: 

l+l+-gJi=l+l+-2j5. 
''       n^^       n'  ^  n 

3!         ^ — 5!      * 

a-i)a-^)(i-^)  1-1+3  1-3   i_ii±ü 

n^^       n'*       «'^  n  n  n 

~Ü >"~5I T"> 1! — T' 

a-i)a-?^)(i-^)(i~i)  i-l±i±l  i-i  ,-l±?±?±* 

Ü  ^         41         •     5    -^  ,        61 


M  er^bt  sich  doreli  Summiren  derfeelben: 

l_i     |_l  +  2     ^     1+243    j_l4«±3+f 


^     1+2+3-f  ....-Kn-l) 


+..,.+- 


nl 
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odor,  was  dasselbe  ist:  ^ 

irl.  1+2^1  +  2+3^     .l-f2+3-f,„.-K»~l)-l 
~«  La!  +  "äT  +      4T~  +  •  •+  ^.  J" 

Nun  ist 

r— 1 
H-2-f34-f(>' -!)_''•    2    '^       i 

^  —     r!   ^  --'i(r-ä;l' 


folglicii 


(l  +  i)«>[l+l+2fj,  +  ii+....+a] 


~2nt***"^+  2!  +31  +  4!  +"+(n— 2)1^' 


and  daher  am  so  mehr: 


-2^(i+i+l+s?+ii+-+^!) 


oder 


Wir  haben  auf  diese  Weise  (1  +  — )*  zwischen  den  zwei  Grenzen 

n 

l  +  l  +  g  +  3,  +  4J+..+  -,, 

(i-i)a+i+2i+3i+a+-+a) 

shigiescbldssen*    Da  sich  nrni  diese  beiden  Grenzen  mit  dem  Wach- 
sen V0B  n  fest'  aod  fort  der  Zahl  e  nShem,  so  nfihert  sich  auch 

ohne  Ende  der  Zahl  e. 

Nan  ISssl  aioh  Mehl  zeigen,  dass  anch  UA(I-^^)^ncs  ist; 
hatt  •        '■  •"'' 
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woraus  man  sieht»    dass  (1 ^)~-«demProdaete  der  zwei Factoten 

gleich  ist,  von  denen  der  erste  sich  fort  und  fort  der  Zahl  e,  der 
aweite  der  Zahl  1  nähert. 


Ueber  Kreise,   welche  dieselben  Darchschnittsponkte 

haben. 

Von 

Herrn  ^titilile, 
Lehrer  am  Gymnasium   zu   Bäckeburg. 


Die  folgenden  Untersuchungen  sind  veranlasst  darch  einen  Sats 
in  Poncelet's  »^Trait^  des  propriöt^s  projectives  des 
figures  Nr«  631.'*»  welcher  im  Wesentlichen  so  lautet: 

Wenn  die  Ecken  eilies  Dreiecks  stets  auf  demselben 
Kreise  bleiben  und  drei  Kreise»  die  mit  dem  ereten  die» 
selben  Durcbschnittspunkte  haben,  berGbren  die  Seiteo 
des  Dreiecks,  so  dass  die  Berührungspunkte  nicht  in 
gerader  Linie  liegen »  so  ist  durch  die  beiden  ersten  auch 
der  dritte  bestimmt« 

Pontelet  wav>  e*  offenbar  mehr  um  die  Aowenddng  ^Hesee 
Sataes  zu  thun«   als  um  die  Entwickelung  der  Beziehuqgeii,.  auf 
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denen  derselbe  beruht*  Er  gibt  dem  einges^Shriebenen  Dreiecke 
eine  nnendlicb  kleine  Bewegung  und  beweist,  dass  die  dritten 
Seiten  eine  Curve  umbiilien,  welche  zugleich  fiir  Kreise  eine  Cm* 
huilungscurTe  sein  müsse,  die  durch  die  Durchschnittspuhkte  der 
gegebenen  Kreise  und  die  jedesmaligen  Berührungspunkte  gehen ; 
and  da  eine  Umhüllungscnrve  der,  durch  die  gemeinschaftlichen 
Punkte  der  gegebenen  gehenden  Kreise  undenkbar  sei,  so  bleibe 
nichts  übrig,  als  dass  alle  jene,  vorläufig  als  verschieden  angenom* 
menen  Kreise  ein  und  derselbe  Kreis  seien,  der  mit  der  Umhul- 
lungscurve  zusammenfalle. 

Ich  habe  mich  bemfibt,  nicht  nur  einen  elementareren  Beweis 
ftr  diesen  Sats  aufzufinden,  sondern  auch  die  eigenthflmlichen 
Beziehungen  und  Verhältnisse  der  Sache  aufzudecken«  Ich  habe 
den  Gegenstand  von  mehreren  Gesichtspunkten  aus  durchforscht 
nad  will  von  meinen  Forschungen  mlttheilen,  was  nir  interessant 
etscheiat 

5. 1. 

Ein  System  von  Kreisen. 

1.  Unter  der  Potenz  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Kreb 
versteht  man  bekanntlich  die  Differenz  des  Quadrats  der  Entfer* 
Bung  des  Punktes  vom  Mittelpunkte  und  des  Quadrats  des  Radius. 
Es  kann  dieselbe  zweckmässig  bezeichnet  werden  durch  Zusam* 
menstetlung  ^tt  Zeichen  des  Punktes  und  des  Kreises  und  durch 
Andeutung  der  Dimension,  die  sie  hat,  z.  B.  (Taf.  II.  Fig.  L): 

Si«  ist^  wenn  der  Punkt  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  dem  Qua- 
drate der  von  demselben  an  den  Kreis  gehenden  Tangente, 
wenn  er  Innerhalb  liegt,  dem  negativen  Quadrate. der  halben,  im 
Punkte  halbirten  Sehne  gleich.  Sie  ist  ferner  das  Product  djw 
Abschnitte,  welche  auf  einer  durch  den  Punkt  gezogenen  Geraden 
«wischen  dem  Punkte  und  dem  Kreise  liegen,  welches  Product 
negativ  SU  nehmen  ist,  wenn  der  Punkt  innerhalb  oder  die  Ab* 
«clinitte  auf  verschiedenen  Seiten  des  Punktes  liegen« 

Auch  die  analytische  Geometrie  liefert  einen  Aasdruck  ffir  die 
PMemiv '  Wenn  man  die  Gleichung  des  Kreises  auf  Null  redueirt 
imd  in  4er  ersten  Seite  derselben  die  Coordinatea  des  Punktes 
gidistituirt;  denn  , 

fBr  den  Coordlnatenwinkel  9 
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ist  nichts  anderes  als  das  Quadrat  der  Eotfemong  des  iPunktes 
(y>^)  vom  Mittelpunkte  (ßfO),^   folglich 

(a^-l5)*+(^-«)*  +  2(y-/5)(a:-«)cos9--r« 
die  Potenz. 

Subtrahirt  man  die  Potenzen  zweier  Punkte  Air  denselben 
Kreis 9  so  verschwindet  das  Quadrat  des  Radius  und  die  Differenz 
der  Potenzen  ist  die  Differenz  der  EntfemnngsqaadFate  der  Punkte 
Tom  Mittelpunkte»  an  deren  Stelle  man  die  Differenz  der  Quadrate 
der  Abschnitte  setzen  kann,  in  welche  eine  Senkrechte  vom  Mit* 
telpunkte  die  Verbindungslinie  der  Punkte  theilt  Fällt  der  Fnss- 
punkt  der  Senkrechten  mit  dem  einen  Ponkte  sasammen,  so  ist 
der  eine  Abschnitt  Null,  und  es  kann  daher  die  Potenz  eines  Punk* 
teB  auch  ausgedrückt  werden  durch  die  Summe  des  Quadrats  des 
von  ihm  auf  einen  Durchmesser  geßlllten  Perpendikels  und  der 
Potenz  des  Fusspunkts  dieses  Perpendikels. 

2.  Es  ist  bekannt  oder  leicht  mittelst  der  letzten  Bemerkung 
zu  erweisen,  dass  alle  Punkte,  deren  Potenzen  in  Bezug  auf  zwei 
Kreise  einander  gleich  sind,  in  einer  geraden  Linie  llegeo,  die 
auf  der  Centrale  senkrecht  steht  und  dieselbe  so  theilt i  dass  die 
Quadrate  der  Abschnitte  dieselbe  Differenz  haben ,  wie  die  Quadrate 
der  Radien.  Diese  Gerade  heisst  die  Potenzlinie  der  beiden  Kreise  und 
enthält  ihre  reellen  oder  imaginären  Durchschnittspunkte.  Die  Ge- 
sammtheitder  Kreise,  welche  dieselben  Durchschnittspunkte  oder  die- 
selbe Potenzlinie  haben,  zoll  im  Folgenden  ein  Kreissystem  heissen. 

Zur  Construction  der  Poteiulinie  zweier  Kreise  dient,  wenn 
sich  dieselben  nicht  schneiden^  der  Satz,  dass  die  drei  Po- 
tenzlinien dreier  Kreise  einen  gemeinschaftlichen  Durchschnitts* 
punkt  haben,  welcher  Satz  eine  unmittelbare  Folge  der  Eigen* 
Schaft  der  Potenzlinie  ist:  durch  einen  dritten  Kreis,  der  beide 
Kreise  schneidet,  findet  man  jedenfalls  einen  Punkt  der  Potenz* 
Unie  der  beiden  ersten,  nämlich  den  Dnrchschnittspunkt  sei* 
ner  Potenzlinien  mit  denselben.  För  zwei  Punkte  ist  die  Potenz* 
Knie  das  auf  ihrer  Verbindungslinie  in  der  Mitte  errichtet«  Per* 
pendikel.  Ffir  einen  Punkt  und  einen  Kreis  ist  sie  die  Halbinii^s* 
linie  der  vom  Punkte  an  deA  Kreis  gehenden  Tangenten  und;  lle^l 
in  der  Mitte  zwischen  dem  Punkte  und  der  Polaren  denselben*  iLiegl 
der  Punkt  innerhalb  des  Kreises,  so  ist  sie  leicht  mittelst  eines 
zu  Hiilfe  gezogenen  Punktes  oder  Kreises  zu  construiren.  Somit 
ist  ein  Kreissystem  durch  zwei  Kreise,  oder  einen  Kreis  und  eine 
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Gerade,  oder  durch  einen  Kreia  nod  einen  Punkt»  oder  dureb  eine 
Gerade  und  einen  Punkt  oder  durch  zwei  Funkte  bestimmt.    Durch 
irgend  einen  Punkt  der  Ebene  ist  fOr  ein  gegebenes  System  ein» 
und  2war  nur  ein  einziger,  Kreis  gegeben ,  der  durch  ihn  hindurch- 
geht.   Sind  die  geroeinschaff liehen  Punkte  des  Systems  reell,   so 
\ai  dies  an  sich  klar.    Sind  sie  Imaginär  und  man  hat  nach  dem 
Obigen   die    Potenzlinie   construirt,    so   gelangt  man  mitteUt  der 
folgenden    Eigenschaft   der    Potenzlinie    zur   Construction    dieses 
Kreises.    Beschreibt  man  um  einen  Punkt  der  Potenzlinie  mit  der 
an  einen  der  Kreise  des  Systems  gelegten  Tangente  einen  Kreis» 
so  schneidet  er  alle  Kreise  des  Systems  rechtwinklig;   denn  an 
alle  Kreise  des  Systems  gehen  von  einem  Punkte  der  Potenzlinie 
gleiche  Tangenten.    Diese,  das  System  rechtwinklig  schneidenden 
Kreise  bilden  ihrerseits  ein  zweites  System ,  das  die  Centrale  des 
ersten  zur  Potenzlinie  hat.    Denn  sind  |i  und  q  ein  Paar  Punkte 
der  Potenzlinie,   üfj»  M^  ein  Paar  Mittelpunkte,    zu  denen  die 
Radien  Ti  ,  r^  geboren ,  und  ist  O  der  Durchschnittspunkt  der  Po- 
tenz- und  Centrallinie  oder  der  Mittelpunkt  des  Systems,  so  sind 
die  Quadrate  der  Radien  rg,  t^  der  um  p  und  <|  beschriebenen, 
das  System  rechtwinklig  schneidenden  Kreise  ausgedrückt  durch 

r,^=qJlf,«-n« 

was  die  Bedingung  für  die  Potenzlinie  ist  fär  die  um  p  und  q  be- 
schriebenen Kreise,  wie 

fär  die  um  üf|  und  M^  beschriebenen,  nnd  beweist,  dass  die  Po- 
tenzlinie der  Kreisje  um  p  und  q  die  Linie  pq  in  O  trifft,  also  die 
Centrale  ist 

Wenn  MiO^Vi,   )aiso  auch  M^O>r^,  so  sind  die  Dni^h- 


Nno  ist 


folglich 
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schoittspunkte  der  Kreise  Mi  und  M%  imagioär;  dairn  aber  ist 
ri>|)0  und  r9>qO«   da 

folglich  sind  dano  die  Durcbschnittspunkte  der  Kreise  ooi  p  «od  <|  reell. 

Im  Folgenden  sollen  die  gemeinschaftlichen  Punkte  des  Systems 
Immer  mit  P  und  Q  und  die  gemeinschaniichen  Punkte  der  das 
System  rechtwinklig  schneidenden  Kreise  mit  i",  Q'  beteicbnet 
werden.     Man  hat 

and  diese  Grosse  soll  ein  f&r  alle  Mal  p*  heissen.  F6r  die  Punkte 
P*  und  Q'  hat  man 

woraus  man  zugleich  sieht,  dass  P'  und  Q'  Kreise  des  Sy^lems 
«lud,  deren  Mittelpunkte,  P"  und  Q'  selbst^  von  p.die.jpintfer- 
nung  pV  — 1  haben  und  deren  Radien  gleich  Null  sind.  Ebenso 
sind  P  und  Q  die  Punkte  desjenigen  Systems,  dessen  Mittel« 
punkte  auf  der  Potenzlinic  liegen. 

Wenn  nun  der  dem  Punkte  A  zugehörige  Kreis  des  Systems 
fGr  den  Fall  construirt  werden  soll,  dass  P  und  Q  imaginär  sind, 
so  sind  P  und  Q'  reell ,  und  der  durch  A  und  P  und  Q!  gelegte 
Kreis  schneidet  den  gesuchten  rechtwinklig,  so  dass  seine  Tan- 
gente in  A  den  gesuchten  Mittelpunkt  auf  der  Centrale  bestimmt. 

3.  Die  Centrale  ist  im  Folgenden  die  Achse  der  x^  die  Po- 
tenzlinie dieAchseder^;  die  Abscisßen  der  Mittelpunkte  ilf,ilft,Afa,.... 
sind  m,  m^ ,  m^t .... ,  die  zugehörigen  Radien  r,  r^ ,  r2>  •—«  und  die  Mit- 
telpunktsentfernungen MMi , ....  sind  bezeichnet  mit  ^i,«...,  so  dass 

«i  — wii=i/i,    m  —  yit2=S92>**" 
Man  hat  dann  ausser  der  Gleichung 

Doch  die  folgenden: 


ri*=rH9i»- 


I* 


die  sich  leicht  durch  Einsetzung  des  Werthes  von  i/i  beweisen 
l^liwni   und  wenn  man  die  eiste  der  Gleichnogen    . 
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mit  9i,  die  zweite  mit  q^  muitiplicirtj  uod  sabtrabirt: 

Man  siebt  leicht,  dass  diessnicbts anderes  ist,  als  der  Stewart* 
sehe  Satz,  angewendet  auf  die  in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  Mb 
Mx»  M2»  von  denen  die  Verbindungslinien  r,  ti,  r^  nacb  P  oder 
Q  gehen,  welcher  Satz  nnn  aber  anch  ffir  den  Fall  nachgewiesen 
ist,  dass  P  und  Q  imaginär  sind. 

Die  gemeinschaftlichen   Punkte    eines   Kreissystems. 

L  Leknatz,  Zieht  man  durch  einen  der  geroeinscbaftlicheo 
Pnnkte  eines  Kreissystems  beliebige  Linien  und  verbindet  die 
Durebscboittspunkteeinei' solchen  Linie  mit  den  Kreisen  des  Systems 
mit  dem  andern  gemeinscbafllichen  Punkte «  so  entsteht  eine 
Reibe  tos  Dreiecken»  welche  denen  der  andern  Linien  ähnlich  sind. 

Denn  die  Winkel  dieser  Dreiecke  sind  die  über  der  gemein- 
schalUichen  Sehne  PQ  stehenden  Peripheriewinkel  oder  ihre  Ne- 
benwinkel, welche  nur  von  den  Kreisen  und  nicht  von  der  Rich- 
tung der  schneidenden  Linie  abhängen.  Wie  z.  B.  auch  QA  (Taf.  IL 
Fig.  L)  gezogen  sei,  der  Winkel  PbQ  und  damit  auch  PbA»  nnd 
der  Winkel  PAh  ist  immer  derselbe,  so  dass  das  Dreieck  PbA 
seine  Gestalt  behält^  wie  auch  QA  um  Q  sich  drehen  mag,  wenn 
nur  i  und  A  immer  mit  denselben  Kreisen  die  Durchschnitts- 
punkte sind. 

Es  folgt  hieraus,  dass  alle  durch  einender  gemeinschaftlichen 
Punkte  gehenden  Linien  durch  die  Kreise  des  Systems  in  densel- 
ben Verhältnissen  geschnitten  werden,  und  da  zu  diesen  Linien 
anch  eine  auf  der  Potenziinie  senkrechte  gebort,  wie  QFG,  fflr 
welche  PF  und  PG  Durchmesser  sind,  so  dass  FGiMiM^ 
=zPFiPM^y  oder 

so  folgt  femer,  dass  die  Abschnitte  der  Linien  sich  verhalten  wie 
die  Entfernungen  der  Mittelpunkte  der  betreffenden  Kreise.  Die 
einander  entsprechenden  oder  durch  dieselben  Kreise  bestimmten 
Pnnkte  auf  irgend  zweien  der  Linien  stehen  in  der  Beziehung  der 
4sbnlidikeit  und  ihre  VerbifediilcsHoiansindTangenten  einer  Parabel 
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2.  Lehrsatz.  Gebt  durch  Jeden  der  beiden  gemeinscbafl- 
licben  Punkte  eine  Gerade ,  AP,  AQ,  so  werden  diese  zwei  Ge- 
raden von  den  Kreisen  des  Systems  in  Punkten  geschnitten ,  deren 
Verbindungslinien  aile  einander  parallel  sind. 

Denn  die  in  den  Durch scbnittspunkten,  t  und  c  z.  B.  mit  dem 
Kreise  M^,  entstehenden  Winkel  Pcb  und  QU  ergänzen  die  Win* 
kel  bQP  und  cPQ  zu  zwei  Rechten  und  sind  daher  Rir  alle  Kreise 
dieselben,  so  lange  die  Linien  AP,  AQ  dieselben  bleiben. 

Die  Tangente  pL  an  den  dnreh  A  bestimmten  Krew,  lo  A, 
gelegt»  macht  mit  den  Linien  dieselben  Winkel 

VAP-AQP=Ath, 

LAQ=:APQ=:Aic, 

• 

und  ist  den  Verbindungslinien  ic  parallel. 

'  Es  ist  bekannt 9  dass  die  Verbindungslinie  des  Durchschnitts- 
puiikts  von  Pi  mit  Qc  und  des  Durcfaschnittspunkts  von  PQ  and 
tc,  der  e  beisse,  die  Polare  des  Punktes  A  filr  den  Kreis  M%  ist 
und  denselben  in  Punkten  schneidet,  B,  C,  welche  die  Berüh- 
rungspunkte der  von  A  an  denselben  gelegten  Tangenten  sind. 
Die  Linien  eA,  tcb,  tCB,  tPQ  sind  harmonische  Strahlen  und 
schneiden  auf  jeder  Geraden,  die  einer  von  ihnen  parallel  ist» 
zwei  gleiche  Strecken  aus.  So  ist  auf  der  mit  bc  parallelen  Tan- 
gente pL 

cp  —  Ap, 

and  auf  der  der  Potenzlinie  parallelen  Sehne  Ag  des  Kreises  ilfg 

Jö  =  Öf. 

Ans  der  ersten  Gleichheit  folgt,  dass  die  Polaren  ^C eines  Punk- 
tes A,  (uT  die  verschiedenen  Kreise  des  Systems,  alle  durch  einen 
festen,  nur  von  A  abhängigen  Punkt  a  geben.  Die  zweite  Gleich« 
heit  führt  zu  einem  Ausdrucke  fSr  die  Potenz  des  Punktes  A* 
Es  ist  nämlich  APQ^  ein  Antiparallelogramm  und 


Ebenso  ist 
also 


W.  AiQ zizlSOf-^ APQ. 
W.  ciQ  =  lt!0^--APQ, 


W.  ^aQ+W.  ^tQz=ilW^, 
und  iQjlb  ein  Kreisviereck,  so  dass 

Ah.AQ:siA^.A9. 
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Das  Prodoct  Ai.AQ  ist  aber  die  Potenz  des  Pupktes  A  Ar 
den  Kreis  M^^  %o  dass  nach  der  eingetthrten  BezeicbDong: 

AK^^^Äb.Ai 

=:Af.AAi 

=2.pe.y, 

wenn  die  Senkrechte  AAi  mit ^  bezeichnet  wird.  Man  bat  so  den  Satz: 

Lehrsatz.  Die  Potenz  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen 
der  Kreise  des  Systems  ist  gleich  dem  Product  der  senkrechten 
EDtfernung  des  Punktes  von  der  Centrato  in  die  auf  dieser  Senk« 
rechten  zwischen  dem  Punkte  und  der  Polaren  desselben  befind- 
lichen Strecke. 

3.  Es  sei  von  A  auf  PQ  das  Loth  AA^  gefallt  und  um  M^ 
ein  Kreis  mit  dem  Radius  r|  des  Kreises  Mi  beschrieben,  auf 
dem  A  liegt;  er  schneide  ^^2  '^^  ^-  Bekanntlich  schneiden  zwei 
gleiche  Kreise  auf  einer  ihrer  Centrale  Parallelen  ein  Stück  ab« 
das  ihrer  MittelpunktsentfernuQg  gleich  ist,  so  dass 

AE=^MiM^ 

Man  lege  um  das  Dreieck  Abc  einen  Kreis,  der  von  AA^  in  D 
geschnitten  werde.    Daon  ist  , 

W.  ADh=zyf.  Act, 

W.  Ad  =W.  iQP, 

und  da  als  Wechselwinkel 

W.  Z)^^  =  W.  AQG. 


80  ist 


folglich  anch 


W.  ADi^W.  DAi=^W, 


W.  AbD^W^ 
ond  AD  ein  Durchmesser  des  Kreises. 

Femer  ist,   als  Peripberiewinkel  über  der  Sehne  (F, 
W.  iPF=W.  iQF, 
also 

W.  >PF=W.  DAi. ' 
TheUXXm.  '  10 
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xmA  da 

so  ist 

Dr.  PbF(S^AbD, 
ADiAh^PFxPb. 

Wegen  AebDiicbkeit  der  Dreiecke 

Dr.  PAicoPGF 

naeb  der  ersten  Nummer  dieses  Paragrapben  ist  ferner 

ÄbiGF^PbxPF, 

also,   durch  Verbindung  der  beiden  Proportionen: 

AD^GF, 

tt^orans  folgt,  da  AE=^\GF^  dass 

AE=ED  =  ]Ujttt^ 

and  dass  £  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  Abc  umschriebenen 
Kreises  ist.    Also   hat  man  den  8atz: 

Lehn  atz.  Verbindet  man  irgend  einen  Punkt  mit  den  ge- 
meinschaftlichen Punkten  des  Systems  und  legt  durch  den  Punkt 
und  die  Durchschnittspunkte  der  Verbindungslinien  mit  einem  Kreise 
des  Systems  einen  Kreis»  so  Ist  sein  Radios  gleich  der  Mittet- 
punktsentfemung  des  geschnittenen  Kreises  und  des  durch  den 
Punkt  bestimmten  Kreises;  und  sein  Mittelpunkt  liegt  im  Durch- 
schnitte eines  diesem  gleichen  und  Jenem  concentrischen  Kreises 
mit  der  auf  die  Potenzlinie  ?om  Punkte  gefällten  Senkrecfaten. .  Per 
Mittelpunkt  bewegt  sich  auf  demselben  Kreise,  wenn  der  Punkt 
A  auf  demselben  Kreise  des  Systems  sich  bewegt  und  der  ge- 
schnittene Kreis  derselbe  bleibt. 

§.  3. 

Die  Potenz  der  Punkte  elftes  Kreises  des  Systems  in 
Bezug  anf  andere  Kreise   desselben« 

Lehrsatt.  Bewegt  sich  ein  Punkt  A  (Taf.  11.  Fig.  1.)  auf 
einem  Kreise,  um  Mi,  so  ist  seine  Poteoe  in  Bezug  auf  einen 
zweiten  Kreis,  um  ilf«,  gleich  dem  Producte  seiner  senkrechten 
Entfernung  von  der  Potenzlinie,  AA^:=zOAi^=ix»  mit  der  doppel- 
ten MittelpanktsentfenuniK»  ^MxM^iss!^,  der  beiden  Kreise;   und 
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svrar  Ist  dies  Prodoct  negatiT  zu  nehm/en»  wen»  "die  Bidttangeüi 
vom  Funkle  nadi  der  Potenzlinie «  AA^,  und  die  Bichtnog  vom 
Mittelpunkte  des  durch  den  Punkt  gehenden  Kreises,  Mx,  nach 
dem  des  zweiten  Kreises,  Ufa,  entgegengesetzt  sind. 

Das  Viereck  QbDA^y    das  bei  A^  und  h  rechte  "Winkel  ha^ 
ist  ein  KreisTiereck,  folglich 

Ab.AQ=zAD.AA^, 

v^oraus  der  Satz  sogleich  folgt,  da  Ah.AQ  die  besprochene  Po- 
tenz ist;  also 

AK^^=AD.AA^ 

In  diesem  Ausdrucke  ist  nichts  mehr  enthalten,  das  von  der  Rea- 
lität der  Punkte  P  und  Q  abhinge,  und  man  könnte  daher  den- 
selben ohne  Weiteres  auch  für  den  Fall  gelten  lassen,  dass  diese 
Punkte  imaginär  sind.  Es  ist  iadess  nicht  schwer,  den  Beweis 
ohne  alle  Rficksicht  auf  die  Durchschnittspunkte  P  und  Q  zu  ffih* 
reo.    Es  ist  (§.  1.  Nr.  1.) 

AK^^=iAAx^^^AxK^^ 

=ri^-r^^+Axai^*^Ax3lt^ 
Nach  Nr.3.S.  1.  ist 

inid,  je  nach  der  verschiedenen  Lage  des  Punktes  A  oder  des 
Punktes  ^i ,  Ist,  der  eingeflihrten  Bezeicbnung  gemäss, 

wo  fiii,  m^  negativ  zu  nehmen  sind,  wenn  die  Mittelpunkte  Mx9  M% 
auf  die  negative  Seite  von  O  hinubertreten.  Üie  Verschiedenheit 
der  Vorzeifchen  ist  gleichgültig,  da  von  A^M^  und  A^Mx  nur  die 
Quadrate  vorkommen«    Durch  Einsetzung  dieser  WerAe  erhält  man 

s=:(m|*^i]i«).2d? 
=2^4?. 

Wenn  man  sich  der  CirDasen  q  und  m  bedieiit»  «o  ist  weiter  beuie 

10  • 
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ZeichenbestiinmuDg  notbweiidig,    da  diese  GrSBuen  das  Zeichen 
schon  in  sich  enthalten »  man  hat  nur  festzahalten ,  dass 

und  dass  iHi ,  m^  die  Abscissen  der  Mittelpunkte  .slud. 

Die  analytische  Geometrie  kommt  dorcb  eme  ^hife^e  Sub- 
traction  zum  Ziele,  denn  nach  1.  $.  1.  ist 

unter  y,  x  die  Coordinaten  des  Punktes  A  verstanden.    Es  ist  aber 
also 

=2(mi— i»«)a:. 

Anmerkung.  Dieser  Satz,  der  meines  Wissens  noch  nicht 
als  selbstständiger  Satz  aufgestellt  worden  ist,.  So  leicht  und  ein- 
fach  er  sich  auch  darbietet,  ist  in  der  That  wichtiger,  als  es  auf 
den  ersten  ßlick  scheinen  mag.  Die  folgenden  Untersuchungen 
werden  das  htnUnglich  darthun.  Ich  will  aber  schon  hier  einige 
Anwendungen  desselben  geben,  um  seine  Wichtigkeit  auf  dem 
Gebiete  der  Elementarmathematik  zu  zeigen  und  seine  Aufnahme 
in  die  Lehrbucher  zu  empfehlen.  In  allen,  die  mir  bekannt  sind, 
findet  sich  die  Bedingungsgleichung  zwischen  den  Radien  und  der 
Mittelpunktsentfernung  der  Kreise,  welche  ein  und  demselben 
Dreiecke  ein-  und  umbeschrieben  sind.  Man  vergleiche  di^  ver- 
schiedenen Beweise,  welche  filr  diese  Relation  gegeben  sind,  mit 
dem  folgenden,  in  welchem  dieselbe  fast  als  unmittelbare  Folge 
des  in  Rede  stehenden  Potenzensatzes  erscheint.  Es  ist  leicht 
zu  zeigen,  wenn  es  nicht  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  soll, 
dass  der  Mittelpunkt  M^  des  dem  Dreieck  ABC  (Taf.  11.  Fig.  2.) 
eingeschriebenen  Kreises  auf  einem  Kreise  liegt,  der  die  Mitte  N 
des  die  Sehne  BC  umspannenden  Bogens  des  umschriebenen 
Kreises  K  mit  dem  Mittelpunkte  M  zum  Mittelpunkte  und  ßiB=:]SC 
zum  Radius  hat.  Denn  AMi,  BMi,  CMi  halbiren  die  Winkel 
des  Dreiecks,  so  dass  AMi  durch  N  gebt,  und  es  ist 
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=:iBAC+iABC+lBAC^iACB 

=  %(P+iBAC. 

Der  halbe  Centriivinkel  des  Bogens  BQC,  der  dem  Peripherie- 
Winkel  im  entgegeogesetzten  Bogen  Aber  BC  gleich  ist, 

W.  QNC  =  90ß  +  NPC 
=  9(P+iBAC, 

so  dass  der  Bogen  über  BC  den  Winkel  90^+iBAC  oder  BMiC 
fasst  Ist  nan  MiD  auf  £tC  senkrecht»  so  ist  die  Potenz  MiK^ 
des  Punktes  Mi  für  Kreis  K  einerseits 

andererseits 9  nach  der  La^e  des  Punktes  Mi, 

MiK^=-^2MiD.MN, 

zko,  MMi=:d,  M.N:=zr,  MiD,  das  offenbar  der  Radius  des  ein- 
geschriebenen Kreises  ist»  =zq  gesetzt. 

Als  zweites  Beispiel  der  Brauchbarkeit  des  Satzes  dieseli  Pa- 
ragraphen ffihre  ich  die  Inhaltsformel  des  Dreiecks  aus  seinen  drei 
Seiten  an,  fflr  welche  Castillon  einen  Beweis  in  der  rein  geo* 
metrischen  Weise  der  Griechen  gegeben  hat  (s.  b.  B.  Jacobi's 
Ton  Swinden  Nr.  400.  Anm.  3.),  der  durch  jenen  Satz  bedeutend 
abgekürzt  wird,  so  dass  er  nun  auch  den  algebraischen  Beweis 
au  KGrze  übertrifft. 

^/(C  (Taf.  IL  Fig.  3.)  sei  das  Dreieck»  und  es  seien  um  C 
und  B  mit  CA  und  BA  Kreise  Ki,  K  beschrieben,  welche  auf 
BC  die  Punkte  £f,  G  und  E,  F  bestimmen.  Das  Perpendikel 
AD  ist  die  Potenzlinie  dieser  Kreise.  Nach  dem  in  Rede  stehen- 
den Satze  ist 

EKi^z=z-^2.ED.BC, 

FÄi*=     2.FD.Ba 

Es  ist  aber  auch  nach  l.  $.  L: 

EKi^^-^EG.EH, 
FKi^=     FG.FH; 


folglich 


EG.EB^2.ED.BC, 
FG.FB=2.FD.BC; 
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uDd  da,  nach  bekaootem  KreüwaUe, 

ED.FDz=:AD^, 

80  erhält  man  dnrch  Multiplication 

EG.EH.FG.FH=^,Am.BQ^ 

=  16.(Dr.  4ÄC)«. 

Setzt  man  BC^a,   AB^c»   AC=^b,    so  ist 

FG=a+c-6, 
EG-ö  +  c-^a, 
HE^za  +  b-^e, 
also 

Dr.  i<ÄC=jV(a+6+c)(— a  +  6  +  c)(a-6+c)(a+6-c). 

5.4. 
Die  Tangenten   des  Systems. 

1.  Pfir  jede  gerade  Linie  gibt  es  im  Allgemeinen  svrei  Be- 
rfihrangskreisOi  deren  Berührungspnnkte  in  gleicher  Entfemong  Yon 
der  Ptrten^Hoie  liegen.,  so  dass  also  (2.  §.  2.)  der  eijie  der  gemein^ 
schaftitche  Durchschnittspunkt  der  Polaren  des  anderen  filr  die 
Terschiedenen  Kreise  des  Systems  ist  Da  ndmlieh  der  Punkt, 
in  welchem  die  Gerade  die  Potenzlinie  schneidet,  ffir  alle  Kreise 
des  Systems  gleiche  Potenz  haben  muss,  so  li^en  die  BcrOk- 
rungspunkte  auf  dem  um  diesen  Punkt  beschriebenen  Kreise,  der 
die  Kreise  des  Systems  rechtivinklig  schneidet.  Ist  HL  (Taf.  IL 
Fig.  L)  die  Linie,  so  sind  Mi  und  Vti  die  Mittelpunkte  der  Be- 
rührungskreise und  A,  a  die  Berührungspunkte,  so  dass 

Sind  die  Punkte  P,  Q  imaginär,  so  sind  die  beiden  Berfihrungs- 
kreise  immer  reell;  einer  derselben  verwandelt  sidi  in  da» System 
der  unendlich  entfernten  Linie  und  der  Potenzlinie,  wenn  die  Ge- 
rade der  letzteren  parallel  ist  und  ihr  Einschnittspunkt  p  in  die- 
selbe im  Unendlichen  liegt,  so  dass  der  eine  Berührungspunkt 
ebenfalls  im  Unendlichen  liegt,  während  der  andere  sich  in  der 
Centrailinie  befindet,  in  welche  der  rechtwinklig  schneidende  Kreis 
übergeht.    Sind  die  Punkte  P,  Q  reell,   so  fallen  die  beiden  Be- 
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ribniagifar«Ui#  in  eine»  zvä^aa^n,  wenn  die  Linie  dnfch  eioM 
diewr  Pnnkte  gebt,  in  dem  sieh  dann  noch  dieß«fAhnuig«pluiicte 
Tereinigen;  beide  werden  imaginär,  weno  die  Linie  di»  SlKcke 
PQ  schneidet. 

2.    Lehrsatz.    Wird  eine  Sehne  eines  der  Kreise  von  eioem 
andern  berührt,  wie  HL  (Tar.  II.  Fig.  1.)  in  A  oder  auch  in  h,  so 
wird  dieselbe  durch  den  BerOhrungspnnkt  in   Strecicen    getheilt, 
welche  sich  verhalten  wie  die  Quadratwurzeln  aus  den  Entfemun«  . 
gen  HH^,  LL^  der  Endpunicte  der  Sehne  von  der  Potenzlinie:     ' 

AL:AH:^\rLEt:V^BB^, 

aL.aH^  STTL^x  STWÜ' 

Denn  nach  §.  3.  ist 

Amz=z'lHH^,MM^, 
AL^=:2LL^  .MM^, 
aL^  =2LL^.Mmi, 
aH^=2HH^.Mmi. 

Es  folgt  aus  diesem  Verhalten  unmittelbar,  dass 

AL:AH=aL:aH, 

oder  dass  die  beiden  BerShrungspunkte  mit  den  Endpunkten  der 
Sehne  vier  barmoniscbe  Punkte  bilden. 

Die  Bestimmung  der  BerOhrungspunkte  einer  gegebenen  Sehne 
ist  sehr  leicht,  und  die  folgenden  Betrachtungen  führen  zu  eKier 
einfachen  Bestimmung  der  Tangente  Aa  und  des  zweiten  ^ertlh- 
mngspunktes  a,  wenn  der  erste' ^  gegeben  ist.  Dazu  dienen  fol- 
gende Sfttze: 

Lehrsatz.  Die  Entfernung  des  Berührungspunktes  von  der 
Potenzlinie  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den  Entfemun* 
gen  der  Sebnenendpuukte  von  der  Potenzünie. 

AA^^zzzHff^.LL^, 

denn 

pA^=zpB.pL 

und 

pAiAA^=ipH:HH^, 
pA :  AA^  =  pL :  LL2* 

Lehnats.    Die  Tangente  pA  (oder  pa)  verhält  sich  zur  Ent- 
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ferpang  des  Befühniiifi^spnnktes  tm  der  Petendiaie  wie  der  Redns 
Tx  (oder  ti)  des  berfihrten  Kreises  M^  (oder  Bfi)  zur  Entferwiiig 
des  Berulirungspankts  vou  der  CeDtrallioie:! 

da  die  Dreiecke  ApA^  und  AMiAi ,  deren  Seiten  auf  einander  senk- 
recht stehen,  Aifi  auf  AM^^  ipAg^  auf  MiA^,  A^A  auf  AiA^  einan- 
der ähnlieh  sind.    Ist  AA^z=,Xf    AAi^^y,    »o  \bX 

y 

Lehn  atz.  Zwischen  den  BerQhrungspunkten  A  und  a  bat 
man  die  Beziehung,  dass  das  Product  ihrer  Entfernungen  von  der 
Centrallinie  AA^^aai  gleich  ist  der  Potenz  eines  der  Fusspunkte 
Ai »  01  dieser  Entfernungen  in  Bezug  auf  irgend  einen ,  das  System 
rechtwinklig  schneidenden  Kreis;  oder,  wenn  man  einen  der  ge- 
meinschaftlichen Punkte  des  Systems,  P,  Q,  zu  diesem  Kreise 
wählt,  gleich  dem  Quadrate  der  Entfernung  eines  der  Fusspunkte 
von  einem  dieser  Punkte: 

aOi.AA^  =aiP2. 

Sind  P,  Q  imaginär,  so  kann  man  die  Punkte  P' ,  Q*  des  Systems 
benutzen  und  hat 

aai .  AAi:=:aiP' .OiQ' . 

Beweis.  Dass  ai,  sowie  überhaupt  ein  Punkt  der  Centrate 
in  Bezug  auf  alle  rechtwinklig  schneidenden  Kreise  dieselbe  Potenz 
hat,  folgt  aus  §.  1.  2.  oder  daraus,  dass  für  diese  Kreise  die  Ceo- 
trale  die  Potenzlinie  ist.  Der  um  den  Mittelpunkt  p  beschriebene 
rechtwinklig  schneidende  Kreis  hat  pA  zum  Radius,  aA  zum  Durch- 
messer und  schneidet  Oüi  in  a  so,  dass  W.  oaA  ein  rechter^  Aa  \\*Aiai, 

also 

aia^=  AiAf 

woraus  nun  die  obige  Behauptung  unmittelbar  folgt,  da  die  Potenz 
des  Punktes  a^  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  a^a.ttia  ist. 

Ist  «02=^1»  <<<^i=yi»  ^o  l>&t  man        . 

und  zur  Bestimmung  von  yi : 

yiy=AiP^ 


f 
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» 
Die  Strvoke  6|), '  weMbe  41»  TangoDte  tod  Av  PftteRslW* 
abschneidet,  ist  swischen  y  und  jfi  das  sritbroefische  Mittel»  4* 
00x^=0 A^,  also 

-         2y         • 


und  da 


3.  Lehrsatz.  Werden  die  Selten,  eines  Dreieclcs,  das  eiuein 
Kreise  ^es  Systems  eingesehrieben  ist«,  von  Kreisen  de&  Systems 
berfiliirt^.so  liegen  von  den  sechs  Berfihrqngspankten  Fißrmal  drei 
in  geradec  Linie,  während  jedesmal  die  drei  übrigen  mit  d^  Eck^p 
des  Dreiecks  auf  Strahlen  eines  Punktes  liefen. 

Ist  ABC  ^hB  Dreieck,  das  man  sich  leicht  ohne  Figur  vor- 
stellen  kann;  sind  AA^^  BB^,  CC^  die  Entfernungen  der  Ecken 
von  der  Potenzlinie,  D  der  Beräbruhgspnokt  eines  Kreises  mit  AB9 
E  mit  BCs  F  mit  CA\  gi^  g^,  V8.^>^  Entfernungen'  der  Mittel- 
punkte dieser  drei  Kreise  vom  Mi^ttelpunkte  des  ABC  umschrie- 
benen^ so  ist  nach  $.3.:  >..>.'. 

Aü^z:z2qi.AA^, 
BD^=z2q^.BB^^      . 
B&=:2q2.BB^, 

CF«=2y5.CCa. 
AF^;=ig^.AA^; 


woraus  firigt: 


AD^.B&.  CF^^AF^.CE^.BD^, 


welches  die  Bedingung  daffir  ist,  dass  entweder  Z>«  J5,  F  In  ge- 
rader Linie  Hegen;  oder  dass  CD,'AE,BF  sich  in  denutelbeo 
Punkte  treffen. :  Zugleich  fdgt  aus  der  harmonischen  Lage  der 
beiden  für  eine  Seite  mdglicfaen  Berfihrungsponkte  gegen  die  Sndr 
pmikte  der  Seite,  dass  wenn  flBr  drei  Bertihmngspunhte  D,  E,  F 
der  ein«  d^r  beiden  fälle  stattfindet,  uudman  TertatiscUldenPonkt 
D  s.  B.inlt  dem  anderen  Bertthrnngspuakle  IK  der  Seite  iiB>  dann 
fär  ly,  £5  F  der  zweite  Fall  eintreten  miss.    EcschOpftiman  durth 
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FörMtzahg  der  V^rtauscfanng  ftlle  ml^icheB  FflUe,   so  gelangt 
man  zm  dem  aufgestellten  Satze, 


i.  5. 
Besiehang  der  Kreise  des  Sysfems  aufeinander. 

Lehrsatz.  Die  Punkte  eines  dem  System  angehorigen  Krei- 
ses haben  die  gemeinsame  Eigenschaft,  dass  ihre  Potensisn  in 
Bezug  auf  ein  Paar  feste  Kreise  des  Systems  ein  bestimmtes  Ver- 
hältniss  haben,  das  dem  Verhältniss  der  Mittelpunktsentfemungen 
gleich  ist;  und  alle  Punkte,  deren  Potenzen  fiär  zwei  Kreise  ein 
bestimmtes  Verhältniss  haben,  liegen  auf  demselben  Kreise  des 
durch  jene  bestimmten  Systems, 

Es  etgibt  sich  dar  directe  Satz  unmittelbar  aus  $.-3.  Sind 
K,Mi,K2  die  Kreise,  M,  Mi,M^  ihre  Mittelpunkte,  A  ein  Punkt 
des  Kreises  K,  x  seine  Entfernung  von  der  PotenaUoie,  so  ist, 
MMx  =  qx ,  MM^  ±:  q^  gesetzt : 

AK^^.AK^^^q^.q^, 

ein  Verhältniss,  das  von  dem  Punkte  A  unabhängig  und  allein  durch 
die  gegenseitige  Lage  der  Mittelpunkte  bestimmt  ist,  und  zwar 
nicht  nur  der  Grosse,  sondern  auch  dem  Zeichen  nach.  Es  Ist 
positiv,  wenn  die  Richtungen  MMi,  MM^  dieselben,  negativ, 
wenn  sie  entgegengesetzt  sind.  Atis  >die8er  vollkommenen  Be- 
stimmtheit des  Verhältnisses  ergibt  sich  sogleich  die  Cmkehrung 
des  Satzes;  dass  nämlich  alle  Punkte,  deren  Potenzeoverhältniss 
in  Bezug  auf  zwei  boMtimmte  Kreise  dasselbe  ist,  auf  demselben 
Kreise  des  Systems  liegen  müssen ;  denn  es  ist  nur  ein  einziger 
Kreis  des  Systemes  möglich,  fCir  den  dies  Verhältniss  stattfindet» 

FCr  zwei  gteicbe,  aber  entgegengesetzte  Potenzen  Verhältnisse 
bilden  die  Mittelpuokte  vier  harmonische  Punkte. 

•  .  ' Haas  die  Potenzlitoie  ds  einer  der  Kreise,  der  seinen  Mittel' 
punkt  im  Unendlichen  hat,  zu  betrachtea  ist,  zeigt  sich  hier  «ehr 
Uar':  das  Potensenverhiitniss  ihrer  Punkte  in  Bezog  auf  Irgend 
tf  n  Patt'  Kreise  ist  ssl;  und  zwar  ist  die  unendliobe  JCatferswg 
des  Mittelpunktes  der  einaige  Fall,  flir  welchen  das  Poteasen¥e^ 
hiUtais(»»*f]  vretd^a  kana,  --<I  wird  es.  w«iifi  der  Mittdpjsnkt 
IT  die  Strecke  J^JT«  halbirt 
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FSUt  der  MittelpuDk«\V  Mt  eioan  i6i  beiden  Aebnlichkeits- 
pnnkte  der  f[reise  ilf|  und  ilf^  zusammen,,  ao  ist  das  Potenzep- 
TerbäftDiss  dem  TerhSltniss  der  Radien  r|:r2  gleich,  und  zwar 
+  (ri:ra)  für  den  Susseren»  —(riir^)  für  den  inneren  Aehnlich- 
keitspaokt. 

Gebt  aber  der  Kreis  um  Jf  durch  einen  der  Aebolicbkeits- 
punkte,  so  ist  das  Potenzenverhftltntss  gleich  dem  Verbältnisse 
der  Quadrate  der  Radien,  da  die  vom  Aebnlich|ceitspunkte  aus- 
gehenden Tangen W  sieb  wie  die  Radien  verhalten.  t)a  dies  so 
gut  für  den  einen ,  wlö  filr  detf  ändern  Aebniiehkeitspankt  der  Fall 
ist,  so  folgt,  dass  beide  anf  demselben  Kreise  des  Systeroes  lie- 
gen, der  also  seinen  Mittelpunkt  in  der  Mitte  zwischen  ibnen  hat 
Sind  ABl  »nd  AB^  Tangenten  von  A  an  Ki  und  JST^, '  ittid  litt, 
Mras  man  sieb  leicht  ohne  Figur  vorstellen  kann, 

ABiiAB^^^^r^ir^ 

•    ^stByMiiB^M^, 

80  rnuss^   da  W.  ABiMi  =  Aß^^  rechte  sind, 

Dn  ABiMiOoBr.  AB^M^y 

und  die  halben,  also  auch  die  ganzen  Winkel,  welche  die  an  jeden 
der  Kreise  gebenden  Tangenten  bilden  >  sind  gleich  > 

W.  ilfi^Bi  =  M^AB^, 

d.  b.  die  von  den  Punkten  des  Kreises,  der  die  Strecke  zwischen 
den  Aehnlicbkeitspunkten  zum  Durchmesser  hat,  an  den  Kreis  K^ 
gebenden  Tangenten  bilden  mit  einander  denselben  Winkel  wie 
die  an  den  Kreis  K^  gebendem»  oder  der  erste  Kreis  ist  der  Ort 
der  Punkte,  von  welchen  aus  die  beiden  andern  Kreise  «uter 
gleichen  Winkeln  gesehen  werden. 

Zwei  Gerade,  welche.denseJben  Berührun^skreis  haben, 

1.  Le^hnatz.  Sdineidel  eine  Gerade  eines  der  drei  zuge- 
ordneten Sditenpaare  eines  Kretevierecks  unter  gleichen  Winkeln, 
so  schneidet  sie  auch  ^ie  beiden  anderen  Paare  unter  gleichen 
Winkeln,  und  es  haben  die  drei  Strecken,  welche  zwischen  einer 
Ecke  und  der  Schneidenden  liegen  i*  für  alle  vier  Ecken  dasselbe 
Terbältniss. 

Es  werde  (Taf.  II.  Fig.  4.>^^  das  Seitenpaar  AB,  CD,  welche 
Seiten  sich  in  E  kreuzen,  in  a  und  c  geschnitten,  so  dass 
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W.  JSa^bW.  Eca. 

Die  Winkel  Cef  und  Gfc,  unter  welchen  die  rageordoeten  Seiten 
BD  und  CA  geschnitten  werden«  bestimmen  sich  mittelst  der 
gleichen  Peripheriewinkel  BAC  und  BDC,  so  dass 

W.  Gef=W,  JB«e-W.  BAC, 
W.  6fesW.  ae— W.  BDC, 

sind  also  einander  gleich.    In  ähnlicher  Weise  ist 

W.  Fdli=W.  üad— W.  ÄID, 
'       W.  F^=rW.  Cca-^W.  DCF, 

alao  auch  W.  F^(  =s  W.  F^2)^  womit  erwiesen  ist,  dass  aiich  die 
anderen  Seitenpaare  nnier  gleichen  Winkeln  geschnitt^i  werden. 
Die  Gleichheit  der  Verhältnisse  der  abgeschnittenen  Stflcke  folgt 
aus  der  Beschaffenheit  der  Dreiecke,  deren  Seiten  sie  sind,  welche 
Dreiecke  entweder  in  zwei  Winkeln  übereinstimmen  oder  in  einem, 
dann  aber  ein  Paar  andere  Winkel  haben ,  die  sich  zu  zwei  rech- 
ten ergänzen.  In  beiden  Fällen  haben  die  den  betreffenden  Win- 
keln gegenfiberliegenden  Seiten  gleiches  Verbiltniss.  In  den  Drei- 
ecken Aat,  Bftf,  Cct,  Dci  ist 

W.  Jae  =  180o-.j?af 
=  1800— Cce 
=  Dcf/ 

W.  Ata=iBfa 
^Ctc 

rolglich 

AaiAt=^Ba'.Bi 
=  Cc:Ce 

In  den  Dreiecken  Aa^,  Bab,   Cct,  Dc^  ist 
W.  Aa^=zlS09—B(f» 

=  I8(y>-Drt, 

W.  A^a—Bba 
=  Cbc 

folglich 
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:=Dc:Dp 

nod,  sivsammengezogen: 

Aa:At:A^  =  Ba:Bf'.Bi 
znCtiCtiCb 

Ds  die  Linien,  ««reiche  ein  Kreisviereck  'm  der  Terlängteo  Art 
Mbneiden,'  den  ttalMrungslinlen  der  Winke)  bei  E,  G^  F  parallel 
sm  mfissen>  so  folgt,  dass  es  für  jedes  Viereck  zwei  Rielitfingen 
gibt,  welche  die  Schneidende  haben  kann,  während  zugleich  sich 
ergibt,  dass  die  Ualbirungslinien  der  durch  die  Paare  sugeordn^ 
ter  Seiten  eines  Kreisrierecks  gebildeten  Winkel  einander  paral« 
lel  sind. 

Wenn  zwei  benachbarte  Punkte,  z.  B.  Cund  D,  des  Vierecks 
in  einen  zasammenfaHen,  so  fallen'  auch  ADxtnd  AC,  BD  und  BC 
xnsannnen  und  CD  geht  In  eine  Tangente  den  Kreises  über.  Die 
Winkdbezieirangen  des  Vierecks  aber  erhalten  sieb  u«id  der  fiMz 
bebSlt  seine  GiiNlrgkert:  es  gibt  noch  k\^i  Riohtimgeii,  In  welchen 
zirei  Seiten  des  Dreiecks  sowohl,  als  die  dritte  Seite  und  die  Tan* 
gente  in  dem  gegenüberliegenden  Punkte  unter  gleichen  Winkeln 
nnd  so  geschnitten  werden,  das$  von  den  Dreiecksecken  propor- 
tionirte  Stücke  ausgehen.  Denkt  man  sich  CD  als  Tangente  in 
C,  so  föllt  A^  mit  Ae,  Bf  mit  ßb  zusammen  und  Ct  und  Cb 
sind  einander  gleich. 

2.  Die  Anwendung  auf  Kreise  ist  einfach.  Durch  a  und  c  ist 
ein  Kreis  bestimmt,  der  Aß  und  CD  in  diesen  Punkten  berührt. 
Ebenso  sind  e  und  f  die  Berührungspunkte  eine/«  Kreises  für  die 
Linien  AC  und  BD,  b  und  ^  die  Berührungspunkte  eines  Krei- 
ses für  die  Linien  AD  und  ßC.  Für  diese  Kreise  sind  Aa'^,  At\ 
A^^  die  Potenzen  des  Punktes  A-,  B<fl,  Bf^,  Bb^  die  Potenzen 
des  Punktes  B  und  so  fort.  Da  nun  die  Verhältnisse  dieser  Po- 
tenzen einander  gleich  sind,  so  folgt  ans  §.5.,  dass  alle  ?ler 
Punkte  A,  B,  C^  D  einem  Kreise  angeboren  ralissen,  der  durch 
die  Durchschnittspimkte  des  ersten  und  zweiten  sewoU^  wie  «les 
zweiten  und  dritten,  nnd  des  ersten  und  dritten  jener  drei  Kreiae 
gebt;  ond  da  ein  Kreis  mit  einem  anderen  nur  zw^l  Rnpkte: gemein 
haben  kann,  so  folgt,  dass  die  DnrchBchnlttspanhte  des  durch 
A^  B,  C9  D  gehenden  Kreises. mit  dem  eioeita  jener  drei  Kreise 
anch  die  mit  den  aodef«B  sein  mfisMn»  oder  dass  alle  vier  Kreise 
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demselben  Systeme  angeboren.    Aob  dessen  Betraehtongen  erge- 
ben sieb  unmittelbar  die  folgenden  Sätze: 

1)  Wenn  ein  Paar  zugeordnete  Seiten  eines  Ereisvierecks  voo 
einer  Geraden  anter  gleichen  Winkeln  geschnitten  werden  y  so  sind 
die  Durchschnittspunkte  der  Seitenpaare  die  Beruh rnng^pniikte  der 
Seiten  mit  Kreisen,  welche  mit  dem  gegebenen  Kreise  zu  dem- 
selben Systeme  geboren. 

Wenn  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  von  einer  Geraden  unter 
gleichen  Winkeln  geschnitten  werden ,  so  wird  auch  die  dritte 
Seite  oder  die  Grundlinie  mit  der  ja  der  Spitze  an  den  um^dirie- 
betien- Kreis  gelegten  Tangente  unter  gleichen  Winkeln  geifchnit« 
ten«  und  die  Durcbscboittspunkte  sind  die  Berührungspunkte  mit 
Kreisen  4  welche  mit  dem  umschriebeneo  Kreise  zu  demselben 
Systeme  gebSren. 

%  Legt  man  in  den  Durchschnittspunkten  zweier-:  Kreise  mit 
einer  Geraden  Tangenten  an  dieselben,  so  liegen  die  vier  Durch- 
Schnittspunkte  je  zweier,  di6  nicht  demselben  Kreise  angehGren, 
äUf  ekiem  Kreise  des  durch  die.  gegebeoM  Kreise,  bestimmten 
Systems.  1^%A  dritte  Seitenpaar  des  e|itfi|t(tndeBep  Viere4;ks  wird 
ebenfalls  ton  einem  Kreise  des  Systems  berObjrt  un4  die>  Berfih- 
nmgspwibte  liegen  auf  der  schneidenden  .'Geraden^. 

Geht  eine  der  Tangenten  des  einen  Kreises  durch  den  Treff- 
punkt der  Tangenten  des  andern,  so  geht  das  Viereck  in  ein  Drei- 
eck über  und  die  in  Rede  stehende  Tangente  berührt  zugleich 
den  dem  Dreieck  umschriebenen  Kreis  in  der  Dreiecksecke,  durch 
weiche  sie  geht 

3)  Hat  man  drei  Kreise  AT,  jff^,  K^  eines  Systems  und  legt 
von  einem  Punkte  des  Kreises  K  an  Kx  und  K%  eine  Tangente, 
so  muss  es  auf  dem  Kreise  K  noch  einen  Pupkt  geben,  von  wel- 
chem an  K^  eine  Tangente  geht,  die  die  an  JP|  gelegte,  uiid  eine 
an  Kx ,  die  die  an  A'a  gelegte  auf  dem  Kreise  K  schneidet.  Die 
Berührungspunkte  findet  man  mittelst  der  Verbindungslinie  der  Be- 
riihrungerpunkte  der  erstgelegten  Tangenten. 

4)  Haben  zwei  Sehnen  eines  Kreises  K  eines  Systems  eiiien 
gemeinschaftlicheo  Beriihrungskreis  und  man  vollendet  das  Vier« 
eok,  von  dem  sie  gegenüberstehende  Seiten  sind,  so  haben  auck 
die  anderen  Setlecpaare  gemeinscfaaftlicfae  Berühningskreifle,  deren 
Beidfamngapunkte  auf  der  Verbindnngsiinie  der  Berührungspunkte 
Aar  i^egebenen  Sehnen  liegen.  Haben  die  Sehnen  einen  gemein- 
aobaßlichen  Endpunkt,  so  tritt  die  Tangente  in  diesem  an  die 
Stelle  det  einen  Vieceeksseite  nnd  hat  wt  der  Verbindungslinie' 
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dtr  attdiro  Endpunkte  der  Sebnao  leia^n  goneiosdiaOlidie^  Be^ 
rihnisgskreis. 

,  Anmerkubg.  Die  analytische  Geometrie  beweist  dten  in  die- 
sem Paragraphen  für  Kreise  abgeleiteten  Satz  auf  sehr  elegante 
Weise  für  Kegelschnitte  überhaupt.  Es  seien  unter  P,  Q,  R,  S,  T 
gerade  Linien,  unter  den  Symbolen  ;9=0,  9=0,  r=0>  9=^0,  t=0 
ihre  Gleichungen  in  Bezug  auf  irgend  ein  System  von  Parallel- 
coordioaten  verstanden,  und  es  mögen  a,  ß  Irgend  welche  Con- 
staote  bedeuten.    Dann  sind 

rs.ßyzfi 

£e  Glelchmigen  von  Kegelschnitten ,  deren  erster  die  Linien  P,  -Q 
m  ihren  Durchschnittspunkten  mit  der  Geraden  T,  deren  zweite 
die  Linien  12,  S  in  ihren  Durclischnittspunkten  mit  derselben  Ci^ 
reden  T  ber((hrt.  Durch  Subtracüon  der  beiden  CHeichnngen  er- 
hitt  man  die  Gleichung  eines  neuen  Kegelschnitts,  der  durch  die 
Dnrchschnittspunkte  der  beiden  ersten  geht.    Diese  Gleichung  ist 

welche  durch  p=0  und  r=0;  pt±:0  und  «=0;  9^=0  und  rtssO; 
9=0  und  «=-0  erfiillt  ist,  also  einen  Kegelschnitt  bedeutet,  auf 
dem  sich  die  nicht  demselben  der  ersten  beiden  Kegelschnitte 
angehorigen  Tangenten  P  nnd  /2,  P  und  <S,  Q  und  ß,  Qund  S 
schneiden. 


§.7. 
Die  Berübrungskfeise  eines  gegebenen  Kreisvierecks. 

1.  Lehrsatz.  Wenn  ein  Kreisviereck  ABCB  (Tat II.  Fig.  4.) 
gegeben  ist  and  eine  Gerade  aefc^d,  welche  die  zugeordneten  Sei- 
ten unter  gleichen  Winkeln  schneidet,  bewegt  sich  parallel  mit 
sich  selbst,  so  bewegt  sich  die  Potenzlinie  der  Kreise,  welche 
die  Seitenpaare  des  Vierecks  in  den  Durchschnittspunkten  mit  der 
Geraden  berdhren,  als  Tangente  einer  Parabel. 

Die  Tangenten  einer  Parabe^  haben  die  Eigenschaft,  dass 
irgend  zwei  derselben  von  den  übrigen  proportionirt  geschnitten 
««den.  Zu  den  Befiihningskreisen  der  Lini«,.^£  v^aiDE  g^. 
itki  aaeh  der  Pnnkt  K  Die  PoteiMlni^  desselben  in  Bezog  auf 
den  dem  Vitseck  umschiiebeneii  Kr^is  mit  d^  Jifittelpank^  iM^ 
die  man  »ich  leicht  ohne  Zeichnoog  vorstellen  kann, .  u^  ^  Po- 
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lare  FG  diese«  Pmiktes  parallel,  in  der  hatben  Eiilferna»9  van  £» 
oder  sie  ist  die  Halbiroogslinie  der  Seiten  GEy  EF  des  Dreiedcs 
EGF;  sie  möge,  durch  p  bezeichnet  werden.  Es  sei  ferner  Mi' 
eic^e  Senkrechte  vom  Mittelpunide  M  auf  die  Halbirungslinie  des 
Winkels  ^£Z>  und  a' ,  c'  die  Berührungspunkte  des  Kreises,  der  e' 
aum  Mittelpunkte  hat.  Die  in  der  Figur  nicht  gezeichnete  Pptenz- 
Iinie  dieses  Kreises  mit  dem  Kreise  um  M  sei  durch  p'  bezeich- 
net. Die  Potenzlinien 9  welche  die  Kreise  um  b,  £1,...^,  deren 
Berührungspunkte  a  und  t,  «i  und  Ci,....  seien,  mit  dem  Kreise 
um  M  erzeugen,  niOgen  p  in  den  Punkten  p,  |>|,....  und  p'  in 
den  Punkten  p',  P|',  pj y,.,,  schneiden.  Da  nun  die  Potenslinien 
dreier  Kreise  denselben  Durchschnittspunkt  haben,  so  muss  die 
Potenzlinie  des  Punktes  E  mit  dem  Kreise  uro  6  dorch  p,  mit  dem 
fi^eise  um  £1  durch  Pi,....  gehen.  Diese  Potenzlinien  sind  ein* 
ander  parallel,  nämlich  senkrecht  auf  der  Centrallinie  ££C|^.*.., 
u<id  Mbiren  die  von  E  an  die  I^reise  gehenden  Ti^genten  Ea 
und  £c,  £^1  und  £q,  und  so  fort.  Das  zwischen  den  beiden 
ersten  derselben  liegende  Stück  der  Linie  Ea  ist  gleich^ 

4£tti— 4£«=i=4«i«. 

Da  durch  ein  System  von  Parallelen  ii^nd  zwei  Gerade  propor- 
tioi^t  geschnitten  werden,  so  verhält  sich: 

Durch  die  Punkte  p',  Pi',  Ps',....  der  Linie  p'  müssen  die  Po- 
tenzlinien des  Kreises  um  e',  der  an  die  Stelle  des  Punktes  £ 
tritt,  mit  den  Kreisen  um  «,  f|,....  gehen.  Diese  Potenzlinien 
sind  ebenfalls  einander  parallel  und  halbiren  die  Strecken  a'o, 
a'aj,....,  so  dass  das  zwischen  den  beiden  ersten  enthaltene  Stück 
der  £0  gleich  ist 


und  sich  verhält 
abo 


80  dass  flir  die  Potenzlinien  /?,  p'  und  die  PetensKnlen  der  übri- 
gen Berfihrungskreise  4«r  Linien  AB,  CD,  mit  dem  Krei«e-um 
M,  die  oben  flir  die  Tangenten  einer  Parabel  aa%esleUte  Qedln- 
gong  erfüllt  ist 
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Zu  dieseo  Tangenten  gehören  ^  so  gut  wie  dieHalbirmigfllinie 
der  Dreiecksseiten  (BE,  EF,  auch  die  Halbirungslinien  der  Seitwi 
FG,  FE  nnd  GE,  GF.  Wenn  aJso  die  drei  Panlcte  E»  F,  G 
gegeben  sind,  so  steben  für  die  Parabel  drei,  oder  wenn  man  die 
uneDdlich  entfernte  Gerade,  welche  für  jede  Parabel  Tangente  ist, 
mit  hinza  zählt,  vier  Tangenten  fest.  Die  drei  Punkte  £,  F,  G 
bestimmen  den  Kreis,  in  welchem  das  Viereck  Hegt  Denn  da 
jede  Seite  des  Dreiecks  EFG  Polare  der  gegeoaberliegenden 
Ecke  ist  und  die  Verbindungslinie  des  Pols  mit  dem  Mittelpunkte 
auf  der  Polare  senkrecht  steht,  so  ist  M  der  gemeioschaftliche 
Durchschnitt  der  Huhenperpendikel  des  Dreiecks.  Da  die  Polaren 
die  BerOhrungssehnen  der  Pole  sind,  so  findet  man  die  Durcb- 
8chnittspunkte  der  Seiten  GE,  FG,  FE  mit  dem  Kreise  M  durch 
Kreise,  weiche  MF,  ME,  MG  zu  Durchmessern  haben.  Ist  der 
Kreis  construirt,  so  kann  mau  eine  Seite  des  Vierecks  beliebig 
durch  den  zugehörigen  Punkt  legen,  z.  B.  AB  durch  E,  und  das 
Viereck  vollendet  sich  in  der  erforderlichen  Weise,  da  E,  F,  G 
zugeordnete  Pole  in  Bezug  auf  den  construirten  Kreis  sind.  Es 
ist  also  ausser  den  Punkten  E,  F,  G  noch  eine  Bedingung  oder 
Bestimmung  zur  Vollendung  der  Figur  nothwendig.  Wählt  man 
dazu  die  Richtung  einer  der  Halbirungslinien  der  bei  E,  F  oder 
G  entstehenden  Winkel  AED  u.  s.  f.,  so  mOssen  EA  und  ED  so 
gezogen  werden,  dass  sie  zugleich  mit  EG,  EF  und  mit  Es  und 
der  in  E  auf  ihr  senkrecht  stehenden  Geraden  harmonisch  sinds 
eine  Construction,  deren  Ausführung  keine  Schwierigkeit  hat. 

Eine  Potenzlinie  oder  eine  Tangente  der  in  Rede  stehenden 
Parabel,  wird  nur  dann  senkrecht  auf  Es  oder  parallel  mit  Ms', 
wenn  der  sie  erzeugende  Kreis  seinen  Mittelpunkt  s  im  Cnendli- 
eben  hat,  da  nur  ffir -diesen  Fall  die  Verbindungslinie  der  Mittei- 
punkte  Ms  als  parallel  mit  Es  zu  betrachten  ist.  Dann  aber  liegt 
die  Potenzlinie  oder  Tangente  der  Parabel  selbst  in  unendlicher 
Entfernung^  was  nur  für  die  der  Axe  parallelen  Tangenten  der  Fall 
ist,  und  es  folgt,  dass  Ms'  der  Axe  der  Parabel  parallel  ist  Auf 
dieser  Axe  müssen  sich  solche  Tangenten  schneiden,  welche  mit 
derselben  oder  mit  der  ihr  parallelen  Ms'  gleiche  Winkel  bilden« 
Zwei  solche  Tangenten  oder  Potenzlinien,  die  mit  Ms'  gleiche 
Winkel  bilden,  sind,  da  sie  auf  den  Verbindungslinien  der  Mittel- 
punkte ihrer  erzeugenden  Kreise  mit  M  senkrecht  stehen^  nur 
möglich,  wenn  diese  Verbindungslinien  selbst  mit  Ms'  gleiche 
Winkel  bilden  oder  wenn  die  auf  Es'  liegenden  Mittelpunkte  in 
gleicher  Entfernung  von  s'  sich  befinden.  Der  Durchschnitt  der 
durch  zwei  solche  Kreise  mit  dem  Kreise  um  M  erzeugten  Po- 
teozlinien  ist  ein  Punkt  der  Axe«  Durch  denselben  geht  auch  die 
Potenzlinie  der  beiden  Kreise  selbst;   diese  haibirt  die  Strecken 

ThdlXXin.  11 
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swischeo  den  Berührangspunkten  der  Kreise  mit  AE  und  DE  and 
ist  daher  keine  andere  als  die  Linie  a'c* ,  die  Verbinduogslinie  der 
Berührungspunkte  a',  d  A^s  Kreises  um  e',  wie  auch  die  beiden 
Kreise  liegen  mögen;  nnd  da  nun  ausserdem  a'c'  die  Richtung  der 
Aze  der  Parabel  bat,  so  ist  sie  diese  Axe  selbst. 

2.  Ich  will  jetzt  die  metrischen  Relationen  der  TaK  IL  Fig.  4. 
aus  den  zu  Grunde  gelegten  Stucken  des  Dreiecks  EFG  entwickeln, 
theils  um  der  Sache  selbst  willen,  theils  weil  sich  daraus  ein  Be- 
weis des  im  Eingange  erwähnten  Satzes  ergeben  wird.  Zur  Be- 
zeichnung der  Winkel  heisse  die  Linie  MEy  i,  die  MG,  h,  die 
MF,  k;  die  Gerade  Meyq>y  welche  die  Mittelpunkte  b,  y,  q>  der 
die  Seiteopaare  des  Vierecks  berührenden,  zu  derselben  Potenz- 
linie  gehörenden  Kreise  enthält,  heisse  m;  die  durch  M  parallel 
mit  Eb,  Gy,  Fq>  gezogene  heisse  n.    Dann  ist  bekanntlich 

W.  ihz=:GFE, 
W.  hk=:GEF, 
W.    «= 180« -FG^. 

Es  sei  ferner  GE^f,  EF=g,  GF=:e,  und  der  Radius  des  dem 
Dreieck  EGF  umschriebenen  Kreises  z^q;  dann  ist 

f 

sioAi 

Sind  £f,  J,  K  die  Fnsspunkte  der  von  G,  E,  F  auf  die  Ge- 
genseiten geßiliten   Perpendikel,   so  ist   GKz=z  GF. cos ki^    also 

Cilf=e*-r-TT=2^.cosÄi,  und  für  die  Entfernungen  des  Mittel- 

pnakts  von  den  andern  Dreiecksecken  ergeben  sich  ähnliche  Aus- 
drücke: 


r=2(».cosAi,  i 
^ z=z2q, cos hi,  ^ 
'  =  2^.cosÄ:Ä.  3 


Giir=2(».cosAi, 

FJ!f=: 2^. cos Äi,  ^ (1) 

EM: 


Der  Radius  r  des  Kreises  um  M  ist  nach  der  Construction  in 
Nr.  1.  dieses  Paragraphen  die  mittlere  Proportiohale  zwischen  MF 
und  MK,  oder  MG  und  MH,  oder  MJ  und  ME,  also  da  MK 
c=Jlf6r.€osAA: 

r^=4p^.cos^'.cosAi.cosA£.    •    •    •    «     (2) 

Pfir  die  Winkel,  unter  denen*  sich  die  zugeordneten  Viereckssei* 
ten  schneidien,  hat  man,  da  EA,  EG,  ED,  EF  harmonisch  sind, 

sinJ£Cr  :sin/>£e;  T=:smAEF:mDEF 
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oder 

\^\(,AEG^^DEG)'Ag\{AEG-DEG) 
=  tgi  {AEF  +  DEF) :  tg  \{AEF^  DEF) , 

oder 

tgilB«*=tgG£;i.tgF£e, 

ond  da,  unter  ni  n.  s.  w.  die  spitzeu  Winkel  verstanden»  GEn  mit 
ii£,  FEt  mit  nA  einen  Recliten  ansmaclit,  so  ist,  die  Winkel  bei 
£,  F,  G  mit  2£,  2F,  26  bezeichnet: 

tgJE*  =  tgilEf«  =tg/>£€3=:cotgn£.cotgnA,    x 
tgG»  =  tgil&y=tgZ>Gy«=cotgna.cotgn*,    (  •   0) 
tg  F«  =  tg.  /<F9"=  tgÄFg>«=cotgni.  cotgnA.  ) 

Aas  dem  Dreiecke  AGE  findet  man: 

six^AGE 


AE^GE. 


aiuEAG 


_  slnAGK 

-^^s\n(AGK-'AElt) 

_^sin(G  +  90o— «*) 
""'*      sin(G— £)      • 

Aas  dem  Dreiecke  eME: 

Sin  ^dS 

^    cos  M.  sin  ml 


daker 


sin  mit 

£a=£e.cos£ 

cos  kh  •  sin  mi ,  cos  £ 


=2tf. 


sinmtl 


j   —/•  '"^»(C-f  9(y—wA)  cosAA.sinm<.cos£ 

^*-'-      8io(G-J^  ^^  sinnm 

Dieser  Ansdmck  ISsst  nicht  sogleich  erkennen »  dass 

Aa .  sin  ApJ^  r=  At.  sin  2<eD = Jft.sb  2<(a 
oder 
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Aa.coaE  =  Ae.co8G  =  At.cosF, 

wie  es  durch  den  blossen  Anblick  der  Figur  als  noth wendig  sich 
eeigt  Aus  den  Gleichungen  bei  (3)  aber  findet  man  durch  Hin- 
euaddirung  von  1  und  weitere  Verwandlung: 

.      w^       mi    COSMÄCOSnÄ 

eiüE- 


cos 


sin 


^ifc 

1        cos  kh 

_A /^sinn/rsinwA 


sAA" 


▲  /  cosntcosnA 


cosAt 


..sß 


_,     _,  sinmsinrtA. 
cosCr=^ 


cos  ki 


folglich 

sin(C?+9(y>— ii*)  =  cos(G-nÄ) 


=V"^ 


sinw^cosnA 
cost'A 


( V^sin  ni  cos  nk  +  VsinnAcosnt), 


.!„((?  -15= VSSIb^^^^^^^^^^^'-  >^^^^^^^^y' 


co8(6?— nA)_  ^^ —  VsinmcosnA-f  V  sinnAcosw, 

siD(G-£)  "^      ^^*       VsiDnÄcoswi-  Vsinnicosn*' 

und  wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit  V  sin  nh  cos  ni + V^sin  ni  cos  itA 
multiplicirt  und  bedenkt,    dass    dann   der  Nenner  sich  in  sinAt 

▼erwandelt  und  dass  ^^^^9* 
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In  ShDlicher  Weise  findet  man : 

Ba.cosE  =  Bf.co8G=iBt.cosF 
=3  2^8innA;.6innA .  8inm(— tg£  +  tg  Cr  +  tgF-l- cotmn), 

Z>C.  cos£=:/^.  cos  6=/>^.  cosF 
s=:2^sinit£.sinnA.sinm(— tgf  —  tgCr-f  tgF — cotmn), 

Cc.cosE=Ce. cos  G=zCb. €08  F 
ss2Q8\nnk.ainnk.sinni  (tgE'—igG  +  tgF+  cotmn). 

Diese  vier  Formeln  sind  in  eine 

2()8in9iA.sinnA.  sintfi(tg£-f  tg  F-f  tg  6-f  cotmn) 

SQsammenzufassen,  wenn  man  die  Winlcel  in  der  Riciitang  von  ä§N 
nach  ME,  MG,  MF,  Me  hin  und  die  Winkel  F,  £,  G  in  dersel- 
ben Richtung,  von  Fg>,  Gy,Es  aus,  rechnet«  und  eine  Strecke  vrie 
Ba  als  negativ  betrachtet. 

Für  die  in  den  früheren  Paragraphen  mit  gi,  q%,  vs  bezeich- 
neten  Mittelpunktsentfernungen  Me,  My,  Mq>  findet  man: 

mg       mri?  s\nMEs     g.    COS AiE:.sinns 


nnd 


-^      ^     sin  YiA.  sin  nA.  sin  ni 
Mb.co8E^^=z2q.- 


8inmn 

mm           ^^     ^»     sin«A.8in«Ä:.sinn«     .  --^ 

My.coBG*=^lH. ^j^^ ,)    .    .    (5) 

wMt     i%     sin  ff  A.  sin 71  Ar. sin ni 

ilfo.cosF2=2D« ; » 

^  ^  Binmn 

nnd  da,   wenn  x  die  Entfernung  des  Punktes  A  von  der  Potenz- 
linie bedeutet,  Aa^=::2x.Ms,  so  ist 

d;=^.sinnA.6iniiA;.sinnf.sin}?i?t(tg£-|-tgF-|-tgCr — cot mn).    (6) 

Ffir  die  Radien  vi^^ea,  r^^^yt,  r^=zipb  ergibt  sich: 

A     cosA'A.sinmt    .    .. 

^     cosAi.sinmA    ,    ^ 

■  ^        sin  mn 

»     cosAt.sinmA    .    «, 
ra=2p. ; .smF- 

■  ^        smmn 
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Bestimmt  man  zwischen  A  und  D  einen  Punkt  V,  welcher 
der  5  zugeordnete  hannonische  Punkt  ist  «u  A  und  J>«  und  con* 
strnirt  den  zum  System  geborenden  Kreis«  der  AD  in  t'  berührt, 
dessen  Mittelpunkt  der  Durchscbnittspunkt  des  in  ^'  auf  AD  er* 
richteten  Perpendikels  mit  Mb  ist,  so  bildet  dieser  mit  den  Krei- 
seo  um  B  und  y  drei  solche  Kreise  för  das  Dreieck  ABD,  me 
lie  der  im  Eingänge  angefahrte  Satz  verlangt.    Es  ist  dann 


JD'= 


AViD^'=Ab:Dt, 

AD.  Ab 
Ab+Db 


-^^'At>+m 

o     .     ,  .     ,    .     ,tgi:+tgf+tgCr— cotmn    2tg£-f2tg€r 
=  2^s.nni.8in«*.sln«A^ ^-^^^ SlpCS^t^S' 

Zirischen  den  Grossen  Aa,  At,  AV  findet  aber  eine  nur  von  den 
Radien  und  Mittelpunktsentfemungen  abh&ngige  Beziehung  statt; 
Dimlicb  es  ist 

At^'  At'       (At     A9i\ 

deon 

AV ^    cos  AA.  sin  ml    ,    -,  cosE     tgJE-ftgCr 

•"i-Jo"^^^'      sl^SSS      •^"^•cosF'tgF— cotmn' 

A^'     ^     cosAt.siufnA     ,    ^  cosGf     tg£-ftgCr 
rt.3^=2^-       sinm« •'"*''^55F 'tgF- cot mn* 
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Nennt  man  9'  den  Miftelpnnkt  des  Kreists^   der  AD  in  V 
berQiirt»  «nd  seist  Jllg>'=zq',  so  ist 

JasV2^,    i<e=V2^,    Jd'=:VV^. 
Man^hat  demnach 

oder  eine  von  der  besondern  Lage  des  Punktes  A  unabhängige 
Relation  zwischen  den  Constanten  der  Berubrungskreise  des  Drei- 
ecks, womit  erwiesen  ist^  dass  der  dritte  derselbe  bleibt,  solange 
die  beiden  ersten  dieselben  bleiben. 


5.8. 

Berubrungskreise  eines  gegebenen  Dreiecks. 

1.  Werden  die  Seiten  eines  Dreiecks  von  Kreisen  berührt, 
welche  mit  dem  umschriebenen  Kreise  zn  demselben  Systeme 
geboren,  so  ist  die  Lage  der  BerOhrnngspunkte  durch  §.4.3.  be- 
stimmt: die  sechs  Berührungspunkte  liegen  je  drei  auf  einer  von 
vier  geraden  Linien.  Durch  eine  dieser  Jjinien  sind  nicht  allein 
die  drei  anderen,  sondern  ist  auch  das  System  der  sugehOrigen 
Kreise  unzweideutig  bestimmt.  Ist  z.  B.  die  Linie  olb'c  für  das 
Dreieck  ABC  (Taf.  III.  Fig.  5.)  gegeben,  so  gibt  es  von  B  aus 
nur  eine  Linie,  die  mit  AC  in  Bezug  auf  aVc  antiparallel  ist,  und 
durch  diese  Linie  ist  das  Viereck  des  vorigen  Paragraphen,  und 
somit  das  System  der  Kreise  bestimmt 

Es  seien  a,  a'  die  Berührungspunkte  auf  BC;  b,  V  auf  AC% 
c,  d  auf  AB\  es  sei  femer  G  ein  beliebiger  Punkt  auf  ob  und 
es  seien  die  Verbindungslinien  dieses  Punktes  mit  den  Ecken  des 
Dreiecks,  AG  von  aVc,  der  andern  von  a  ausgehenden  Linie  der 
ßeruhmngspunkte,  BG  von  (a',  CG  von  c'a',  in  den  Punkten 
A',  /,  H  geschnitten.  Da  nun  c,  A,  c',  B  harmonische  Punkte 
sind,  also  ac,  üA,  adf  dB  harmonische  Strahlen,  so  sind  auch 
£,  As  G  und  der  Durchschnittspunkt  D  von  BC  mi  AG  harmo- 
oisehe  Punkte,  und  es  folgt,  dass  A'ein  fester  Punkt  ist,  solange 
Cr  derselbe  bleibt.  Dasselbe  gilt  für  die  Punkte  H  und  J,  und 
es  folgt  daher,  dass,  wenn  eine  der  Geraden,  auf  denen  die  Be- 
rührungspunkte liegen,  sich  um  einen  festen  Punkt  dreht,  dieses 
anch  für  die  drei  andern  der  Fall  ist.  Geht  man  vom  Punkte  G 
ans,  so  sind  £,  Cr,  B,  J  so  gut  wie  A,  G»  />,  K  harmonisch, 
woraus  folgt,  dass  Jund  KtaXi  C  auf  gerader  Linie  liegen;  durch 
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FDrtoetstDg  dieser  Betrachtang  findet  man«  dass  die  drei  Paar 
Geraden,  welche  die  vier  Punkte  enthalten v  eich  in  den  Ecken 
des  Dreiecks  kreuzen  und  mit  den  Dreiecksseiten  harmonische 
Strahlen  bilden.  Die  Punkte«  in  denen  sich  die  Verbindungslinien 
der  Berührungspunkte  mit  den  Dreiecksecken  schneiden ,  z.  B.  der 
gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt  der  Linien  Ad,  Bb',  Cc**,  be- 
wegen sich  auf  Kegelschnitten,  welche  durch  die  Dreiecksecken 
gehen«  was  sehr  einfach  aus  der  projectivischen  Beziehung  der 
Punkte  a,  V,  c'  folgt«  in  denen  die  Dreiecksseiten  von  den  Strah- 
len der  Punkte  AT,  G,JO  geschnitten  werden.  Zugleich  folgt,  dass 
GKy  KU,  HG  Tangenten  dieses  Kegelschnitts  in  den  Paukten 
A,  B,  C  sind;  denn  z.B.  dem  Punkte  D  auf  BC  entspricht  der 
Punkt  A  auf  AC  und  daher  dem  Strahle  AD  für  den  Punkt  A, 
der  Strahl  BA  ffir  den  Punkt  B.  Der  Durchschnittspunkt  von 
Aa',  Bhy  Cc'  bewegt  sich  auf  einem  zweiten  Kegelschnitte  durch 
A,  B,  C«  ffir  den  BG,  GJ,  JH\  der  von  Ad,  Bb,  Cc  auf  eioero 
dritten«  für  den  GJ,  JK,  KG;  der  von  Aa',  BV,  Cc  auf  einem 
vierten«  ffir  den  HJ,  HK,  J?J  Tangenten  sind.  Es  ist  nicht  meine 
Absicht«  hier  näher  auf  diese  Systeme  von  Kegelschnitten  einzu- 
gehen, und  ich  kehre  zur  Potenzlinie  der  Kreise  znrfick«  um  zu 
untersuchen«  wie  dieselbe  sich  bewegt«  wenn  die  Punkte  G,  B, 
J,  K  dir  die  Linien  feststehen «  auf  denen  die  BerOhrungspunkte 
liegen.  Durch  Halbimng  der  von  den  Verbindungslinien  der  vier. 
Pnnkte  auf  den  Dreiecksseiten  abgeschnittenen  Strecken  />!>'«  EE\ 
FF'  in  ^«  e,  f  findet  man  sogleich  die  Potenzlinien  Ah,  Bt,  Cf 
für  die  BerOhrungspunkte  A  und  Z>,  oder  />' ;  B  und  £«  oder  E*\ 
C  und  F,  oder  F';  eine  vierte  ist  durch  die  Mitten  «,  ß,  y  der 
Strecken  aa',  W,  cc'  bestimmt.  Aus  der  Beziehung  zwischen  den 
Strecken«  welche  die  beiden  letzten  dieser  Potenzlinien  auf  den 
beiden  ersten  abschneiden«  ergibt  sieh«  dass  dieselben  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  sind,  der  durch  A,  B,  Cgeht. 

Man  kann  sich  hiervon  auf  folgende  Weise  überzeugen.  Ab 
und  Be  schneiden  einander  in  t  und  werden  von  aßy  in  i||  und'p^ 
geschnitten.  Ffir  das  Dreieck  AtC  und  die  Transversale  aßq^ 
ergibt  sich: 

hqi.Aß.Cu=Aqi.b4ii.Cß, 

tqi  _  ^a,Cß 
Aqi^  Aß.Ccc' 

tA        ta.Cß-Aß.Ca, 
A^x^         Aß.  Ca 

nnd  wegen  der  Transversale  tfBi 
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Ar      CB.At 
ör""  IB.Ck' 
^A_CB.A(+tB.Ct, 
At ""         CB.At 


folglidi 


At  __  CB.Atjtu.Cß^Aß.Ca) 
qiA"  Aß.Ca(Cß.Ac+t>B.a)' 

üiT  _CB.Ae(ba.Cß^Aß.Ca)+Aß.Ca(CB.At+^B.Cf) 
(iiA—  Aß.Ca{Cß.Ae  +  ^B.Ce) 

_  CB.At.t^a,  Cß  +  t^B.Cc.Aß.  Ca 

~       Aß.Ca(CB.At+tiB.Ct)       ' 

and  da  nach  der  bekannten   Beziehung  zwischen  vier  auf  dner 
Geraden  liegenden  Punkten 

o^ .  BC=  et .  Btt-^Bt .  Ca, 

80  ist 

^^r      aB.ßC.tC.tA  +  tB.aCJC.ßA^tB.aC.fA.ßC 
fkA'^  ßA.aC(CB.Ac+tB.Ct)  ' 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  aus  dem  Dreiecke  BfC  und  den 
TransTersalen  apiß  und  ttA: 

PiB ßC.aB(CA.tB-i-eA.tC) 

Vit  ~  aB.ßC.tC.tA+tB.aC.eC.ßA-'bB.aC.fA.ßC* 

folglich 

jhT  PiB_(aB.ßC.tC.cA  +  tB.aC.tC.ßA-tB.aC.tA.ßO^ 
tkA'  Vit  ~   ßA.aC.ßC.aB(CB.Ac+t>B.Ct)(CA.tB+tA.tC) 
(aB.ßC.tC.tA  +  tB.aC.tC.ßA'-'tB.aC.eA.ßC)^ 
—  ßA.aC.ßC.aB(CB,At+tB.Ce)^  ' 

da  auch 

CB.Ac+t>B.Cc=CA.tB+tA.tC; 

und  wenn  man   Ct-^Bt  fflr   CB  setzt  und  Zähler  und  Nenner 
dorch  (^ ßA.aC.ßCaB.tB.tC.tC.tA)^  dividirt: 

^.PiB 
<iiA  *  Vit 

[j^faB.ßC   tClA     AfaCßA  tBlC    ^FaCßC  tAJBV 
IV  ßA.aC'tB.eC^l  ßC.aB'tC.0A_l  ßA^iB^tChCf 
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Nun  ist  wegen  der  barmonwcfaeD  Li^  der  Punkte   (rergl. 
$.4.2.): 

tB     BD* 


bö- 

cm' 

te 

C£* 

tA- 

AE*' 

ttB 

Ba* 

aC~ 

C^' 

ßC 
ßA- 

Cb*. 

'q,A 

.PiB 
Vi* 

folglich : 


Ba  Cb  CD  AE     Ca  M  BD  CE     Ca  Ci  AE  BD 

Cä'Äb'BD'  CE  ^  W  BaCnAE~  Ba'  Ai"ÜE'Vn 

CD    AE  .  BD   CE     BD~ÄE 

BDCE'^CD'ÄE     CD'CE 

Weil  die  Geraden  CA,  CB  durch  die  Strahlen  dea  Punktes 
Cr  in  gleichen  Doppelverhiltnissen  geschnitten  werden,  ist 

Ba,BD_Eb  EA 
Ca'CD—Cb'CA' 


folglich 


und  da 
so  ist 


Ba   Cb   CD   AE_Eb.CA 
Ca'  Ab'  BD'  CE—Ab.  CE' 

^  ^  BD  CE_Ab.CE 
Ba'  Cb'  CD'ÄE~Eb.AC' 

Ca.Cb.AE.BD  _       Cb*.AE* 
ßa.Ab.CE.CD  "  CE.AC.Ab.E6' 


Cb.AE—CA.Eb—CE.A», 

Ca.Cb.AE.BD      CA. Eb      CE.A» 
Ba.Ab.CE.CD  ~  CE.Ab  "^  AC.Eb' 


wodurch  sich  der  obige  Ausdruck  reducirt  auf 

M  .  hä.-  i  1 

^A'  Vit  -  \  CD   AE.BD  CE      SZTZB  ! 

(  BD'm^  'CB''ÄE~"m"CE 
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welcher  Ausdruck  nnabbSogig  tod  a  oder  von  qi  nnd  Pi  ist,  so 
dass  fcir  eine  zweite  Linie  von  der  Art  wie  aßy,  deren  Einschnitte 
in  Bt  nnd  At  durch  Pg^  und  q^  bezeichnet  seien, 

q^A '  p^t       q^A '  p^t  ' 

W  .  qit  _p^B^PiB 
q^A'q^A        p^t'  Pit' 

80  dass  Bt  und  A^  von  den  Potenzlinien  ctßy  projectivisch  ge- 
schnitten werden  y  und  zwar  so,  dass  dem  gemeinschaftlichen 
Punkte  t  die  Punkte  A  und  B  entsprechen,  woraus  folgt,  dass 
die  Potenzlinien  einen  Kegelschnitt  berühren  und  dass  A  und  B 
die  Berührungspunkte  der  Tangenten  A^  und  Bt  sind«  Dass  auch 
C  der  Berührungspunkt  für  die  Tangente  Cf  ist,  ergibt  sich  schon 
ans  der  Gleichheit  der  Beziehung,  in  weicher  die  drei  Dreiecks- 
ecken zu  den  Punkten  G,  B,  J,  K  stehen;  man  überzeugt  sich 
aber  auch  leicht,  dass  zunächst  F',  D,  E,  sowie  F',  D',  E'  u.  s.  w. 
in  gerader  Linie  liegen,  da  BE,  CF,  AD  durch  denselben  Punkt 
G  gehen,  dass  also  auch  f,  d,  e  in  gerader  Linie  liegen,  woraus, 
mittelst  des  vollständigen  Vierecks  CAc^fB,  folgt,  dass  die  Strah- 
len CA,  Ct,  CB,  Cf,  sowie,  mit  q  und  p  die  Durchschnitte  von 
A^  und  Bt  mit  Cf  bezeichnet,  die  Strahlen  A^,  AB,  Ap,  ^Cund 
Bt,  BA,  Bq,  BC  harmonisch  sind,  und  dass  daher  Bq,  Cr,  Ap 
sich  in  demselben  Punkte  kreuzen,  dass  also  A,  B,  C  die  Be- 
rührungspunkte und  A^,  Bt,  Cf.  die  Tangenten  desselben  Kegel- 
schnitts sind. 

Wenn,  umgekehrt,  die  Potenzlinien  Strahlen  eines  Punktes 
sind,  so  bewegen  sich  die  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte 
als  Tangenten  eines  Kegelschnitts. 

Man  behalte  die  Bezeichnung  der  Taf.  III.  Fig.  5.  bei,  und 
stelle  sich  vor,  aß  gehe  durch  r.  Es  kann  dann  a'b  natürlich 
nicht  mehr  durch  J  gehen,  und  es  heisse  der  Punkt,  in  weichem 
a'b  die  AD*  schneidet,  I,  der  Punkt,  in  welchem  sie  AD  schnei^ 
det,  f.    Man  findet  aus  dem  Dreiecke  JZ>'C,  geschnitten  von  a'li : 

AUD'a'.Cb=2D't.Ai.Ca', 

AI       Ai.Ca' 
Df^Cb.D'a' 

Aos  dem  Dreiecke  ADC,  geschnitten  von  a*b; 

At.Da'.Cb=Dt.Ai.Ca', 

Dt      Ci.Da' 


Ai^  Ab.Ca^ 


7* 
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OMtdde:   Peter  treue,  wHclu 

folgUeh: 

ZFr  ^1  =  et«- zya' .!)«'• 

Nun  ist 

• 

Da'=:/)Ä  +  ir«', 

lyof^^Ba'-Biy, 

and  da 

iD'*=zt>Lß=t,B.bC, 

«a'«=«»»=«Ä.«C, 

Mist 

DB=bD-Dß 

=  y^1>B.iC-tB 

=V5S(VTc'-V^. 

ßjy=Diy+t)B 

=y/i>BiVW+VW) 

Ba'  =Btt+tta' 

=V^Bi(V^+Vi?«), 

aliM» 

and  weno  man  maltiplicirt  nod 

=aC—aB 

•etat,  so  entsteht  nach  Zusammenuehnng  der  mit  dem  Factor 
(V7Si-f  V^)  behafteten  Glieder: 

= (V15+\r5i)«(».-ftÄ)as(VTS+ VK)».»» 
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Für  Cti'  hat  man: 

folglich 


Ca'^         Ca 


Ferner  ist 


folgUeh 


/>aM>'a' ""  ö«  • 


At^      Aß 

Ch^  —  Cß' 

At_   Dt_Aß   Ca 

Di  'At-^Cß'ba' 


und  da,  nach  der  Voraussetzung,  Ai,Btp   aß  durch  denselben 
Punkt  gehen, 

Aß  Ae  ^ta    ^B 

CßCi'-Ca'CB' 

Aß    Ca      Ae.CB 

Cßha^Ct.tB* 

so  dass,  wenn  1|,  (|   die  Einschnitte  einer  zweiten  Verbindungs- 
Itnie  Ton  Berührungspunkten,  in  die  Linien  AJV ,  AD  bezeichnen: 


A\^M^__Dt.Dti 
m'D'h  -  At'At;' 


woraus  folgt,  dass  AD,  Äff,  R,  (|(|  Tangenten  eines  Kegelschnit- 
tes sind  und  D  und  D*  die  Berührungspunkte  der  beiden  ersten. 

iSowie  AD  und  Äff  Tangenten  dieses  Kegelschnitts  sind, 
80  auch  BE,  BE' ,  und  zwar  mit  den  Berührungspunkten  E,  E'» 
Es  ist  nicht  schwer,  die  vom  Punkte  C  ausgehenden  Tangeuten 
ZQ  construiren,  sowie  diejenigen,  welche  den  Dreiecksselten  pa- 
rallel sind.  Ich  begnüge  mich  aber  hier  damit,  die  allgemeine 
Grandlage  dieser  Beziehungen 'gegeben  zu  haben,  ohne  auf  wei- 
tere Untersuchung  derselben  einzugehen,  so  anziehend  der  Gegen- 
stand auch  ist;  ich  habe  darum  auch  die  Beweise  in  der  Weise 
geführt ,  die  sich  mir  zuerst  darbot ,  die  aber  keineswegs  den  An- 
spruch macht,  die  eleganteste  zu  sein. 

2.  In  dieser  zweiten  Nummer  des  Paragraphen  will  ich  die 
Ausdrücke  fär  die  Radien  und  Mittelpunktsentfernungen  der  Be» 
rfihruDgskreise  ableiten  und  zeigen,  wie  auch  diese  auf  die  am 
Ende  des  vorigen  Paragraphen  entwickelte  Gleichung  führen.  Ich 
benutze  die  Taf.  III.  Fig.  5.,  ohne  aber  alle  Torfcommenden  Linien 
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und  Punkte  za  zeicbnen»  da  die  Vorstellung  das  Fehlende  leicht 
ergänzen  kann.  Der  Mittelpunkt  des  ABC  umschriebenen  Kreises 
sei  M\  %'on  ihm  ^eht  die  Centralliiiie  MO  senkrecht  auf  die  Po- 
tenzÜDie  aß,  deren  Schnitte  mit  dem  Kreise  durch  P  und  Q  be- 
zeichnet werden.  Die  Projection  eines  Punktes  auf  die  Central« 
linie  soll  durch  eine  angehängte  1,  die  auf  die  Potenzlinie  durch 
eine  angehängte  3  bezeichnet  werden.  Die  zu  den  auf  den  Drei- 
ecksseiten selbst  liegenden  Berührungspunkten  gehurigen  Mittel- 
punkte seien  ßir  a— Jfi,  für  V--M^,  für  d^M^,  för  die  auf 
den  Verlängerungen  liegenden  a'»  i,  c  —  jni,  IXl^,  Vt^»  die  Ent- 
fernungen dieser  Mittelpunkte  von  Jf  seien  qi,  g^,  q^,  qi,  4»,  (U; 
die  zugehörigen  Radien  r^ ,  r^,  r^>ti,  r^«  tg ;  der  Radius  des  Krei- 
ses um  ^  sei  r;    PQ  sei  =2p. 

Man  hat  zunächst 

yP.YQ  =  yA.yB 
oder 

ßO^'-p^=ßA.ßC, 

und  da 

yO«— /50«  +  y^=2y0.y/J, 

yO*-i30«-y/P=— 2i30.y/J 

und  ähnliche  Gleichungen  für  y  und  a,  ß  und  a  stattfinden«  so 
ergibt  sich: 

^.yO.yß^yA.YB-ßA.ßC+yß^, 
-^^ßO.yß  z=yA.yB—ßA.ßC—yß^, 

2.y0.ya=:zyA.yB'-uB.aC+ya'^, 
— 2,aO  .ya=yA,yB'—  aB  .aC — ya^, 

2.aO,ßa=zaB.aC—ßA.ßC-i'aß^, 
2.ß0.ßa=zaB.aC'-ßA.ßC-'aß^. 


(1) 


Für  die  Projectionen  A^,  B^,  C^  der  Dreiecksecken  auf  die  Po- 
tenzlinie  ist 

yA^^^ßA^^^yA^-^ßA^ 

yB^ — oBa«  =  yß«—  «if^ 
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«oraiu  «ich   dnrcb  Addition   oder  StlMraction  der  Quadrate  der 
Strecken  jß^J^y—A^,  y<t=B^-'ß^tt^  ß«=:C^—C^  ergibt: 

i.ßAt.yß^yA'-ßA^—yß», 
2.  yÄ,.yo=yJS«—  «Ä«  +  yo», 
2.  «B^ .  Y« = yfi*  —  aB* — yo', 
2.jJ€i .  |J«=/JC«- «C»+ jSo^ 
2.«Ci./S«=|JC«— «C«-/y(»»;  /• 


Da  DUO 


«0  folgt: 


oder,  da 


=  Ac'^- 


iBc'—Ac')(Be'+Ac') 
Ae^ 


Bc  +  Ac 

At>* 


(2) 


ÄBi =yl?a -yO=ai?a  +  «O, 
CQ  =/JC,  +  i50=oC;j  +  aÖ; 

2.y/3.^J,  =-y^,^Ä+<?^.JC,  \ 
2.ya.fifii=    yß.AB  +  aB.CB,  |  (3) 

2./S«.CCi  =     ßC.AC—aC.BCi  ' 

yi< :  yjB=  ^t« :  Bt«  =r  ^e*«  :Bc^. 
y^ :  ^JB  =  ilf« :  Äf»— ^t« 

=  Jc'9:iJc'«— ^f'«. 


—Äc'— Je' 

und  80  Tort,  so  ist 

2.yß.JJ.  ^^A<-.j^j^^Af,*.-^, 


Digitized  by  VjOOQIC 


170  9*iäde:   Beber  Krei$e.  weUke 

Afi     _     Ätf* 
'Se  +  Ac'-Be'^At" 

Ai*  AV* 

Ci-i-Ab—CB'-Ai'' 


Für  die  von  den  BerSbnuigspuDkten  adf  die  CeDtrallioie  ge- 
flllten  Perpendikel  ist: 

ccj  +  AAi  :eci  +  BBi=seAtcB, 
t'<i'-AAiiBSi-c'ei'  =  c'Aie'B 

nnd  so  weiter,  woraus  man  findet: 

eti .  AB=cA.BBi  -  eB.AA^, 
eci'  .AB=:e'A.BBi+i^B.AAt. 

iii.AC=bA.CCi-iC.AAi. 
Vii'  .AC=i'A.CCi  +  i'C.AAi, 

aüx.BC=aC.BBi+(iB.CCi, 
a'di'.BC^^a'C.BBi—a'B.CCi. 

Die  Perpendiicel  tod  den  Dreiedcseclten    anf  die  Potenslioie 
findet  man  auf  folgende  Weise : 


(5) 


£^y^:^ABC=yA.ßA'.AB.AC, 


folgUch 


AAi  =^^^BC .  J^ß^f,. 
BB^^^.l^ABC.^^^.]^  (6) 

CC^'i.^ABC.^^^fcB' 

Dft  nim  das  Dreieck»  das  z.  B.  der  Radius  JUgC'  mit  dem  Perpen- 
dikel f!Cx'  bildet»  denk  Dreieeke  c/c^V  ähnlich  ist  ($.4» 2.),  so  ist 


Digitized  by  VjOOQIC 


dieaeiben  Durcksckniftspunkte  hüben,  171 

zzzjBiBB^ 

=2yß.AB.AC:2.^ABC.ßA 

=aY.AB.BC:2.^ABC.aB, 

r, .  2^ABC^  AB .  c'c/  fi^^ 

=^A.BB,.^ij^+i'B.AJ,.l^. 

ned  durch  AnweadoDg  der  Gleicbangen  (3): 

.     .  .»^  t'ABCjyß.AB-i^tß.BC)  ,dB.AC.(ßA.AC-YA.AB) 
ir,^ABC= ^ 1  p2 

Man  erhSit  so: 

irt.^ABC=eA.BC*-i-c'B.AC* 

+  ic'A.BC,^^c'B.AC.^).AS, 

K^ABC=fA.BC*—cB.AC* 

+  (cA.BC.^-i-(B.AC.'^).AB, 

*rt.^ABC=^{b'A.BC*  +  i'C.AB<>) 

+(b'A.BcM+i'C.AB.^.AC 


«o  "  'yA 

*tt.^ABC=—(bA.BC*—iC.AB*) 

+  (pA.BC.^-hC.AB.^).AC, 

ki.^ABCz=:«C.AB»+<iB.AC* 

+iaC.AB.  ^—aB.AC.^.BC, 

K^ABC:sz«fC.A^-«.'B.AC* 

M<i'C.AB^-i^«!B.AC.^).BC. 

Ijoh  weiteren  üäiformung  dieser  Ausdrücke  eetze  man: 
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yA_ejP_       b'A* 
ß2~t'B-('A'b'C-t>'A' 


Dann  ist 


t'A.BC.l^-c'B.AC.'^ 


eA.eB  ^ßC.c'B.(aC-aB)     AC.e'A.(b'C-i'A)\ 
-c'B-c'A\  am  r~  VA*  ) 

und  da 

BC=aC-l-aß,  AC=VC+f>'A: 

eA.c'B  /e'B.iiC*.i'A»-c'A.b'C*.aB'     ,.„      .  .A 
=  c'B~c'A\ aB^.b'A* icB-cA)J. 

Da  aber 

b'C.c'A.aB=b'A.c'B.aC, 

so  iSsst  sich  der  obige  Ausdruck  verwandeln  in: 

{•A-dB   /b'C.CA.aB.b'A.c'B.aCr  1 L\_/,.ß     c.j)\ 

In  ähnlicher  Weise  findet  man: 

cA.BC.l^fcB.AcJ^=+cA.cB.(P^^-%-^l), 

b'A.Bcf^+b'C.AB.^^  =+b'A.b'C-(^.^+l). 

bA.BC.^^C-bC.AB,^^=-bA.bC.(^-^-l). 

aC.AB."^-aB.AC.^^^-aC.aB.0^.l4+l), 
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uod  weoD  man,  nacb  dem  Stevrart'scheo  Satze,  setzt    ' 

(fA.BC*-\^('B.AC*=Ce*.AB-\^(!A.<!B.ÄB, 
80  erhilt  maa: 

A.Tt.^ABC=    ABid'^-dA.eB.^^^^^ 
4t,  .  A  ^BC  =-  AB(Cfl-  cA.cB.  ^i'f'^)» 


(7) 


*.r^.^ABC=-AO(m'*-i'A.i'C'^^), 
i.tt.AABC=  AC(m*—f>A.iC.^^^), 
M .  ^  ABC  =     BCiAa^--  aC.  aB .  ^JiJ, 

Es  bedarf  nur  der  Ervräbnung,  dass  in  den  io  diesen  Aus- 
drucken vorkommenden  Brüchen  so  gut  die  accentuir^en»  wie  die 
nicht  accentuirten  Berührungspunkte  genommen  werden   können. 

Zu  einer  andern  Umformung  gelangt  man  durch  die  Relation 

itt  ■ 

i'C.c'A.aB=:i'A.('B.aC. 
ao8  welcher  folgt,   dass 

h'C.aC    c'Ä«.«C«     dA^.i'C»  •„ 


c'A.dB 
cA.cB 


h'A.aß—     «Ä«     —     i'A^     ' 
VC.tiC       cB*.a(P       cA'.h'C* 


VA. dB    "     aB^       ~     WA^     ' 

u'A  c,^  tfB.aB     b'A^.c'B»     »'C^.ftg» 
'^'^'t'A.dC-      eA^~—     «C«~"' 

U.      8.      W. 

Znr  AbleitoDg  der  Relation    zwfscben  den  Radien  ond  den 
Mittelpanktseotfernangen  nehme  ich  dieAusdrOcketn  folgender  Form: 

^^.^ABC^dA.BC^-Vi'B.AC^-AB.dA.KlB-AB.^A?^^. 
irt.AABC=-t'A.BC*-WC.ABHAC.VA.i'C+ACA'A*.^. 
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Es  ist  daan 
A.^ABC{t%.VA  +  u.c'A) 

=AC'^(f.'B.(ft'A-\-i'0.c'Ä-{-VC.f!J^-^VA.eB*) 

—AB.^dt'C.itfA-^eB^.VA-^^eB.VJ^^-ifA.VC^ 

=  AC.^^{<fB.VA,{(fA-^('B)+VC.c'A.(f!B-^t'A)) 

^AB>^{.c'B.\>'A.(VC-{i'AHVC.t'A.(J»'A-k-VC)) 

= JC.  ^B  ^  -572)  (t'B.VA-\-i'Cx'Ä). 

Stellt  man  sich  von  A  ans  eine  Tangente  vor  an  den  Kreis 
um  Ml  «nd  bezeichnet  ihren  Berfihrungspunkt  mit  Ki,  so  ver- 
hSlt  sich,  nach  $.  3.: 

AKt^'.Bn*z=:AAt:BBt 
=.Ay:By 
=Ac'*:Bi'*, 


nnd  es  ist  daher 


and  folglich  aneb 


AKj*.Ca*  =  AA^.CCt 

=iAf>'*'.Cb'*, 


,„      Ba.c'A     Ca.VA 


^'^^—^^c'B.i'A  +  i'C.e'A' 
folglich 

AKxA.^ABC(rt.t'A+r^.f'A)=AB.BC.AC.(i'A»-c'A:^, 

was  mittelst  des  §.  3.,  wonach 

i'A*=::2.g^.AA^, 

t'J^='2.gt.AAt, 

AKi^^i.q^.AA^, 
md  mittelst  der  Gleichang 
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fibergeht  in 

(»•8V9i+raV^).V^'=r(5ra— yj), 

und  man  kann  nun  leicht  in  derselben  Weise  die  entsprechenden 
Gleichungen  fdr  die  andern  Radien  und  Mittelpnnktsentfemungen 
ableiten. 


§.9. 
Sehnensysteme.  '' 

1.  Von  einem  Punkte  A  auf  dem  Kreise  um  M  (Taf.  iV.  Fig.&) 
gehen  an  den  Kreis  um  Mi  die  Tangenten  AB,  AC,  welehe  den 
ersten  Kreis  wieder  treffen  In  D  und  E.  Nadi  Nr.  2.  des  §.  6. 
müssen  DE  und  die  Tangente  in  A  einen  gemeinschafUicben  Be- 
rfibrungskreis  des  Systems  haben ,  dessen  Berührungspunkte  n  nd 
Kl  auf  der  Verbindungslinie  BC  der  Berflhrungspünkte  der  Seh- 
nen AD  und  AE  liegen ;  der  Mittelpunkt  dieses  Berfihningsbrei* 
ses  sei  VI.  Da  ausser  dem  Kreise  um  M  die  Linie  Aa  nUr  einen 
Berfihmngskreis  haben  kann,  so  Ist  klar,  dass  dieser  Kreis  vm 
n  ein  ganz  bestimmter,  von  Mi  unabhängiger  Kreis  sein  muss» 
der  allein  vom  Punkte  A  abhängt.  Der  Berührungspunkt  a  liegt 
mit  A  in  gleicher  Entfernung  von  der  Petenzlinie,  welche  Aa  in  e 
halbirt;  und  es  müssen  die  Linien  BC  für  die  verschiedenen  Kreise 
Mx  des  Systems,  oder  die  Polaren  des  Punktes  A  für  die  ver- 
schiedenen Kreise  des  Systems,  alle  durch  diesen  Punkt  gehen. 
Man  hat  zunächst  den  Lehrsatz: 

Lehrsatt  I.  Die  Tangentenpaare,  welche  von  einem  Punkte 
eines  der  Kreise  eines  Systems  an  die  verschiedenen  Kreise  des 
Systems  gehen,  bestimmen  mit  dem  Kreise  Sehnen,  welche  Tan- 
genten sind  des  zweiten  Berflhrungskreises  der  im  Punkte  an  den 
Kreis  gelegten  Tangente. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  des  Mittelpunkts  Vt  hat  man,  MVt 
mit  q,  den  Radius  des  Kreises  um  M  mit  r,  die  Coordinaten  des 
Punktes  A  mit  x  und  ^  bezeichnet, 

A(fl=:2(ix, 
und  naeb  {.  4.  2. : 

=2?:?, 

folglieh 
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Weitere  Beziehungen   ergeben  sich  für  die  Mittelpunkte  der 
Bestimmungskreise  Mi^  Ufa,....  und  die  Einschnittspunkte  üi,  o«».... 
der  entstehenden  Sehnen  DE  in  die  Tangente  Aa.    Da  VHag   so- 
wohl  wie  AMi  auf  BC  senkrecht  stehen  -,   so  sind  diese  Punkte 
projectivisch,  da  sie  durch  die  parallelen  StrahlenbGschel  VI  und  A 
erzengt  werden.    Mit  diesen  vier  Gebilden  sind  ferner  noch  die     | 
LinieD  BC,    als   Strahlen  des  Punktes  a,   projectiviscb,   die  auf    j 
den  Strahlen  der  Punkte  A  und  VI  senkrecht  stehen  und  sich  mit     | 
jenen  anf  einem  Kreise  schneiden,  der  aA^    mit  diesen  auf  einem     | 
Kreise,   der  oJXl  zum  Durchmesser  hat,    woraus  dann  folgt,  dass 
auch  die  Einschnittspunkte  fi  der  Linien  BC  m  die  Potenslinie 
mit  den  genannten-  Gebilden  projectiviscb  sind.    För  diese  letzte* 
reu. findet  man,  nach  §.  2.  2.,  da  die  Potenz  des  Punktes  A  in  ße- 
zngi  auf  den   Kjreis   um.  Af,    einerseits    =eei.2^,    andererseits 
=  2gri4r  ist, 

y 

Zur  niberen  Einsicht  in  die  projectivischen  Beziehungen  dient 
Folgendes.  Liegt  der  veränderliche  Punkt  ai  in  a,  so  ßlllt  Mi 
mit  Mj  BC  mit  Aa,  ti  mit  c  zusammen.  Liegt  a^  in  ^,  so  wird 
BC,  die  dann  auf  AVi  senkrecht  stehen  niuss,  die  Polare  von  A 
f&r  den  Kreis  um  Vi,  mit  welchem  Punkte  Mi  zusammenßillt. 
Liegt  ai  im  Dufch^cbnitte  der  Aa  mit  der  Centrale  oder  im  Aebo- 
Uchkeitspunkt^  der  Kreise  ^undlR,  und  zwar,  für  die  Figur,  im 
äusseren,  der  c  heissen  mag,  so  wird  BC  auf  out  oder  der  C^- 
trallinie  senkrecht,  AM^  derselben  parallel,  Mi  fällt  in's  Unend- 
liche, der  Kreis  um  Mi  geht  in  die  Potenzlinie,  oder  genauer,  in 
das  System  der  Potenzlinie  und  der  unendlich  entfernten  Linie 
über,  die  Tangenten  AB,  AC  fallen  in  eine,  der  Potenzlinie  pa- 
rallele Linie  zusammen,  ihre  Einschnittspunkte />,  JS  in  den  Kreis 
um  M  sind  nur  ein  einziger  Punkt,  in  dessen  Tangente  die  Linie 
DE  sich  verwandelt;  diese  ist  die  zweite  äussere  gemeinschaft- 
liche Tangente  der  Kreise  M  und  Vi.  Liegt  di  im  Unendlichen, 
so  dass  nta^  der  Tangente  Aa  parallel  ist,  AMi  mit  derselben 
ZQsammenßÜlt,  so  wird  Mi  der  Aehnlichkeitspunkt  0.  Man  hat 
daher  folgende  einander  entsprechende  Punkte: 
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ft  •  •  •  •  ja 

0    ,        •        .        .      der  uoeDdlichferne  Pookt 
der  aaendlicbferne  Ponkt  .        .        .        .         tf 
A   .        .        .        ,  M 

so  dass  sieb  die  Beziehung  der  Punkte  4i  und  Mi  auf  verscbie- 
deoe  Weise  auedrficken  läest,  z,  B. 


Ol« 

=  1 

Jtfitf 

«la 

MtM ,  aJU 

^= 

-jUim'm' 

«1« . 

9a 

MilU 

M* 

aA' 

"ilfiOT' 

«la. 

Aa 

Ml  Ja 

«x9 

Ac- 

=  mM' 

Oyt 

i 

MiM 

«,« 

f 

aM  ' 

Äw  diesen  Gleicbungen  folgt  dabii  weiter,  dass  dem  Punkte  e  auf 
der  Potenzünie,  für  den 

eio  Punkt  Mi  entsprechen  muss»  flr  den,  nach  der  zweiten  Gleichung, 
.  _^  MiM    öM 

^-^Mjm'M' 

welcher  also  der  andere,  d.  h.  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  der 
Kreise  M  und  VH  ist. 

Wenn  Mi  Ton  O  aus  jenseits  M  liegt,  so  werden  die  Tan- 
genten AB,  AC  imaginär,  ohne  dass  die  Linie  DE  aufhört,  reell 
zn  sein;  der  Punkt  ai  liegt  dann  von  A  aus  über  a  hinaus.  Liegt 
Ol  über  A  hinaus,  so  fällt  Mi  über  JXi  hinaus. 

Nimmt  man  eine  Tangente  AD  willkfihrlich ,  so  finden  sich 
zwei  Linien  f(ir  die  zweite  AE,  da  es  för  AD  zwei  BerObrungs« 
kreise  gibt  Hiervon  macht  der  Fall  eine  Ausnahme,  dass  D  mit 
Poder  Q' zusammentrifft,  in  welchem  Falle  auch  B  in  diesem 
Paokte  liegen  muss.  Es  fällt  dann  auch  der  zweite  Beröhrungs«. 
kreis,  den  die  8ehne  DE  noch  ausser  dem  Kreise  M  hat,  mit  üt* 
zusammen.  Die  beiden  Kreise  ilf|,  ffir  welche  dies  der  Fall  ist,. 
«Bfl,  wenn  ki  und  k^  die  Entfernungen  ihrer  Mittelpunkte  von 
ilf  und  ^1,  ^  ihre  Radien  smd,   durch  die- Gleichungen  gegeben: 
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x:AP^  p:Qi, 

x:AQ  =  p:Qg^. 

Wenn  Aie  gemelnschafttichen  Punkte  P,  0  des  System^  tma- 
ginSr  sind  und  man  nimmt  fiir  den  Kreis  Mi  einen  der  zum  System 
gehurenden  Punkte  P* ,  Q'  t  so  fallen  B  und  C  beide  in  diesen 
Punkt,  z.  B.  in  P*  \  die  zusammenfallenden  Tangenten  ABy  AC 
schneiden  den  Kreis  M  nur  in  einem  Punkte  >  so  dass  DE  eine 
Tangente  des  Kreises  M,  also  eine  gemeinschaftliche  der  Kreise 
M  und  m,  werden  muss;  und  zwar  bleibt  nach  dem  Obigen  nur 
abrig,  dass  sie  eine  innere  wird.  So  folgt  für  die  projectivische 
Beziehung  der  Punkte  Jf|  u|id  aj ,  dass  den  Punkten  P*  und  Q' 
als  Mittelpunkten  die  Einschnitte  der  inneren  gemeinschaftlicfaten 
Tangenten  in  Aa  entsprechen. 

Es  folgt  aber  zugleich,  dass  die  von  A  durch  P'  gezogene 
Gerade  den  Kreis  M  zum  zweiten  Male  in  einem  Punkte  tnSf, 
welcher  der  Berührungspunkt  einer  inneren  gemeinschaftlichen 
Tangente  der  Kreise  M  und  ITt  Ist.  In  Taf.  II.  Flg.  7.  sind  die 
gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kreise  Mi ,  M^  constmirt,  ttni 
den  Berührungspunkten  «^  und  a^,  ßi  und  ß,^  für  die  äusseren, 
yi  und  y^,  Si  und  d^  für  die  inneren.  Es  tritt  so  Mi  an  die  Stelle 
ron  M,  M2  an  die  Stelle  ton  OT  der  Taf  IV.  Fig.  6.,  «i  an  die  Stelle  von 
A,  und  es  geht  nun  «j^i,  ft/i  durch  P',  ebenso  clJ^,  ß^y^f  wäh- 
rend ai/i,  ft^^i,  «2/«»  fe^a  durch  Q'  gehen.  Da  nun  oio^  im 
Durchschnitte  i  mit  der  Potenzünie  halbfrt  wird  und  ein  um  i  mit 
dem  Radius  uti  beschriebener  Kreis  die  Kreise  Mi  und  M^  recht« 
winklig  schneidet,  also  auch  durch  die  Punkte  P' ,  Q'  geht  (§.  l.,  2.)» 
Ko  stehen  «lii  und  a^S^^  «i^i  und  «2/2,  und,  dieselbe  Betrach- 
tung auf  ßiht  o^^r  ^>"®  ^^^  inneren  Tangenten  angewendet,  fiiy^ 
und  y^ß^»  ßA  u"^  l^a^a  ^"^  einander  senkrecht. 

Liegt  der  Punkt  A  (Taf.  IV.  Fig.  6.)  in  einem  der  Berührungs* 
punkte  der  von  Q'  an  den  Kreis  M  gelegten  Tangenten,  sp  gebt 
der  Kreis  2R  über  in  den  Punkt  Q'  und  alle  durch  die  Tangenten 
AB,  AC  erzeugten  Sehnen  DE  gehen  durch  diesen  Punkt.  Die 
durch  den  andern  Punkt  P'  gehende  AP'  nuss  nach  dem  Vor- 
hergehenden den  Kreis  M  im  Berfihrangspunkte  einer  gemein- 
schafdicben  Tangente  mit  dem  Kreise  W,  an  dessen  Stelle  Q* 
tritt,  also  im  Berührungspunkte  der  andern  von  Q'  an  Kreis  M 
gelegten  Tangente  treffen.  Diese  Verhfiitnisse  bleiben  dieseibeo» 
wenn  avch  ein  anderer  Kreis  an  die  Stelle  des  angenommeiieD 
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Kreues  M  tritt:  fBr  alle  Kreide  des  Systems  mm^'  die  Verhin* 
doDgelinie  der  Betöhrangspookte  der  von  Q'  daran  gelegteo  Tan- 
geoteo  durch  P'  gehen,  und  da  diese  Verbindungslinie  auf  der 
Centrallinie  senkrecht  steht,  so  folgt,  dass  sie  für  alle  Kreise  des 
Systems  dieselbe  ist  Diese  VerbindungsKnie  ist  die  Polare  des 
Punktes  Q'  fflr  den  jedesmal  gewählten  Kreis  M,  und  da  auf  ihr 
die  Pole  aller  durch  Q'  gehenden  Geraden  liegen  müssen,  so  mfls* 
sen  sich  die  inneren  und  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangenten 
auf  derselben  schneiden,  denn  diese  Dnrchschnittspunkte  sind  die 
Pole  der  Verbindungslinien  der  Berfihrungspunkte.  In  Taf.  V.  Fig^  7. 
sind  T| ,  «51  solche  Durchctchnittspunkte.  Diese  Betrachtungen  fäh- 
ren sni  folgendem  Zusätze  sum  Lehrsatz  L 

Zusatz.  Die  zum  Systeme  der  Kreise  gehurenden  Punkte 
sind  die  Durchschnitte  der  Verbindungslinien  ungleichartiger  Be- 
rührungspunkte der  gemeinschaftlichen  Tangenten  irgend  zweier 
Kreise  des  Systems,  und  diese  Verbindungslinien  stehen  in  den 
Punkten  auf  einander  senkrecht  Die  Polare  eines  der  beiden 
Punkte  fär  Irgend  einen  Kreis  ist  die  im  andern  auf  der  Central- 
rmie  errichtete  Senkrechte,  und  auf  diesen  Senkrechten  liegen 
die  Durchschnittspunkte  ungleichartiger  gemeinschaftlicher  Tan- 
genten irgend  zweier  Kreise  des  Systems.  Legt  man  vom  Durch- 
schnittspankte  einer  dieser  beiden  Senkrechten  mit  einem  Kreise 
des  Systems  Tangenten  an  die  anderen  Kreise  des  Systems,  so 
gehen  die  dadurch  bestimmten  Sehnen  durch  den  Fusspunkt  der 
andern  Senkrechten. 

2.  Es  mögen  jetzt  (Taf.  IV.  Fig.  &)  von  einem  zweiten  Punkte 
A*  des  Kreises  M»  ebenso  wie  es  von  A  geschah,  Tangenten 
an  den  Kreis  Mi  gelegt  werden,  und  es  sei  die  Bezeichnung  die- 
selbe, aber  mit  accentuirten  Bucl^taben.  Da  dann  AD  und  A'iy 
denselben  Kreis  Mi  berühren,  so  müssen  nach  dem  4.  Satze  in  §.  6.»  2. 
anch  AA'  und  DD'  Tangenten  desselben  Kreises  sein,  und  die 
Berührungspunkte  1^,  c  müssen  auf  der  Geraden  BB'  liegen.  Da 
anch  AD  und  A'E'  denselben  Kreis  Mi  berühren,  so  müssen  fer» 
Der  AA'  und  DE'  Tangenten  eines  und  desselben  Kreises  sein 
mit  den  Berührungspunkten  h'  und  f  auf  der  Geraden  BC.  Die 
Gerade  AA'  hat  überhaupt  nur  zwei  Berfihrungskreise;  der  Be- 
rührungspunkt des  einen  i>  liegt  zwischen  A  und  A' ,  der  des  an- 
dern V  jenseits  der  Potenzlinte  in  derselben  Entfernung  von  der^ 
selben.  Es  ist  klar,  dass  BB'  und  BC  die  Linie  AA'  nicht  in 
demselben  Punkte  treffen  können,  wie  es  doch  der  Fall  sein  müsste, 
wenn  DD'  und  DE'  demselben  dieser  beiden  BerOhrungskreis«' 
angehoieo  sollten.  Durch  Anwendung  derselben  Schlüsse  auf  AB 
und  A'E'  md  aitf  il£  und  A'D^  findet  man,  dass  anch  EE'  und 
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Eiy  Tan^^titen  der  Berfihrungskreise  von  AA'  sein  mflsseo  and 
zwar  so,  dass  DD*  und  EE'  d«m  einen,  DE'  tmd  D'E  dem  an« 
dern  angefahren.  Die  Tangenten  AD  und  A'D'  berühren  den  Kreis 
Ml  so,  dass  derselbe  vom  Berfihrungspunkte  ans  fQr  beide  Tan- 
genten nach  derselben  Seitesich  erstreckt,  oder  dass  die  Drehung 
der  Tangenten  um  die  Ausgangspunkte  A,A',  nach  der  Erstreckung 
des  Kreises  hin,  dieselbe  ist.  Die  Tangenten  AD  und  A'D"  sol- 
len daher  gleichartige  Tangenten  in  Bezug  auf  die  Punkte  A  und 
A'  heissen :  ein  Begriff,  der  sich  auch  auf  Tangenten  verschie« 
dener  Kreise  anwenden  lässt  und  der  im  Folgenden  noch  häufige 
Anwendung  finden  wird.  Gleichartig  sind  sonach  auch  AE,  A'E', 
ungleichartig  aber  AD  und  A'E*,  sowie  A'D  und  AE,  und  die 
durch  gleichartige  Tangenten  erzeugten  Sehnen  berfihren  den 
einen,  die  durch  ungleichartige  erzeugten  den  andern  der  beiden 
Beriihrungsk reise  von  AA'.  Diese  Beruhrungskreise  sind  aber 
völlig  unabhängig  vom  Kreise  Mi  und  müssen  dieselben  bleiben, 
welchen  andern  Kreis  des  Systems  man  auch  an  die  Stelle  von 
Ml  setzt. 

Die  gegenüberstehenden  Seiten  des  Vierecks  BBfCC  schnei- 
den sich  in  den  festen  Punkten  ift,  i'j  während  die  Diagonalen 
BC,  B'C  durch  die  ebenfalls  festen  Punkte  a,  af  gehen.  Da 
nun  diese  Diagonalen  die  Linie  W  stets  in  Punkten  schneiden 
mä'ssen,  die  mit  ift  und  h'  harmonisch  sind,  so  bilden  sie  in  a  und 
of  projectivische  Strahlenbttschel.  Fällt  der  veränderliche  Kreis 
Ml  mit  dem  inneren  Beruhrungskreise  der  Linie  AA',  der  den 
Berührungspunkt  h  hat,  zusammen,  so  liegen  B,  C,  B',  C*  alle 
in  i,  welcher  Punkt  dann  der  gemeinschaftliche  Einschnittspankt 
der  Diagonalen  in  AA*  ist.  An  die  Stelle  von  b  tritt  1^',  wenn 
der  andere  Berührungskreis  von  AA'  zum  Kreise  Mi  genommen 
wird.  Geht  BC  durch  A,  so  muss,  weil  A'  der  vierte  harmo- 
nische Punkt  zu  h'y  A,  b  ist,  B'C  durch  A'  gehen  und  Mi  fällt 
mit  M  zusammen.  Geht  umgekehrt  JSC  durch  A',  so  muss  B'C 
durch  A  gehen,  und  es  bestimmt  sich  Mi  durch  ein  Perpendikel 
von  A  auf  aA'  oder  von  A'  auf  a'A ,  welche  Perpendikel  also  die 
Centrale  in  demselben  Punkte  treffen  müssen. 

Mach  bekannter  Eigenschaft  der  KrelsTierecke  und  der  in  ihren 
Ecken  an  den  Kreis  gelegten  Tangenten  *  liegen  die  Ddrcfaschnitte 
zweier  Seitenpaare  des  Vierecks  mit  zwei  Ecken  des  Tangenten- 
viereeks  auf  gerader  Linie  und  zwar  harmonisch.  Es  sind  dem- 
nach einerseits  der  Durchschnitt  von  BC  mit  B'C,  der  Durch- 
schnitt von  AB  mit  A'C,  der  Punkt  d  und  der  Durchschnitt  von 
AC  mit  A'B'y  andererseits  der  Durchschnitt  von  AB  mit  A'B\ 
dier  Durchschnitt  von.BC  mit  B'C,  der  Durchschnitt  von  AC  mil 
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A'C  mid  der  Papkt  6'  harrooniscbe  Punkte.  Die  dritte  hiezu  ge-; 
h&rige  Gruppe  bilden  A^  b,  A,  d'.  Die  erste  Gruppe  liegt  auf 
der  Polaren  von  h\  die  zweite  auf  der  Polaren  von  1^,  die  dritte 
auf  der  Polaren  desDurchachoitts  von  BC  mitB'C*,  für  den  Kreis  Jf| « 

Wählt  man  den  einen  der  zum  Systeme  gehörigen  Punkte, 
z.  B.  P',  zum  Kreise  JUj,  so  fällt  der  Unterschied  der  gleicharti- 
gen und  ungleichartigen  Tangenten  weg,  und  statt  der  vier  Seh- 
nen I>Z)^  EE%  DE',  D'E  erhält  man  nur  eine,  welche  gemein- 
schaftliche Tangente  der  Berührunuskreise  von  AA*  sein  muss, 
und  zwar,  da  die  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  dieser 
Linie  und  der  Linie  AA'  durch  P*  gehen  müssen,  in  welchem 
Punkte  sich  Ä,  C,  B*,  C  vereinigen,  eine  mit  AA  ungleichar* 
tige  gemeinschaftliche  Tangente  der  beiden  Kreise,  also  im  Fall 
der  Taf.  IV.  Fig.  6.  eine  innere.  DieTaf.  V.  Fig.  7.  macht  dies  an- 
schaulich, wenn  man  fiir  A  und  A^  die  Punkte  a  und  ß,  fi'ir  6 
und  h'  die  Punkte  of|  und  cr^,  und  Mi  und  M^  fiir  die  Mittelpunkte 
der  Beruhrungskreise  von  AA*  nimmt.  Es  muss  aP*,  ßP*  die' 
Durchschnittspunkte  der  inneren  gemeinschaftlichen  Tangente  ^jJ^ 
mit  dem  Kreise  My  nämlich  die  Punkte  /  und  ö'  treffen.  Ebenso 
muss  dann  a'P'  durch  y,  ß*P'  durch  ö,  aQ'  durch  y,  ßQ*  durch 
*,    ct'Q'  durch  /,    ß*Q'  durch  8'  gehen. 

Die  Linien  von  P'  oder  Q'  nach  f>,  af,  i',  a  sind,  wie  aus 
der  obigen  Betrachtung  des  Vierecks  BB'CC*  folgt,  harmonische 
Strahlen,  und  da  bP'b*,  6Q'6'  rechte  Winkel  sind,  so  müssen 
P'by  P'b'  die  Winkel,  welche  P'a,  P'a'  bilden,  Q'ö,.Q'6'  die 
Winkel  der  Strahlen  Q'a,  Q'o!  halbiren. 

Die  Einschnittspunkte  der  Linien  DE  in  Aa,  DE'  in  A*a\ 
oder  die  Punkte  ai  und  a^'.,  welche  nach  der  vorigen  Nummer  mit 
Ml  und  den  andern  Mittelpunkten  projectivisch  sind,  müssen 
auch  unter  einander  projectivisch  sein. 

Wenn  AA*  durch  Q*  geht,  so  «ind  Aa  und  A'Ci!  eine  innere 
and  eine  äussere  gemeinschaftliche  Tangente  des  Kreises  M  mit 
einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  nach  der  eingeführten  Bezeich- 
nung m  oder  VI'  zu  nennen  ist,  welche  beiden  Punkte  hier  zu- 
sammenfallen; die  Berührungspunkte  mit  demselben  sind  a  und  a', 
so  dass  M  dprch  Q'  geht,  wie  das  Taf.  V.  Fig.  7.  zu  sehen  ist, 
vreuQ  man  y  statt  A\  a  statt  A,  t>'  statt  a',  2)  statt  a  nimmt. 
Von  den  beiden  Berührungskreisen  der  AA*  verwandelt  sich  der 
eine  in  den  Punkt  Q*.  W^ählt  man  Q*  zum  Kreise  Mi ,  so  fallen 
die  Tangenten  AB  und  AC  sowohl,  als  ^'i?'und  AC*  zusammen 
und  die  Sehnen  DE  und  D'E'  werden  Tangenten,  DE  in  A ,  so 
dass  es  mit  A^^.*^  D'E*  m  A,  so  dass  es  mit  Aa  zus^ummenföllt. 


Digitized  by  VjOOQIC 


18S  Ouidde:    üeber  Kreise,  weiche 

and  der  Einschnlttspunkt  der  Sehne  DE  in  Ady  sowie  der  Bin- 
Schnittspunkt  der  Sehne  />'£'  in  A'a'  der  Darchschnittspunkt  von 
Aa  und  ^Ä'a'  ist,  der^  beiläufig  erwähnt,  auf  der  in  P'  auf  der 
Centrale  errichteten  Senkrechten  liegt.  In  diesem  Durchschnitts- 
punkte sind  somit  entsprechende  Punkte  vereinigt  und  die  projee- 
tivische  Beziehung  der  Punkte  üi,  a^,.,.,  mit  den  Punkten  ai,  ßg^',..,. 
ist  eine  perspectivische.  Wählt  man  P'  zum  Kreise  itfj ,  so  wer- 
den die  andern  gemeinschaftlichen  Tangentjen  der  Kreise  Sl  und 
91  (ilfs  in  Fig.  7.)  die  Sehnen  DE,  D'E',  welche  Aa  und  A'a'  in 
den  Punkten  schneiden,  die  auf  der  in  Q  auf  der  Centralen  er- 
richteten Senkrechten  liegen ,  woraus  dann  weiter  folgt,  dass  Q 
der  Mittelpunkt  der  perspectivischen  Beziehung  der  Punkte  «i  und 
Ol'  ist.  Die  Strahlen  der  Punkte  a  und  a',  nämlich  BC  und  BC'y 
sind  ebenfalls  perspectivisch ,  da  die  nach  Q%  In  welchem  Punkte 
h'  liegt,  gehenden,  einander  entsprechenden  Strahlen  in  einen«  da', 
zusammenfallen.  Andere  entsprechende  Strahlen  sind  aP  und 
a'P,  ferner  a(  und  a'h ;  und  da  (  auf  der  in  P'  auf  der  Centrale 
errichteten  Senkrechten  liegt,  welche  die  Polare  des  Punktes  Q* 
fiir  alle  Kreise  des  Systems  ist,  also  den  zu  AQfA'  vierten  har- 
monischen Punkt  enthalten  muss,  so  ist  diese  Senkrechte  die 
Gerade,  auf  der  sich  die  entsprechenden  Strahlen  der  Punkte  a 
und  a' ,  oder  die  Linien  BC  und  B'C  schneiden. 

Steht  AA*  auf  der  Centralen  senkrecht,  so  fallen  wieder  die 
Kreise  Bt  und  W  in  einen  zusammen,  für  den  und  für  M,  Aa 
und  A'a'  gemeinschaftliche,  und  zwar  gleichartige  Tangenten  sind« 
Der  Punkt  1^  liegt  im  Durchschnitt  von  AA*  mit  der  Centrallinie, 
während  h'  im  Unendlichen  liegt  und  der  dazu  gehörige  Beruh- 
rongskrels  in  das  System  der  Poteoziinie  and  unendlichen  Linie 
sich  verwandelt  Die  diesen  Kreis  berührenden  Sehnen  DE',  JWE 
sind  der  Potenzlinie  parallel,  welche  Richtung  auch  die  Verbin- 
dungslinien  der  entsprechenden  Punkte  a^  und  o^'  haben.  Die 
Sehnen  DE  und  D'E',  ferner  DD'  und  EE',  sowie  die  Polaren 
BC  und  B'C  von  A  und  A'  kreuzen  sich  auf  der  Centrale  und 
liegen  symmetrisch  gegen  dieselbe. 

In  diesen  Betrachtungen  sind  folgende  Sätze  enthalten* 

Lehrsatz  IL  Gehen  von  zwei  Punkten  eines  Kreises  eines 
Systems  an  die  verschiedenen  Kreise  desselben  Systems  Tangen- 
ten, welche  den  ersten  Kreis  wieder  schneiden,  so  erzeugen  jede 
zwei  nicht  von  demselben  Punkte  ausgegangenen  Tangenten  Seh- 
nen, welche  sich  als  Tangenten  so  an  die  beiden  Berfihrungs- 
kreise  der  Verbindungslinie  der  Punkte  vertheilen,  dass  die  durch 
ungleichartige  Tangenten  erzeugten  den  einen,  die  durch  gleich- 
artige Tangenten  erzeugten  den  andern  berühren.    Die  von  den 
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Pohren  der  Punkte  gebikLeten  Strahleobüschel,  sowie  die  Ein* 
scbnittspuiikte  der  durch  Tangenten  desiselben  Punktes  erzeugten 
Sehnen  in  die  in  diesem  Punkte  an  den  ersten  Kreis  gelegte  Tan- 
gente, sind  unter  einander  und  mit  den  Mittelpunkten  der  Ter- 
scbiedenen  Bestimmungskreise  projectiviscb.  Diese  projectivische 
Bexiehung  geht  in  perspectivische  über,  wenn  die  beiden  Punkte 
00  liegen,  dass  sie  Berührungspunkte  gemeinschaftlicher  Tangen^ 
ten  des  Kreises  mit  irgend  einem  Kreise  des  Systems  sind. 

Zusatz.  Ungleichartige  gemeinschaftliche  Tangenten  zweier 
Kreise  eines  Systemes  werden  von  irgend  einem  dritten  Kreise 
des  Systems  so  geschnitten,  dass  ein  Paar  der  Verbindungslinien 
der  Schnittpunkte  sich  in  einem  der  beiden  zum  Systeme  gehören- 
den Punkte  schneiden,  das  andere  Paar  dann  naturlich  auf  der 
Polaren  dieses  Punktes, ^  d.  h.  auf  der  im  andern  Punkte  auf  der 
Centrale  Senkrechten. 

Der  Beweis  des  Zusatzes  liegt  in  der  Betrachtung  des  Falls, 
dass  für  irgend  ein  Paar  Punkte  J,  A'  der  Punkt  P  als  Kreis 
jtfi  genommen  wird. 

Interessant  ist  noch,  dass  eine  Gerade  durch  den  Durchschnitt 
zweier  ungleichartigen  gemeinschaftlichen  Tangenten ,  durch  %^  z.  B« 
(Taf.  V«  Fig.  70>  voM  der  Verbindungslinie  der  Berfihrnngspunkte 
a^d^  parallel  gezogen,  auf  der  Verbindungslinie  crid|  der  Berfih- 
rungspunkte  des  andern  Kreises  senkrecht  stehen,  und  da  a^öi 
die  Polare  von  t«  für  Kreis  Jff]  ist,  durch  den  Mittelpunkt  My 
dieses  Kreises  gehen  muss. 

3.  Ausser  den  in  der  vorigen  Nummer  betrachteten  Seiten- 
paaren DD',  EE'  und  DE\  D'E  des  Vierecks  DD'EE'  muss 
auch,  nach  J.  6.,  das  dritte,  DE,  D'E*,  einen  gemeinschaftlichen 
Beruhrungskreis  haben,  und  zwar  so,  dass  alle  sechs  Berührungs- 
punkte c  auf  DD*,  D  auf  ££%  f  auf  DE',  t  auf  D'E,  0  auf  D'E', 
^  auf  DE  in  gerader  Linie  liegen.  Für  die  Sehne  DE  ist  schon 
in  der  ersten  Nummer  dieses  Paragraphen  der  Berührungskreis  91 
mit  dem  Berührungspunkte  A\  in  der  Linie  BC  nachgewiesen, 
dem  für  die  Sehne  D'E'  der  Beruhrungskreis  W  mit  dem  Be- 
ruknmgspunkte  üTi'  im  Durchschnitt  von  B'C  mit  D'E'  entspricht; 
Es  fragt  sich  jetzt,  ob  der  gemeinschaftliche  Beruhrungskreis  der 
Sehnen  DE  und  D'E'  mit  einem  dieser  Kreise  JXt  und  VI'  zusam- 
menftllt  Die  Vierecke  BB'CC  und  DD'EE'  liegen  so,  dass 
zwd  Paare  zugeordneter  Seiten  ein  und  dieselbe  Gerade  cf  in 
denselben  Punkten  treffen: 

BB'  und  DD'  in  c, 
CC  und  ££"  In  d. 
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BC  und  DE'  io  f , 
B'C  und  1>E  In  l 

Da  nun  die  sechs  Durchschoittspunkte  der  drei  Paare  möge- 
ordoeter  Seiten  eines  Vierecks  mit  einer  Geraden  eine  Involution 
bilden  9  also  der  sechste  Punkt  durch  die  fünf  andern  unzweiden- 
tig  bestimmt  ist,  so  folgt«  dass  von  den  dritten  Seitenpaaren  der 
Vierecke  entweder  beide  Seiten  die  Linie  cf  in  ijenselben  Punk* 
ten  schneiden,  oder  keine  mit  einer  des  andern  Paars  ihren  üurch- 
schnittspunkt  auf  cf  hat  Sollte  also  z.  B.  der  Kreis  JXl  der  ge- 
meinschaftliche Berühningskreis  der  Sehnen  DE  und  D'E'  sein, 
oder  sollte  ÜT^  mit  f}  zusammenfallen,  BC  und  cf  sich  in  demsel- 
ben Punkte  schneiden  wie  DE  und  cf,  so  mü'ssten  im  Allgemei- 
nen auch  B*C*  und  D'E*  sich  auf  cf  schneiden  und  Ki'  müsste 
mit  i  zusammenfallen;  und  da  an  D'E'  in  ^  nur  ein  einziger  Be- 
rührungskreis, möglich  ist,  so  müsste  VH  mit  W  zusammenfallen, 
was  nur  in  ganz  besonderen  Fällen  stattßnden  kann.  Es  folgt  so, 
dass  im  Allgemeinen  der  gemeinschaftliche  Berührungskreis  der 
Sehnen  DE  und  D'E'  nicht  mit  1X1  oder  HI'  zusammenfällt,  dass 
er  also  ein  ganz  bestimmter  und  zwar  durch  eine  der  beiden  Seh- 
nen vollkommen  bestimmter  Kreis  ist,  oder,  da  A  und  A'  belie- 
bige Punkte  des  Kreises  M  sind,  dass  er  allein  vom  Kreise  Mi 
uiid  gar  nicht  vom  Punkte  A  oder  A'  abhängt,  vielmehr  fär  alle 
Punkte  des  Kreisel  JH  derselbe  ist.  Es  versteht  sich  von  selbst, 
dass  es  Lagen  für  den  Punkt  A  gibt,  bei  welchen  der  in  Rede 
stehende  Kreis  mit  dem  Kreise  VI  derselbe  ist;  und  namentlich 
ist  dies  der  Fall,  wenn  eine  der  Tangenten  AB  oder  AC,  z.  ß. 
AC,  durch  einen  der  Durchschnittspunkte  der  Kreise  P  (oder  Q) 
geht;  es  fallen  dann  C,  E  und  beide  Berührungspunkte  der  Sehne 
DE  ebenfalls  nach  P;  die  oben  erwähnte  Involution  wird  illuso- 
risch und  beweist  nicht  mehr,  dass  die  Kreise  W  und  Vt  zusam- 
menfallen müssen.  Der  hier  abgeleitete  Satz  bildet  die  Ergän- 
zung des  Lehrsatzes  I.;   er  lautet: 

Lehrsatz  III.  Die  von  den  verschiedenen  Punkten  eines 
Kreises  an  einen  zweiten  Kreis  gelegten  Tangenten  bestimmen  auf 
dem  ersten  Kreise  Sehnen,  welche  einen  dritten  Kreis  berühren, 
der  zum  System  der  beiden  ersten  gehurt. 

4.  Man  nehme  nun  einen  zweiten  Bestimmungskreis  M^  hin- 
zu und  lege  an  denselben  von  ^  und  ^'  die,  im  Fall  der  Taf. IV.  Fig. 6., 
gleichartigen  Tangenten  AFU  und  AF*H\  Nach  der  zweiten 
Nummer  dieses  Paragraphen  müssen  dann  AA' y  DD' ,  RH*  den- 
selben Berührungskreis  haben  und  es  müssen  die  Berührungspunkte 
t  auf  HW  und  hx  ebenso  in  der  Geraden  FF*  liegen,  wie  c  und  Ift 
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in  der  Geraden  BB\  so  dass  .diese  Berdfaraogspunkte  abfaüngig 
sind  voo  den  Punkten  A  und  A'.  Weil  aber  auf  diese  Weise 
Diy  nnd  HH*  denselben  Kreis  berühren »  so  müssen  auch  irgend 
ein  Paar  andere  gegenüberstehende  Seiten  des  Vierecks  DWHH^ 
also  die  Seiten  DH  und  lyH'y  einen  gemeinschaftlichen  Berüh- 
rangskreis  haben ,  so  dass  die  Berührungspunkte  auf  A  liegen. 
Diese  Berührungspunkte  erscheinen  derogemäss  ebenfalls  als  ab- 
hängig von  den  Punkten  A  und  A'^  und  man  konnte  meinen,  der 
Beriihrungskreis  ändere  sich^  wenn  einer  dieser  Punkte  seine 
Lagf  auf  dem  Kreise  Jf  änderte.  Jedenfalls  bleibt  es  zweifelhaft« 
da  DH  zwei  Berührungskreise  bat»  ob  der  mit  D'H'  gemeinsame 
seinen  Berührungspunkt  auf  der  Geraden  BF  oder  in  solcher 
Lage  haty  dass  seine  Verbindungslinie  mit  A  durch  den  Durch- 
schnittspuoWt  von  BH  nnd  DF  geht  (§.  4.,  3.)*  Wollte  man  aber 
das  Erstere  annehmen,  so  schnitten  sich  die  Seitep  AD  und  (c» 
AH  und  H,  DH  und  A  der  Dreiecke  ADH  und  i>d  auf  gerader 
Linie,  nnd  es  müssten  daher  die  Verbindungslinien  der  entspre« 
cheoden  Ecken,  nämlich  Ai,  De,  Hl  sich  in  demselben  Punkte 
schneiden,  was  nicht  möglich  ist,  da  diese  Linien  Tangenten  des- 
selben Kreises  sind.  Es  bleibt  sonach  für  den  in  Rede  stehen- 
den Berührungspunkt  nur  die  zweite  der  beiden  Lagen  übrig,  und 
es  folgt,  dass  der  Berühruogskreis  durch  den  Punkt  A  schon  voll- 
kommen bestimmt  ist,  oder  da  A  irgend  ein  Punkt  des  Kreises  Jlf 
ist,  dass  er  durch  die  Kreise  Mi  und  M^  vollkommen  bestimmt 
nnd  für  alle  Punkte  A  derselbe  ist.  Hätte  man  statt  der  Tangente 
A'D^  die  auf  der  andern  Seite  des  Mittelpunkts  an  den  Kreis  üfg 
gehende  genommen  und  mit  DH  die  Sehne  zusammengestellt, 
welche  diese  Tangente  mit  A'E'  auf  dem  Kreise  M  erzeugte,  oder 
hStte  man  überhaupt  irgend  ein  Paar  durch  gleichartige  Tangen- 
ten erzeugte  Sehnen  zusammengestellt,  so  wäre  man  durch  ähn- 
liche Betrachtungen  zu  demselben  Berührungskreise  gelangt  Die 
Sehne  HE  dagegen,  mit  H'E'  oder  irgend  einer  durch  ungleich; 
artige  Tangenten  erzeugten  Sehne  zusammengestellt,  führt  auf 
dem  obigen  Wege  zu  einem  zweiten  Berührungskreise,  der  für 
ungleichartige  Tangenten  gilt.  Somit  wäre  denn  auch  der  im  Ein- 
gange angefahrte  Poncet  et *sche  Satz,  ood  swar  durch  blosse 
geometrische  Betrachtungen,  erwiesen.  Des  Zosammenhangs  wegen 
steile  Ich  diesen  Satz  hier  nochmals  auf. 

Lehrsatz  IV.  Legt  man  von  den  verschiedenen  Punkten 
dnes  Kreises  eines  Systems  an  jeden  von  zwei  anderen  Kreisen 
des  Systems  eine  Tangente,  so  bestimmen  diese  Tangenten  auf 
dem  ersten  Kreise  Sehnen,  welche  zwei  feste  Kreise  des  Systems 
berühren,  nnd  zwar  so,  dass  alle  durch  gleiehartige  Tangenten 
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enUrtandenen  Sehnen  den  einen,    alle  darch  ungleidbartige  Tan- 
genten entetandenen  den  anderen  b^rfibren. 

Die  Anwendung  auf  eine  grossere  Anzahl  von  Kreisen  unter- 
liegt keiner  Schwierigkeit.  Hat  man  im  Kreise  M  irgend  zwei 
Polygone,  die  man  sich  leicht  ohne  Figur  vorstellen  kann  und  die 
durch  ABCDE  und  AB'C'D'E'  bezeichnet  seien,  so  dass  AB 
und  AB',  ßC  und  B'C,  u.  s.  w.  Tangenten  sind  der  Kreise  Mi» 
M^,  u.  8.  w.,  so  werden  auch  die  letzten  Seiten  EA,  EA*  Tan- 
genten desselben  Kreises  M^  sein,  wenn  nur  in  Bezug  auf  gleich- 
artige oder  ungleichartige  Lage,  BA  und  BC  fSr  B,  CB  und  CD 
für  C  DC  und  DE  für  D  sich  ebenso  verhalten  wie  B'A'  und 
BC  far  B,    Cß'  und  CD'  für  C,   D'C  und  D'E'  für  />'. 

Die  Anzahl  der  (lir  die  gegebenen  Kreise  möglichen  Berfih- 
rungskreise  der  letzten  Polygonseife  wächst  natürlich  mit  der  An- 
zahl der  gegebenen  Kreise:  es  sind  deren  för  zwei  Kreise  zwei, 
Air  drei  vier,    ffir  vier  acht  nnd  so  fort  nach  Potenzen  von  Zwei. 

Es  seien  (Taf.  V.  Fig.  7.)  die  Bestinimungskreise  wieder  mit 
M^t  M^  bezeichnet,  a,  ß,  a',  ß'  seien  die  Einschnittspunkte  der 
Süsseren  gemeinschaftlichen  Tangenten  dieser  Kreise  in  den  Kreis 
M;  Yp  d,  y',  S'  die  der  inneren.  Von  ß  aus  gehen  an  Mi  nnd 
M^  die  gleichartigen  Tangenten  ßai ,  ßa2,  welche  in  dieselbe  Ge- 
rade zusammenfallen  und  als  Sehne  die  Tangente  aT>  in  a  erzeu- 
gen. Diese  Tangente  muss  also  auch  eine  Tangente  des  Beruh- 
rungskreises  M^  der  durch  gleichartige  Tangenten  erzeugten  Sehnen 
sein.  Dasselbe  gilt  für  die  in  a*  an  M  gelegte  Tangente,  so  wie 
fSr  diejenigen,  welche  in  y  und  /  an  M  gelegt  werden,  da  auch 
8yi  und  dy^^  sowie  ö'di  und  0*8^,  gleichartige  Tangenten  der  Kreise 
Ml  und  M2  fär  den  Punkt  8  und  den  Punkt  8'  sind.  Für  die 
Punkte  a,  af,  y,  y'  dagegen  sind  die  gemeinHchaftlichen  Tangen- 
ten der  Kreise  Mi  und  M^  ungleichartig  und  es  müssen  daher  die 
\n  ßp  ß',  8,  8'  an  M  gelegten  Tangenten  den  (ur  ungleichartige 
Berührung  geltenden  Kreis  berühren.  Diese  Betrachtung  fuhrt 
zunächst  za  einem  Zusätze  zum  Lehrsatz  IV. 

Zusatz.  Die  Dorchschnittspunkte  des  ersten  Kreises  mit 
den  den  beiden  Bestimmungskreisen  gemeinschaftlichen  Tangen- 
ten sind  die  Berührungspunkte  seiner  gemeinschafttichen  Taogen» 
ten  mit  den  beiden  Berührungskreisen  der  erzeugten  Sehnen. 

Die  obige  Betrachtung  macht  es  aber  auch  möglich ,  alle  diese 
Sätze  von  einer  neuen  und  allgemeineren  Seite  aufzufassen. 

Der  Kreis  M^  ist  durch  den  Punkt  a  vollkommen  bestimmt 
vnd  bleibt  daher  derselbe,  so  lange  die  geraeinscimftlidie  Taa- 
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gente  cl«r  Kreise  üfi  nnd  üf«,  nlfnlicb  die  Linie  ftfix^,  den  Kreis 
M  in  demselben  Punkte  «  schneidet.  Wenn  rosn  also  irgend  ein 
Paar  Kreise  des  iSystenis  construirt,  weklie  eine  gerade  Linie 
berOhren,  die  durch  einen  festen  Punkt  geht,  und  von  irgend  einem 
Punkte  des  durch  diesen  festen  Punkt  bestimmten  Kreises  des 
Systems  Tangenten  an  dieselben  legt,  so  bestimmen  diese  mit 
dem  letztgenannten  Kreise  Sehnen,  die  einen  festen  Kreis  berüh- 
ren. Dabei  ist  Folgendes  zu  bedenken.  Ist  die  durch  a  gehende 
Gerade  eine  äussere  gemeiuschaftliche  Tangente  ihrer  Berührungs* 
kreise  und  liegt  der  zweite  Einscbnittspunkt  ß  ausserhalb  der 
Berührungspunkte  aj^,  a^y  so  müssen  die  erzeugenden  Tangenten 
gleichartige  sein ,  ebenso  wenn  die  Linie  eine  innere  geroeinschaft- 
licfae  Tangente  ist  und  der  zweite  Einscbnittspunkt  zwischen  den 
Berührungspunkten  liegt ;  in  den  andern  Fällen  muss  man  ungleich- 
artige Tangenten  wählen.  Dass  zu  jedem  festen  Dufchschnitts- 
punkt  a  gemeinschaftlicher  Tangenten  von  Kreispaaren  eines  Systems 
sich  noch  drei  andere  feste  Punkte  hinzufioden,  a',  y,  /,  in  wel- 
chen sich  die  andern  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Paare 
schneiden ,  ist  aus  den  bisherigen  Betrachtungen'  klar ;  man  findet 
diese  Punkte  durch  den  durch  a  gelegten  Kreis  und  durch  Gerade, 
die  man  theils  der  Potenzlinie  parallel,  theils  durch  die  Punkte 
P'  nnd  Q'  zieht.  Die  in  dieser  Weise  von  a  aus  gezogenen  Ge- 
raden bilden  zugleich  die  Grenzen  zwischen  gleichartigen  und  un- 
gleichartigen Bestinimungstangenten.  Ist  nämlich  i  der  Durch- 
schnittspunkt der  Linie  «lO^  mit  der  Poteoziinie,  so  findet  man  die 
Berührungspunkte  a^ ,  a^  durch  die  Beziehung 

So  lange  ai«,  oder  aß  zwischen  y  und  P'  hindurchgeht,  ist 
ic^tP'^  weil  es  dem  stumpfen  Winkel  »P'tf  gegenüberliegt;  er 
ist  also  ein  äusserer  Aehnlichkeiti«punkt  und  ß  liegt  ausserhalb  der 
Berührungspunkte ,  so  dass  die  Bestimmongstangenten  gleichartige 
seiD^  müssen.  Geht  aß  zwischen  JP'  (oder  /)  und  «'  faindurch, 
so  ist  iP'  >  ur;  der  Punkt  6  ist  innerer  Aiehnlichkeitspankt,  wäli* 
rend  ß  die  vorige  Lage  hat,  so  dass  die  Bestimmungstangenten 
ungleichartige  sein  müssen.    Der  gewonnene  Lehrsatz  ist  nun: 

Lehn  atz  V.  Legt  man  an  jeden  der  beiden,  zu  einem  be- 
stimmten System  gehurenden  Beruhrungskreise  irgend  eines  Strah- 
les eines  festen  Punktes,  eine  Tangente  von  irgend  einem  Punkte 
des  durch  den  festen  Punkt  bestimmten  Kreises,  und  zwar  so, 
dass  diese  Tangenten  in  Bezug  auf  Gleichartigkeit  oder  Ungleich- 
artigkeit  sich  ebenso  verhalten,  wie' die  m  dem  Strahle  vereinigten 
TsDgeatteD  fibr  den  sweiten  Einschnittsponkt  des  Strahles»  so  he- 
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stimmeD  diese  Tangenten  mit  dem  dorch  deo  festeo  Punkt  geben- 
den  Kreise  Sehnen,  wettebe  Tangenten  sind  des  »weiten  BerGb- 
rungskreises  der  im  festen  Punkte  an  den  durcb  ihn  bestimmten 
Kreis  gelegten  Tangente. 

Man  nenne  die  von  einem  Punkte  A  des  durch  den  festen  Punkt 
a  bestimmten  Kreises  ^  au  den  ersten  Benlbrungskreis  Uli  des 
Strahls  gelegten  Tangenten  a^  und  a^',  und  es  sei  die  nach  der 
Bedingung  des  Lehrsatzes  zu  Oi  gehurende  dos  Kreises  Jlf^  oder 
des  zweiten  Beröhrungskreises  des  Strahles»  n^»  ^'^  ^^  ^i'  S^* 
hörende  a^!  \  ebenso  6|  und  A,',  b^  und  b^  ffir  ein  Paar  Berüh- 
rungskreise eines  zweiten  Strahles  u  s.  w.  Dann  werden  >  wenn 
der  Punkt  A  feststeht,  auch  durch  die  anderen,  der  Bedingung 
des  Satzes  nicht  entsprechenden  Tangentenpaare  Ai  und  a^ ,  Oj' 
und  d^A  ^1  ^^^  ^2  9  ^i  ^^^  ^2>  n.  s.  w.  Sehnen  erzeugt,  welche 
einen  festen  Beriiluungskreis  haben.  Denn  bezeichnet  man  die 
Einschnittspunkte  der  Tangenten  in  den  Kreis  M  entsprechend 
mit  deutschen  Buchstaben  ü^y  üi',  u.  s.  f.,  so  sind  nach  Lehr- 
satz V.  üiÜa,  Ü/Üa',  ]Sj39a,  ^Si'^^aS  u.  s.  f.  Tangenten  des  durch 
die  Tangente  in  a  bestimmten  Kreises,  Ü^Üa',  ÜiÜ/,  VJ^^'»  35iBi' 
aber  Tangenten  des  durch  die  Tangente  in  A  bestimmten  Kreises 
nach  Lehrsatz  L  Betrachtet  man  also  die  Dreiecke  üiÜaita'* 
ÜiÜa'ili',  ]Si]Sa^2'»  u.  s.  f.,  so  sind  zwei  Seiten  derselben  Tan- 
genten fester  Kreise,  also  auch  die  dritten.  ' 

Ich  bemerke  noch  zum  Schluss  dieses  Paragraphen,  dass  die 
Strahlen  in  der  obigen  Beziehung  Oi  und  o^t  ^i'  «nd  Ua',  6|'  und 
6aS  bi  und  b^f  u.  s.  f.  ein  Strahlensystem  bilden,  das  jeden  be- 
liebigen Kreis,  unabhängig  von  dem  Systeme,  aus  dem  das  Strah- 
lensystem hervorgegangen,  in  Sehnen  schneidet,  die  Tangenten 
eines  zweiten  Kreises  sind,  wenn  der  Mittelpunkt  J  dieses  Strah- 
lensystems in  irgend  einen  Punkt  des  Umfangs  des  Kreises  ge- 
legt wird.  Denn  die  zu  den  Winkeln  des  Strahlensystems  als 
Peripheriewinkeln  gehurenden  Sehnen  haben  unter  einander  immer 
dasselbe  Verhältniss,  welches  auch  der  Kreis  sei,  und  die  Ge- 
sammtheit  dieser  Sehnen  tut  irgend  einen  Kreis  ist  derGesaaimt- 
heit  derselben  ffir  den  Kreis  lU  ähnlich. 


§.  10. 

Die  Gleichung  zwischen  den  Radien  und  Hitfelpuiikts* 

entfernungen. 

1.    Die  Ableitung  der  Gleichung,   die   sich   sehen    in   $.  7. 
und  $.  8.  ergeben  hat,    ist  nun,    naciideiii  4ie  geometrladben  Be- 
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traehlDDgeu  des  §.  9.  vorausgegangen,  auf  einfachere  Art  möglich. 
Man  kanii  irgend  einen  besonderen  Fall  zu  Grunde  legen,  z.  B. 
den,  dasa  der  Ausgangspunkt  der  bestimmenden  Tangenten  einer 
der  gemeinscfaaftiicfaen  Punicte  des  Systems,  oder  den,  dass  der- 
selbe einer  der  in  der  Centrale  befindlichen  Punkte  des  Kreises 
M  ist  Zu  der  einfachsten  Art  aber  führt  der  Zusatz  zum  Lehr- 
satz IV.  des  vorigen  Paragraphen.  Die  Tangente  in  a  (Taf.  V. 
Pig.  7.),  deren  zweiter  Berubrungskreis  D  zum  Berührungspunkte 
hat,  schneide  die  Potenzlinie  in  n;  ttK  liege  zwischen  der  Cen- 
trallinie  und  der  gemeiDschaftlichen  Tangente  der  Kreise  Mi  und 
üfs,  senkrecht  auf  dieser,  die  Senkrechte  von  a  auf  die  Potenz- 
linie sei  gleich  or.     Es  ist  dann« 

jMJaaa  —  ttK äK — ^lO, 

oder,  nach  der  eingeführten  Bezeichnung  MMi  =  qi9  MM^=^q%, 
itf^=rra,    Äfiflfi=ri,    Ufa =r  gesetzt: 

""   V^  +  Vf. 

Es  steht  nun  ari  auf  auf,  a»auf  a£,  »17  auf  üfAi  senkrecht,  sodass 

Dr.  airi  00  Dr.  aKJU 
imd 

at :  ai^  =  aK :  aJH. 
Ferner  ist 

ai7=i}^  =  ia^ 

nod,  Jfjlf,  durch  q^  bezeichnet, 

ad'  =  V2q^. 
Der  Punkt  $  bt  die  Mitte  von  aio^,  und  es  ist 
o^a  — aia=2a», 
a*=l(V2igii— V2^), 
durch  welche  Werthe  die  Proportion  übergeht  in 
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folglich 


(I) 


Man  fibeneogt  sieb  leicht,  dass  diese  Gleichung  gilt,  wenn 
die  an  Mi  und  ü/g  gelegten  Tangenten  gleichartig  sind,  und  dass 
sie  für  ungleichartige  Tangenten  fibergeht  in 


(2) 


Mittelst  des  Stevvart'AcheD  Satzes,  nach  welchem 
gehen  die'  Glerchungen  (1)  und  (2)  über  in 

^^:K^^) ^ 

v5^'"'^;:;^' (^) 

Diese  letzteren  Formen  muss  man  wählen ^  wenn  die  beiden 
gegebenen  Kreise  in  einen  zusammenfallen,  ^a=9^i  wird.  Für 
gleichartige  Tangenten  fallt  der  Kreis  M^  mit  M  zusammen  und 
es  ist 

FQr  ungleichartige  erhält  man: 

Ist  für  diesen  Fall  der  Gleichheit  von  q^  und  qi  der  Kreis  lU^ 
gegeben  9  so  gibt  es  zwei  Kreise  ilfi,  deren  einer  die  Linie  aP 
in  P,  deren  anderer  die  Linie  oQ  vok  Q  berührt»  wenn:«  wie  bis- 
her den  Berührungspunkt  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der 
Kreise  M  und  M^  bedeutet;   denn  (Lehre.  V.)  nnr  (ur  die  Strah- 
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len  aP,  aQ  fallen   die    beiden   Beetimmangslu'me»   welche  die 
Strahlen  des  Punktes  a  berühren  miissen,    in    einen  zusammen. 

Aus  den  obigen  Gleichongen  (1)  und  (2)  überzeugt  man  sich 
auch,  wenn  man  nicht  geometrische  Betrachtungen  vorzieht »  dass 
die  Berührungen  entweder  für  alle  Ecken  des  dem  Kreise  M  ein- 
geschriebenen  Dreiecks  ungleichartig,  oder  för  zwei  Ecken  gleich- 
artig, für  die  dritte  ungleichartig  sind,  indem  die  Gleichungen  nur 
in  folgenden  zwei  Weisen  neben  einander  bestehen  können»  ent- 
weder : 

oder 

n  V^  —  r,  Vlfi^5=:r(yj— 9,), 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (3)  gewinnt  man  durch  Elimi- 
nation Ton  72  (oder  Vi)  noch  eine  neue  Form: 


(5) 


2rri  V^  =r«(9a— yi  +  93)— 9i  .^a.y,  } 

und  aus  (2)  und  (4)  erhält  man  dieselbe  Gleichung. 

2.  Der  durch  diese  Gleichungen  ausgedrückte  Zusammenhang 
zwischen  den  Beruhrungskreisen  der  Sehnen  eines  Kreises  führt 
zu  einem  neuen  selbständigen  Beweise  des  Lehrsatzes  IV.  Es 
lässt  sich  nämlich  die  allgemeine  Gültigkeit  der  Gleichungen  leicht 
darthun,  wenn  dieselbe  für  einen  einzigen  besondern  Fall  erwie- 
sen ist.  Um  die  Untersuchung  von  der  Realität  oder  Unmöglich- 
keit der  gemeinschaftlichen  Tangenten  oder  der  Durchschnittspunkte 
der  Kreise  unabhängig  zu  machen,  wähle  ich  den  Endpunkt  G 
(Taf.  IV.Fig.  8.)  des  in  der  Centrale  liegenden  Durchmessers  GH 
des  Kreises  M.  Von  G  gehen  an  die  Kreise  Mi  und  M^  difi 
gleichartigen  Tangenten  GaA^  Gbß\  A^  und  Bi  sind  die  Pro* 
jectionen  der  Punkte  A  und  B  auf  OM.  Es  ist  dann,  die  Radien 
und  Mittelpunktsentfernungen  wie  bisher  bezeichnet,  und  OM=m 
gesetzt, 

GAxGH=4Sa:GJUt. 


Digitized  by  VjOOQIC 


192  Quidde:    Ceher  Jtreüe,  weiche 

'  Gar=\^2g, .  G0= V"2j|.(r +m). 


folglich 


ebenso 


^^^2rV^2y^(r  +  m) 


»-  +  92 


folglich 


Wählt  man  för  ^dliß  den  hier   allein   zulässigen  Berührangskreis 
ilfs»  dessen  Beröbrungspuakt  zwischen  A  und  B  liegt,  so  ist 

AB=:  V 293.  04  +  V2<73.0J%. 
Ferner  ist 

/la=V2y|.02l,, 

»•+^1 

Fär  HA  und  A£  findet  man 

HAiM^a^HG.MiG, 

HA^^^> 
»•+?i 

nnd  ebeniBo 

Nach  dem  ptolemäischen  Satze  ist 

AB,GH+AG.HB=BG.AH, 


ebenso 
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und  wenn  man  hier  die  gefondeneD  Werthe  einsetit: 

"■         r  +  ^a         *r  +  qi' 

welche  Gleichung  sich  leicht  auf  die  Gleichung  (3)  der  vorigen 
Nummer  zarflckfOhren  Ifisst.  Hätte  man  ein  Paar  ungleichartige 
Tangenten  GbB  und  Ga'A'  gew&hlt«  so  wOrde  man  zu  der  Glei- 
chang  (4)  gelangt  sein.  Die  Gleichungen  der  vorigen  Nummer 
sind  also  för  den  Berflbrungskreis  einer  Sehne  erwiesen,  welche 
durch  Tangenten  entsteht,  die  von  G  ausgehen;  und  zwar  ist  zu 
bemerken,  dass  für  eine  durch  gleichartige  Tangenten  von  G  aus 
entstandene  Sehne  das  ^3  kleiner  ist,  als  das  zu  ungleichartigen 
Tangenten  gehurende,  wovon  man  sich  augenldicklich  durch  die 
Gleichungen  überzeugt. 

Es  muss  nun  gezeigt  werden,  dass  wenn  die  Endpunkte  einer 
Sehne  AB  mit  G  verbunden  werden ,  die  Gleichungen  nicht  nur 
zur  Auffindung  des  Berührungskreises  der  Sehne  AB,  aus  denen 
von  GA  und  GB,  sondern  auch  zur  Auffindung  eines  dieser  letz- 
teren aus  den  beiden  anderen  dienen,  oder  dass  sie  überhaupt 
gültig  sind,  wenn  nur  eine  Ecke  des  Dreiecks  in  G  liegt 

Da  von  A  an  den  Kreis  iffg  noch  eine  Tangente  geht,  ausser 
AB,  die  man  sich  unter  AJf  vorstelle,  so  gibt  es  auch  ausser  GB 
noch  eine  zweite  GIS,  welche  mit  GA  den  Kreis  M^  hervorbringt. 
Der  zu  dieser  Sehne  GH  gehörende  Berühmngskreis,  derjenige 
oatfirlicb,  dessen  Berührungspunkt  zwischen  G  und  H  liegt,  habe 
den  Mittelpunkt  10%»  ^^^  ^  ^^^  JUVl%=^q%.  Da  7i  auf. dem  Bogen 
zwischen  A  und  G  liegen  muss,  so  Ist, .  übereinstimmend  mit  der 
Bemerkung  über  gleichartige  und  ungleichartige  Tangenten, 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (3) 

findet  man 

und  da  nach  dem  Stewart'schen  Satze 
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und  die  vorige  Gleichung  sieb  umformen  läs^t  in 
90  ergibt  sich»  wenn  man  r^—- 9i?8  eliminirt: 

^(98  —  9i)*  -  2rri  Vj^jj^  (93  —  ft)  +  »"i  Va9»  =»-3  Y?a» 

oder,  da  fi  >9s: 

welche  Werthe  sich  ihrer  Grosse  gemXss  so  vertfaeiien,  dass 

w—  r(yi-y») 

4/7" — —     y(yi— ys) 

Das  Vorzeichen  —  im  Werthe  von  V^42>  «relcbes  übrigens 
Inif  ^2  selbst  keinen  Eiofluss  hat,  kommt  daher,  dass  man  tod 
^Wier  Gieichnng  aasgegangen  tat,  in  welcher  9^>9i  war,  wäh« 
rend  <l%^9i,  so  dass  fflr  q^  und  das  zug^Orige  t^  die  Differenz 
ViSf  q^—r^yfqi  hätte  umgestellt  und  in  taV^ — riV^ verwan- 
delt werden  müssen. 

Nachdem  nun  die  Gültigkeit  der  Gleichungen  (1)  bis  (4)  für 
Dreiecke  nachgewiesen  ist,  die  eine  Ecke  in  6  haben,  fehlt  noch 
der  Beweis  der  allgemeinen  Gültigkeit.  Man  nehme  ein  beliebi- 
ges Dreieck  ABC  und  verbinde  dessen  Ecken  mit  G  und  denke 
sich  dann  die  Berührungskreise  der  sechs  entstandenen  Sehnen» 
deren  /  Berührungspunkte  alle  zwischen  den  Endpunkten  der  Seh- 
nen liegen  nögen.  Der  Berührongskreis  Ton  GA  eei  üf},  von 
Gß-^M^,   von  GC^JU^,    von  AB-^JU^,    von   AC—M^,  von 
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BC  —  M^.    Man  hat  dann  mit  BerllekiricktigMig^  der  Art  de«  B«> 
riOining  flir  das  Dreieck  CBGi 

für  das  Dreieck  CAG: 

folglich     ^ 

y» — g4  _  -  »^t  V^— *•»  V^ 

•der 

(?•-?»)(»*-  9i*4)=(»'»V9i+raV^)(r4V^  -r»  V^, 

(?i  -  q*)  ('*—  ya^s) = (»-»  ^Tq^—H  V^)  ('4  Vvi  +'1 V^. 
Ndd  ist 

(ya— 9»)  (>*  -  qi9*>  —  (Vi  — 94)('-*—  JaV«) 
=  («*— 91)  (»*-  949*)  —  (%— 9»)  (»*— 9iVa). 

=  («•»  V^+'-4  V^fra  V^-r,  V^ 
-(»•.V"^-'-4V^)fr.V^+r»V^,,     „        . 
folglich 

(Va—  9i)  (**—  949»)  —  (9»— 94)  (>*  — 9i9a) 
«(*'»V^+'4V^9*)(»-aV^-r»-,V;^ 

Zugleich  ist,  wegen  d«s  Dreiecks  ABGi  ■       .  >■• 


Digitized  by  VjOOQIC 


196  Quid  de:    Veber  Kreiu,  welche 

und  oacb  dem  Stevi^art'scbeii  Sütse: 

wodurch  die  Crleichung  übergeht  In 

(r,  ^f2+raV^^)(r»-^49'*)-^-(^5~ä'4)(i'*-9i»») 

(^5— g4)(y4y5— y^fr2  Vy^-fn  V^^ 

oder 

^I(r*--y49*)(»-i  V^+r2V^9r)+(r»-7i92)fr5  V^ +^4^9^)1 


=   .A^^lr-»(»^-yiy«)(r5VT4+r4V^) 


oder 

V^^         g5"-y4 

wie  es  Rlr  das  Dreieck  ABC  sein  mass. 

§.  11. 

Coordinatenwerthe    ffir   Sehnen,    welche   eioen   Kreis 

berühren. 

Die  Sehne  AB  des  Kreises  lU  werde  vom  Kreise  Mi  in  D 
berührt,  die  Projectionen  der  Punkte  A,  B,  D  auf  die  Centrale 
seien  Ai,  Bi,  Z>i ;  €r6\  und  HHi  söien  Senkrechte  von  den  End- 
punkten G,  H  des  Durchmessers  GH  auf  AB.  Setze  wie  bis- 
her OM^=zm,  OMissttti,  MMi^=qi,  MP=:t,  Jf|P=r|»  ferner 
AAi^yi,  OAi^Xi,  BBi^zff^,  OB^z:^x^ 

Dass 

y,*=:2liG.-4i»=(r+m— a:i)(r-in+ar,),  ) 
y*'=(f+w— «a)Ör-rm  +  ara)  > 

ist  bekannt. 
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Weil  die  Peripherievdnkel  über  HB  an  A  und  G,  so  wie  die 
über  AG  an  B  und  H  u.  s.  w.  gleich,  sind,  so  hat  mau  folgende 
Shnlicbe  Dreiecke : ' 

AHAiCoGBGi, 

HAffiCoBGBi, 

,  BHBiCoGAGi, 

HBHiCoAGAj; 

also  f  '        I 

HAi:HA=:ßGi:BG, 
HA:H^Ar=zBG:BiG 

U.      8.      fV. 

iroraus  man  durch  Multiplication  erhält: 

HAxiBiA^BGiiBiG, 
und  da 

HiA  ==  G^B , 

weil  ein  Perpeodilcel  von  lU  auf  ^ß  sowohl  AB  als  Cri/ft   I»!- 
birt,  so  ist 

HiA»=GiB» 

=  aAi.GBi. 

worans  sich  die  Gleichungen  ergeben: 

HiA*=:GiB*=:ir~m+Xi)ir+m—x^,l 
J?,B»=€?i^«=(r— OT  +  a:a)(r+m— ari).  I       "     ^^^ 
Mao  bat  ferner  die  Proportion 

HHiiHAzs^BBi-.BG, 
GGt'.GB=AAi:AH, 
woraus,  mit  Benatznng  der  Beziehungen, 
HA^=:HAi.GH, 
BG»=GBi.GH, 
AAi*=  BA^  .GAi, 
BBi*=HBi.GBi 
erhalten  wird: 
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oder 


(3) 


Ffir  die  drei  Parallelen  HH^,  GGi,  lU^Dist 

HHi'-GGj:HG  =  MiD'^GGiiGMi 

oder 

HHi.GMi  +  GGi.HMiz^Mj,D.HG,  ...    (4) 

eine  Gleichung,  die  als  allgemein  geltend  betrachtet  werden  kann, 
wenn  man  beim  Oebergange  von  Mi  auf  die  andere  Seite  des 
Punktes  H,  die  Grosse  HMi  als  negativ  in  Rechnung  bringt  und 
ebenso  jedes  Perpendikel  negativ  nimmt,  das  nach  der  andern 
Seite  der  Linie  HG  hin  gerichtet  ist:  jenes  ist  der  Fall,  .wenn 
man  den  zweiten  Berfihrungskreis  der  Linie  AB  betrachtet»  die- 
ses, wenn  AB  die  Strecke  G/f  schneidet.  Mittelst  der  Gleichun- 
gen (3)  erhält  man  aus  (4): 

(5) •• 

fr+fl'OVCr— m+a:|)(r-m4-a:a)+^i^^i)V^(r+m— a:i)(r+m--a:a)==2>Ti. 

Man  hat  in  ähnlicher  Weise 

BBi  —  AAi :  AB  =  DDi  -^AA^iAD, 

BB^.AD+AAi.BD^DDi.AB. 

Ist  Ja  II  AiBi,   so  ist 

Dr.  ABacoDM^Dx, 

da  die  Seiten  des  einen  dieser  Dreiecke  auf  denen  des  andern 
senkrecht  stehen ;  und  es  vei hält  sich : 

AaiAB^DD^iDM^ 
oder 

AiB^iAB^DDiiDMiy 

folglich,   wenn  man  ilDss  V^2^i4?i,   i}il=:V2^^,   AAiz=y^, 

ri(ari-ara)=V2ft^.Sfi  + V2^.ya.      .    .    (6) 
Da 
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AB^AD^BD 

so  ist  lofolge  der  GleicfaoDgen  (2): 


(7) 


Eine  andere  Gleichung  findet  sich  noch  aas  der  Proportion : 
GiBi:GH=:AiBi:AB 

also 

V25^i  ^  \     (8) 

+  Vir— TO  +  dTaXr  +  m-ari).  J 

Welche  Zeichenänderunsven  in  diesen  Gleichungen  (lir  be^ion- 
dere  Ffille  nothwendig  sind,  ist  leicht  zu  sehen.  Ich  ^fiill  nur 
noch  zeigen,  wie  dieselben  sich  zum  Bevveise  des  Lehrsatzes  fV. 
benntzen  lassen.  Nimmt  man  in  Taf.  IV.  Fi^.  9.  zu  den  Punkten 
A  nnd  B  noch  den  Punkt  C  hinzu  und  denkt  sich  die  Berührungn- 
kreise  M^  TQr  ACf  M^  für  BC,  so,  dass  die  Berührungspunkte 
auf  den  Sehnen  selbst  liegen,  so  gelten  die  obigen  Gleichungen 
Inr  ACy  wenn  man  x^,  y^  niit  den  Goordinaten  x^,  y^  von  C»  qi 
mit  q^  Vi  mit  r«  vertauscht,  für  CB ,  wenn  man  Xi,  yi  niitoTs,  ^3, 
und  die  Constanten  des  Kreises  ßti  mit  denen  des  Kreises  A/^ 
vertauscht.  Man  findet  dann  aus  (7)  und  (8)  durch  Addition  und 
Subtraction : 

2Vlr-m+a:|)(r  +  OT— a:«) 

=  V3;.(^+vw.)-v^.(^-Väf.> 

2  V(r— m  +  a:a)(r  +  OT— a:i) 
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Ebenso: 

2V(r-in  +  ari)(i-+m— Äa) 

2  V"(r — m  +  a:,)  (r  +  tn-^^Xi) 

nnd  durch  Division: 

woraus  man  findet: 

^*  "■     V'r+m^irs.V^^.(r+9ri)-Vr+m"^.V^.(r  +  9a) 

und  wenn  man  diese  Werthe   einander  gleichsetzt  und  die  Pro- 
ducte  bildet: 
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Nun  ist 


MB  Ouidde:    Oebtr  KreUe,  weMk 

vnd,    nachdem  man  mit  V^yiya'    \rr^     dividirt  bat: 

welches  die  Gleichung  (5)  des  vorigeo  Paragraphen  ist. 

J.  12. 

Die  Verbindungslinien    der    Berührungsponkte« 

Von  einem  Punkte  A  (Taf.  V.  Fig.  10.) ,  den  man  sich  auf 
einem  Kreise  M  eines  Systems  denken  mag,  gehen  an  die  Kreise 
Ml  und  U^  die  Tangenten  ABi  und  AB^\  man  verbinde  die  Be- 
rfihriuigspunkte  und  Alle  auf  die  Verbindungslinie  die  Senkrech- 
ten AA*i  MiDit  lU^D^^  welche  letzteren  beide  auf  den  Tangen- 
ten die  Punkte  Q,   C^  bestimmen;   dann  ist 

AB^iAA'T=:C^B^iC^D^, 
AB^iAA ^  CiB^iCiDi\ 

AB^.ABi^j^^i^^. 

C^B^  _  ^%B^ 

CiBi  _  ^ift . 
CtD^-D,Br 

also,  wenp  man  der  leichteren  Uebersicht  wegen  die  Tangenten 
mit  tf^,  fi,  die  entstehenden  Sehnen,  deren  Hälften  BiDi^  9%Ii% 
sind,   mitiif  H^^^^^^^^^' 

^  ^       rj   rj 
oder 

Man  hat  somit  den  Sats: 

M^ehnaiz,  Gehen  von  den  Punkten  eines  Kreises^  eines 
Systems  an  zwei  andere  Tangenten,  so  werden  diese  letzteren 
Kreise  durch  die  Verbindungslinien  dei:  Berfibrapgspunkte  so  ge- 
schnHten,  dass  die  entstehenden  Sehnen  ein  festes  Verh&ltniss 
haben^  und  zwar  Ist  das  Verbältniss  der  Sehnen  zusammengesetzt 
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ans  dem  Tcrblltniss  der  Radien  und  dem  Verbältaiaa  der  Tan* 
genten,  welches  letztere  gleich  der  Quadratwursel  au«  demPiH 
tenzenverbältnias,  oder  aus  dem  Verbältniss  der  Entfernangen  der 
Mittelpunkte  von  dem  des  ersten  Kreises  ist. 
Hierzu  ßige  ich  noch  den 

Lehn  atz.  Alle  Geraden,  welche  zwei  Kreise  unter  einem 
festen  Sehnenverhältniss  schneiden,  sind  Tangenten  eines  Kegel* 
Schnitts,  der  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  Aet  Kreise  h^ 
rührt;  und  umgekehrt,  die  Tangenten  eines  die  gemeinschaftlichen 
Tangenten  zweier  Kreise  berührenden  Kegelschnitts  schneiden  die 
Kreise  so,  dass  die  entstehenden  Sebnen  ein  bestimmtes  Ver- 
hältniss  haben  und  die  in  den  Durchschnittspunkten  an  die  Kreise 
gelegten  Tangenten  sich  auf  einem  Kreise  des,  durch  die  beiden 
gegebenen  bestimmten,   Systems  schneiden. 

Es  ist  zuerst  klar,  dass  die  Durchschnittspunkte  der  inneren 
gemeinschaftlichen  Tangenten  mit  den  Susseren  auf  einem  Kreise 
liegen»  welcher  die  Verbindungslinie  MilU%  der  beiden  Mittel- 
punkte zum  Durchmesser  hat.  Denn  sind  £,  F,  £',  F'  diese 
Punkte,  so  dass  ££',  FF'  die  inneren  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten sind ,  so  wird  durch  die  Gerade  M^F  z.  B.  der  eine,  durch 
MiF  der  andere  der  beiden  Nebenwinkel  halbirt,  welche  durch 
das  Zusammentreffen  der  inneren  Tangente  FF'  mit  der  äusseren 
£F,  am  Punkte  F  entstehen,  und  es  stehen  daher  M^Fvini,  JUiF 
*  auf  einander  senkrecht,  woraus  die  Lage  des  Punktes  F,  sowt^ 
der  anderen  geeamiten  Punkte,  auf  dem  bezeichneten  Kreise  folgt. 
Die  von  den  Endpunkten  des  Durchmessers,  M2  und  ilf|,  auf  die 
Sehne  F£ gefüllten  Perpendikel,  oder  die  Radien  r^»  r|,  sind,  wenn 
die  Punkte,  in  denen  FE'  und  EF'  die  Centrale  M1M9  schnei- 
den, oder,  was  ^lasselbe  ist,  die  Fusspunkte  der  auf  diese  gelall- 
ten Senkrechten  mit  Pund  Q  bezeichnet  werden  (in  den  früheren 
Paragraphen  P*  und  Q')>  die  *  mittleren  Proportionalen  zwischen 
JU^P  und  M^Qi  MiP  und  MiQ,  was  im  vorigen  Paragraphen 
bewiesen  ist.    Man  hat  also 

r^—M^P.M^Q, 
r^^^M^P.M^Q. 

Ist  üf^d  eine  Senkrechte  auf  M^Mx  bis  zum  Einschnitt  In  die 
Gerade  BiB^,  die  FE'  und  £F'  in  H  und  G  trifft,   so  hat 
(der  Gleichung  (4)  des  vorigen  Paragraphen  gemfis^; 

«^.PQ  +  PG.M^Q^QH.U^P. 

Um  ist,  da  ür^  auf  QP,  M^  aaf  HG  senbrecht  atiAti 

M^diJU^D^^GH.PQ, 

14* 
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folglich 9  wenn  man  Xf^D^,  als  den  Radhift  des  am  M%  beschrie- 
benen Berfibrungskreises  der  Linie  B1B29  mit  q^,  und  ebenso 
MiDi  mit  ^1  bezeichnet, 

und  ebenso 

Fflr  die  halben  Sehnen  B^D^  und  BiDi  hat  man 

nnd  wenn  man  fOr  r^,  q^,  r^,  Qi  die  gefundenen  Ansdrflckein  An- 
tvendung  bringt: 

GH^.ß^D^^=  Gm.  \s^=:Gm.  M^P.  M.Q-dQB.M^P-PG .  W^Q)*. 
Gm.B^D^^=GIP.ist^=GIP.MiP.iaiQ-{PG.iaiQ-QH.Mil>i*; 

also  fSr  das  Sebnenverhältniss ; 

<a«      GfP.MtP.MtQ-jgH.JU^P-PG.JIfiQy 
$t*~Gm.MiP.jaiQ-{PG.JU,Q-QJH.JViP)*' 

Es  ist  aber 

Gm  =  PfP  +  (QH-  PG)*, 

PQ^{M^P~'MiQ)(MiQ—M,P) 

szja^P.MiQ+ßtiQ.MiP—M.iP.jViP-M^Q.MiQ 
=MJ*.  IHiQ-i  VJ/^P.JHiQ.JH^Q./H,P+  M^Q.  MiP 
—lU^P.MiP+^VJU^P.  JUtP.JU^Q.ia^Q-  la^Q.MiQ 
=(VAf»PJIf,<?-  V  M^Q.»hP^-{SrM^P.lU^P-\  JUtQ.MjQy 

nnd  da 

•o  Ut 

P(P=  (YU^P.M^  -  \JU^Q.JatP)*—(,PE  -  QF)\ 

GB^ (V  nt»PJtfjQ-\  lU^Q.JUiP)H (QH-PG)^-'IPE-~QF)* 

=  i^  M^P.MiQ-V  a/^Q.MiP)* 
-(QF+QH'-PE-PG)(QF-'QB—PE+PG) 

^{'^Tl^llhQ->f  (U^Q.UtP)'*-{HE' —GF'){BF^GE) 

nnd 
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-\riH,PJt^Qji^0.MtPf^ 

—  M^P.  Itt^Q .  (HE'  -  GF')  {HF-  GE) 
=(MaP.QF—]atQ.PE)^ 

-  Ja^P.  ytfaQ .  (HE'  -  GF')  (HF—GE). 
Ib  ibnUcber  Weise: 

GB^..ViP.IUiQ=(MiQ.PE—JUiP.QFy» 

—MiP.  MiQ.  (BE'—GF')  (HF-  GE). 

Terein^t  man  die  ersten  Glieder  dieser  Ausdriicice  mit  den  strei- 


tea  im  ZSbler  nnd  Nenner  des  Ausdrucks  fOr  — j  ■ 
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folglich,  wenn  man  M^D^,  als  den  Radios  de«  nm  Jfg  berchrie- 
benen  Berahrungskreises  der  Linie  B^B^,  mit  93,  nnd  ebenso 
lixDi  mit  ^  bezeichnet, 

P2.  GÄ=  QH.  M^P—  PG .  MtQ 
und  ebenso 

Qi.GH=PG.IIf,Q-QH.]lliP. 

FOr  die  halben  Sehnen  B^D^  und  £,Z>i  hat  man 

nnd  wenn  man  fOr  r^,  Q2,  r, ,  pi  die  gerundenen  Ansdrfickein  An- 
wendung bringt: 

Gm.B^ai^=Gm.\s^=Gm.M^P.M«Q-{QH.M2P-PG.MiQ)\ 
Gm.BiDx^GlP.isi^GIP.JUiP.iaiQ-(,PG.IU,Q-QIi.]llii>i^, 

also  OSr  das  SehnenverhSltniss : 

s^^      G/P.  MjP.  la^Q  -{QH.  M^P  -  PG  ■  W^Qy* 
tii-Ga^.JUiP.JaiQ-(PG.JUiQ—QU.jaiP)^' 

Es  ist  aber 

Gm  =  Pfp  +  (QÄ-  PO», 

PQ^(ia^P^MiQ){I»iQ-Jtl,P) 

=z]a2P.aiiQ+AhQ^JiP-M.iP.3fiP-M2Q.MiQ 

=MJ*.  ia1Q-2VMtP.JIJ1Q.JU2Q.  ItltP+M^Q.  M^P 
—lUtP.MiP+^VJa.iP.MiP.SItQ.MiQ-JU^Q.MiQ 

=(Viif»P^jQ-  V  ja^Q.M^iy-isrju^p.Ju.p-y  ju^q.MxQ)* 

nnd  da 

Vl^iB7P=P£. 

VJU.iQ.JatQ  =  QF; 
so  ist 

PQ«=  {Vm^P.M^Q  -  \  jatQ.JUiP)*-(PE  -  QF)*, 
GiP=(^  MtP.M,Q-\  Alae.JfiP)«+  (QH-PGp-iPE—Qiy 

-  (QF+  QH—PE-PG)  {QF-  QH-PE+  PG) 
^{y/Ti^M^-  ^'»^Q-  MtP)*-(BE'-GF')  (BF^  GE) 
und 
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GB*.  MtP.  Jf,Q= {<>/  MtP.MtQ.M^P.MtQ 

—  M^P.  31tQ.  (HE'  -  GF')  (HF—  GE) 
=(JlfaP.  QF—  SttQ .  PE)^ 
- la^P.  ytfaQ.  (HE'  -  GF')  (HF—GE). 
In  ibnKcber  Weise: 

GB*.MiP.MiQ=(MiQ.PE—MiP.QF^ 
—MiP.  MiQ.(BE'—GF')  (HF-  GE). 
Vereinigt  man  die  ersten  GHeder  dieser  Ausdrflcke  mit  den  swei* 
ten  im  Zähler  und  Nenner  des  Ausdrucks  fOr  — ^ «  so  kommt: 
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woraus  man  siebt,  dass  das  Sehoenverhftltoiss  der  Kreis«  Mi  oad 
JVa  Ton  dem  Verbältniss  der  Producte  HE'.HF  und   GE.GF', 

oder  von  dem  Verbältniss  der  Potenzen  der  Punkte  H  und  G  in 
Bezug  auf  den  Kreis ^  der  MiM^  zum  Durchmesser  bat,  abb&ngt» 
und  das  eine  dieser  Verhältnisse  unverändert  bleibt,  so  lange  das 
andere  seinen  Werth  bebäit. 

Der  Beweis,  dass  die  Tangenten  eines  Kegelschnitts,  der 
EE',  FF*,  EF,  E'F'  berührt,  die  Kreise  M^  und  M^  unter  dem- 
selben Sehnenverhältniss  schneiden,  hat  nun  keine  Schwierigkeit 
mehr.  Durch  die  Tangente  B^B^,  welche  E'F'  in  a',  £F  in  a 
si^baeide,  ist  der  Kegelschnitt  bestimmt,  und  schneidet 
dere  Tangente  desselben  E*F'  in  6',   EF  in  (,   so  muss: 

Q.'E* yE'  _«£;,  ^E 
a'F^'h'F'^  aF'  bF' 

a'E* ,  ftg  _  b'E' ,  hE 
a'F''aF'^b'F''iF' 


oder  es  muss  der  Ausdruck 


a*E\aE 
a'F''aP 


constaüt  #ein.    Es  ist  aber 

«'£'  _  BE' 
0fF'  ^  GF  ' 

«£_  GE 
iF^VF' 

s'JB'  aE_BE\HF 
HT'dF-^GF^G^' 

HE'.HF 
mid  durch  das  Verbältniss  f^p/  (^f>  ^^^  ^^^  Sebnenyerhftltiiiss  der 

Kreise  M^  und  Jlf|  bestimmt. 
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JTUÄ. 

EleneiiUure  Bestiounung  des  Inhato  der  FüMer. 

dem    Herausgeber« 


Einleitung. 

Im  Archiv.  ThI.  XX  Nr.  XVII.  S.3Ü1.  habe  ich  eine  Ab* 
bandlotig:  »»Ueber  den  Inhalt  der  Ffisser*'  geliefert,  in  wei« 
cbef  ich  tnitteldt  der  Integralrechnung  die  genaue  Formel  tür  fie- 
Stimmung  dea  Inhalts  der  Fässer  entwickelt  und  aus  derselben 
flir  die  PraliszweckmSssige  Näherungsfornieln,  insbesondere  auch 
die  berQhmte  Lambert*sche  Fassregel,  abgeleitet,  zugleich 
aber  auch  auf  die  Verbesserungen  hingewiesen  habe,  deren  die 
letztere  Regel  noch  bedürftii^  sein  möchte.  Wegen  der  ungemein 
nen  praktischen  Wichtigkeit  der  Lambert*schen  Fassregel 
habe  ich  mich,  im  Interesse  des  stereometrischen  Elemerttar*Un* 
terrichts,  neuerlichst  vielfach  bemfiht,  eine  mCgIichst  einfache  ele- 
mentare Entwickelung  dieser  wichtigen  Regel  zu  finden.  Je  frucht« 
loser  meine  in  dieser  Beziehung  angestellten  Versuche  anfönglich 
waren:  desto  angenehmer  wurde  ich  iiberrascht,  als  es  mir  gana 
Tor  Kurzem  gelang,  eine  Entwickelung  nicht  bloss  der  in  Rede 
stehenden  Regel,  sondern  selbst  auch  ihrer  noth wendigen  Ver« 
besserung,  zu  finden,  welche  ich  ffir  so  ungemein  einfach,  ele- 
gant und  allgemein  instructiv  halte,  dass  ich  keinen  Anstand 
nehme,  dieselbe  zu  dar  allgemeinen  Aufnahme  in  den  stereome- 
frischen  Elementar- Unterricht  dringend  zu  empfehlen,  ganz  vo^ 
zfiglich  und  vor  allen  Dingen  auf  eine  mehr  praktische  Richtung 
verfolgenden  Lehranstalten,  also  auf  allen  sogenannten  höheren 
Bdrgerschulen,  Realschulen,  Gewerbeschulen,  u.  0.  w.  Auch  leugne 
ich  nicht,  dass  mir  die  ganz  zuRlllige  Auffindung  dieser  DafsteU 
luDgsweise*  so  einfach  die  Sache  auch  an  sich  ist,   eben  deshalb 
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viele  Freude  gemacht  hat»  und  dass  Ich  sehr  wünsche »  durch  die- 
selbe Etwas  zur  Vervollständigung  und  Verbesserung  des  stereo* 
metrischen ,  und  somit  des  georoetriscben  Unterrichts  überhaupt» 
auf  den  genannten  Lehranstalten  beizutragen.  Muge  dieser  Ud- 
terricht,  bei  völlig  strenger  theoretischer  Grundlage, 
immer  mehr  und  mehr  eine  Richtung  auf  das  wirklicli  praktisch 
Anwendbare  nehmen ,  und  die  Kräfte  der  Schüler  nicht  durch  eine 
Menge  oft  ziemlich  unnutzer,  wenn  auch  rein  wissenschaniich  zu- 
weilen keineswegs  uninteressanter,  geometrischer  Sätze  und  Sätz- 
chen, und  meist  eben  so  unnützer  geometrischer  Constructionen, 
die  Jeder,  wer  nyr  etwas  mathematischen  Geist  besitzt,  sich  leicht 
in  unendlicher  Menge  ausdenken  kann,  zersplittern /uad  ermüden! 
Muge  man  sich  versichert  halten,  dass  auf  demersteren  Wege,  —  im- 
mer, was  ich  nichtgenugwiedcrholen  kann,  bei  grusster  tStrengo 
der  wissenschaftlichen  Darstellung,  und  ununterbroche- 
ner, vorzugsweise  auf  das  Praktische  gerichteter  Ue- 
bung  in  der  Auflösung  recht  vieler  dahin  zielender  Auf- 
gaben, —  die  Stählung  der  geistigen  Krall,  im  Allgemeinen  die 
tüchtige  Vorbereitung  für  den  kOnftigen  praktischen  Beruf,  die  Erhöh- 
ung des  Interesses  an  der  reinen  Wissenschaft  u.e.w.  im  Allgemeinen 
sicherer  und  schneller  erreicht  und  erzielt  wird,  als  auf  dem  letzteren, 
welcher  nur  zu  leicht  Ermüdung  und  üeberdruss,  namentlich  bei  tüchti- 
gen praktischen  Naturen,  herbeiführt.  Nur  erst,  wenn  man  allgemein 
den  ersteren  Weg  zu  betreten  sich  entschliesst,  wird  auf  unseren 
Keal-  und  höheren  Bürgerschulen  der  mathematische  Unterricht 
wahrhafte  Früchte  tragen;  aber  freilich  gehören  dazu  auch  sehr 
tüchtige  Lehrer,  weil  gewiss  nur  der  Lehrer,  welcher  selbst  durch  und 
durch  Mathematiker  ist,  fruchtreiche,  geistig  anregende  praktische  An- 
wendungen zu  machen  und  zu  denselben  seine  Schüler  sicher  zu 
führen  fähig  ist;  und  ausserdem  ist,  wenn  der  in  Rede  stehende 
Wep:  glücklich  betreten  werden  soll,  jedenfalls  eine  theilweise  Um- 
gestaltung der  Wissenschaft  niithig,  indem  dieselbe  am  wenigsten 
in  der  Weise,  wie  sie  In  den  Lehrbüchern  mancher  unserer  gewöhn- 
lichen mathematischen  Pädagogen  dargestellt  zu  werden  pflegt, 
zu  dem  in  Rede  stehenden  Zwecke  etwas  taugt.  Ich  werde  mich 
sehr  freuen,  wenn  die  folgende  Darstellung,  der  man  gewiss  nicht 
den  geringsten  Mangel  an  vollkommener  wissenschaftlicher  Strenge 
vorwerfen  können  wird,  wenn  man  nur  nicht  übersieht,  dass  die 
gewonnenen  stereometrischen  Formeln  durchaus  nur  Näherungs- 
formeln sind  und  sein  sollen  *),  und  auf  ein  anderes  Prädicat  gar 


*)  Die  g'enaue  Formel,  die  eur  mitteUl  der  Integtalreehnimg  «rhal- 
werden   kann ,    in   der  Praxis  aber  auch  [^ar  nicht  gebraucht  wird, 
n.  Archiv.  Tbl.  XX.  S.  30T. 
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keinen  Anspruch  machen  können,  als  ein  dankenswerther  Beitrag 
XQ  der  in  Rede  stehenden  wissenschaftlichen  Umgestaltung  erkannt 
werden  sollte. 

Hfertrei  muss>  Ich  mir  nech  die  folgende  Bemerkung  erlauben. 
Herr  Professor  Koppe  hat  in  seiner  Schrift :  ^»Ein  neuer  Lehr- 
satz der  Stereometrie.  Essen.  1843.  S.  34.''  nach  «einer 
Meinung  eine  elementare  Entwiokeiun^  der  Lamb  er  tischen 
Formel  •^  denn  diese  meint  er  doch  wohl?  und  von  einer  andern 
kann  In  der  That  auch  bei  der  jetzigen  Lage  der  Sache  gar  kein« 
Rede  sein  — -  zur  Inbattsberechnung  der  Fässer  gegeben»  und  sagt 
In  der  Vorrede:  „Was  endlich  noch  den  Anhang  Gber  <die  Aus« 
messung  der  Fässer  anlangt,  so  ist  es  mir  beim  Vortrage  der 
Stereometrie  immer  als  eine  Lücke  erschienen,  dass  ich  nicht  im 
Stande  war,'  nreinen  SchGlern  eine  auf  elementarem  Wege  abzu- 
leitende Anweisung  über  die  Inhaltsberechnung  dieser  Kurpergat- 
tung  mitzutheilen,  welche  so  vielfache  Anwendung  findet.  Viel- 
leicht haben  andere  Lehrer  das  nämliche  Bedürfniss  gefühlt »  und 
so  wird  denselben  der  Anhang,  welcher  sich  durch  Einfachheit  des 
Resultats  sowohl,  als  der  Ableitung  für  den  Schulunterricht 
empfehlt,  eine  willkommene  Zugabe  sein/'  Hiergegen  ist  nun 
aber  zu  bemerken,  dass  Herr  Koppe  das  Fass  durch  Umdrehung 
einer,  halben  Ellipse,  oder  vielmehr  eines  viereckigen  Theils  der** 
selben,  um  die  Hauptaxe  der  Ellipse. entstehen  lässt,.  wie  «uch 
ich  beispielsweise  in  meiner  Abhandlung  über  den  lohalt  der 
Fässer  im  Archiv.  Tbl.  XX.  S.  315.  gethan  habe;  und  unter 
dieser  Voraussetzung  lässt  sich  allerdings  auf  verschiedene 
Arten  der  Inhal^  des  Fasses,  ganz  genau  auf  elementarem  Wege 
bestimmen.  Dieses  Koppe' sehe  Fass  ist  aber  gar  nicht  da« 
Lambert'sche  Fass,  welches  so  entsteht,  wie  ich  gleich, p^ch* 
her  zeigen  werde;  und  das,  worauf  es  bei  diesem  Gegenstande 
lediglich  ankommt,  ist  eben  die  Inhaltsbestimmung  des  Lam- 
bert'schen  Fasses,  auf  welches  die  von  Herrn  Koppe  gebrauchte 
Methode  od^er  eine  äbniiqha  gar  nicht  anwendbar  tst^weihalb 
ich  auch  die  von  Herrn  Koppe  angegebene  elementare  M^' 
thode,  insofern  es  sieh,  was  ja  doch  hier  der  Fall  ist,  um  die 
Inhaltsbesiiromnns;  der  Fässer  zu  praktischem  Gebrauche  handelt» 
zu  der  Aufnahme  in  den  stereometriscben  Elementar -Unterricht 
nicht  empfehlen  kann,  weil  ein  solcher  Körper  wie  der  von. 
Herrn  Koppe  betrachtete,  bei  der  jetzigen.  Lage  der 
Sache,  ein  Fass  gar  nicht  genannt  wird. 
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I. 

Erklärung. 

Weon,(Taf.  V.  Fig.  1.)  ABCD  ein  Rechteck  ond  CED  ew  durch 
die  Punkte  C  und  D  beschriebeoer»  gegen  AB  and  CD  coiieaTer 
Kreiebegen  ist»  dessen  Mittelpunkt  also  in  der  auf  der  Linie  AB 
in  ihrer  Mitte  Jf  eeokrecht  stehenden  Linie  EE'  liegt :  so  faeisst 
der  durch  Umdrehung  der  Figur  ACEDB  um  AB  entstaüdent 
Körper  ein  Fass.  Die  Linien  CC  und  DD'  heissen  die  Bo- 
dendurchmesser» EE'  beisst  der  Sputtddurchmesser  oder 
die  Spundtiefe«  AB  nennt  man  die  Hube  des  Fasses. 

n. 

Ariikmetiioher  Hülf$$ai%. 

Wenn  n  und  m  positive  ganze  Zahlen  beaelchaea, 
so  nähert  sich  der  Bruch 

wenn  map»   Indem  m  ungeftndert  bleibt,  n  In's  Uneod-* 
liebe  wachsen  iXsst»  dem  Bruche 


m+1 


als  seiner  Grftnze  Immer  mehr  und  mehr,  und  kann  der- 
selben beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  bur 
n  grosa  genug  nimmt. 

Beweis. 

Weil,  vvie  man  sich  leicht  durch  Multipllcatlon  mit  a^b  auf 
beiden  Selten  fibersengen  kann, 

a — Q 
ist,  so  lat 

also  offenbar,   wenn  nur  m>0  Ist: 
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oder: 


dei  MkaUt  der  FOiter.  Sil 

(n +  !)•+*— n«M-i>(m+l).ii«», 

(«  +  l)-H-i— n«»+i<(m+l).(n+l)«; 

(m+l).n«<(«+l)«+i-n«+i<(m+l).(n+l)*; 

indem  man  (Qi  n  nach  und  nach  0,  I,  2»  3,....ii  seUt: 

(m  + 1)  .0«  <  l«+i^Om+i  <  (m  +  1) .  1-, 
(m+l).l«»<»»+*-^l«»fi<(m+l).2-, 

(m  +  l)-2«<*»+^— 2"+i<(m+l).3«, 

n.    s.    w. 

(m  +  l).n«<(n+l)«-K— n«+i<(w+l)*(«+l)*. 

Addirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  und  hebt  auf ,   wa«  sich 
aufheben  UU»t,  ao  erhält  man: 

(m+l)ll«»  +  2»  +  3»  +  ....  +  n«»)  <(n  +  l)«»^-^ 

(m  + 1)  1 1«  +  2"«  +  3«+....+(n+l)«)>(«+l)«+i ; 


also: 


(n  4-  ])"»4^ 
l-  +  2-  +  3«  +  ....  +  n~  <  ^   ^^^     , 


l-+2«+3«+....+(«+l)«>  ^^^J^ ; 
oder,  wenn  man  in  der  sweiten  Relation  n— 1  f&r  n  aetit: 
lm+2-i+3«  +  ....  +  n-<^^^i^'. 


1»  f  3«+3«  +  ....  +«»->— pj  i 


Mglkfc»   wenn  man  anf  beiden  Seiten  mit  it«-^^  diridirt: 
SJiiP <5rfl^  +  n>^' 

Daher  ist  der  Bruch 
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immer  Ewischen 

-^   und   -i-T(l+ -)«-+» 
111+  J  m  +  1^    '  n^ 

eothalteD,  uad  da  itich  nun  .    . 

;~i(H-^)"H>  dem  Bruche  ;jl-l 

bis  zu  jedem  beliebit^en  Grade  nähert,   vieiin  n  in'a  Unendlich« 
wichst»  so  nähert  sich  offenbar  um  so  mehr  auch  der  Brach 

— ^-^Xi <*en^  Bruche  — rT 

«"«+1  m+l 

bis  zu  jedem  beliebigen  Grade,    wenn  n  in's  Unendliche  wächst, 
wie  bewiesen  werden  sollte. 
Für  m=0  ist 

liii4.2"»  +  3»»+.... +  n«»,     n  _-_     1    . 


n"«+^  n        ^     m  +  l' 

und  der  Satz  gilt  also,    wenigstens  in  geiVisser  RQcksicht^   auch 
noch  in  diesem  Falle. 


in. 

A  u  f  g  übe. 

Eine  Näherungsforniel  für  den  Itihalt  eines  Fasses 
zu  finden. 

Auflösung.  f 

Man  bezeichne  die  Htihe  des  Fasses  durch  2A,  den  Halbmes- 
ser am  Spund  derch  R,  den  Halbmesser  am  Boden  durch  r.  In 
Taf.  V.  Fig.  2.  sei  O  der  Mittelpunkt  des  Kreisbogens  CED  und 
01U=za.  Steht  nun  GG'  auf  AB  in  F  senkrecht,  so  sei  lUF^x 
und  FG=:y.  Zieht  man  OG  und  föllt  von  O  auf  das  yerUtegerte 
GG'  ein  Perpendikel  OH,  so  ist 

also  offenbar: 

.    ^•=(fl+Ä)«-(a  +  ;y)«. 

folglich,  wenn  man  x=A,   also  yrsr  setzt:  '  •    * 


Digitized  by  VjOOQIC 


deM  hthiOtt  der  FOtMer.  213 

A«=(o+Ä)«-(o  +  r)*. 
An«  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  erbSIt  man  leicht. 

.      A«  =  2fl(Ä— r)+(Ä»-r«); 

dm  •  •        ,1- 

(Ä-r)a:«  =  2a(Ä-r)(ß-y)  +  (Ä-r)(Ä«-y^. 
(Ä-y)A«  =  2a(R-T)(R  -y)  +  (Ä-y)  (Ä«-r»); 

'  ■   i 

folglich  durch   Subtraction : 

=  (Ä~r)(/2*-y*)~(Ä-y)(/i2-r«) 
=(fi-r)(ß-^)(Ä+5^)~(ß-r)(Ä^y)(Ä+r). 
also 

(ß-r)a:«-(/?-y)A2=(Ä-r)(ß-y)(^-r). 

Nqd  ist  aber  y'^r,   also 

and  y'^Rt    also 

wo  die  oberen. Zeichen,  nämlich  die  Gleichheits^elcbeo,  pffeabar 
nicht  beide  zu  gleicher  Zeit  stattfinden  können.  Also  Ist  offei)« 
bar  immrer 

(Ä-r)(Ä--y)(y--.r)<(Ä-r)», 
folglich  nach  dem  Obigen 

oder,  wenn  mao  mit  /2'  auf  beiden  Seiten  dividirt: 

Bei  jedem  in  der  Wirklichkeit  vorkommenden  Fasse  ist  nun  immer 
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eiD  der  NaII  sehr  nahe  kommender  Brueh^  und  gegen  diese  sehr 
kleine  Grosse  ist 


(^)" 


eine  sehr  kleine  GrOsse  von  der  dritten  Ordnnng;   also  kann 
nach  dem  Obigen  mit  sehr  grosser  Annäherung 

folglich  auch 

setsen;    aus  welcher  Gleichung 


also 


y=Ä-(Ä-.r)j*, 


y«=Ä«-2Ä(Ä-r)p+(fi-r)«g 


folgt»  natfirlich  mit  nur  annähernder  Richtigkeit.    Setzt  man  aher 


so  ist 


II 


,«=iP-2Ä(Ä-r)  ^' +(Ä-r)«^. 


Setzt  man  jetzt,  indem  man  sich  die  halbe  Hilhe  A  des 
Fasses  in  n  gleiche  Theile  getheilt,  und  in  hinreichend  bekannter 
Weise  in  das  halbe  Fass  n  Cyiinder  von  der  gemeinschaftltcheo 

Hohe  —  beschrieben  denkt,  (arm  nach  und  nach  1,  2»  3»  4«  •..•»; 
n 

so  ist  das  halbe  Fass  offenbar  die  Gränze»  weicher  die  Summe 

dieser  n  Cyiinder  9   nämlich 

«tß«-2Ä(Ä-r)p  +  (Ä~r)«^)J 

U.      8.     W. 
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lieb  Bihert,  wenn  n  m'm  DneBdliche  wächst    Vorstehende  Samme 
i$t  aber 

VI  n 

nd  da  nnn  nach  II.  die  Gr&nzen,  denen  die  BrOcfae 

l«+2»+3«  +  ....  +  «»       .  l*+2«  +  3«+^»^+fi« 

«ich  ttShern«  wenn  n  in's  Unendliche  wSchst,  respectjTe  x  unda 
imd  *),  so  ist  nach  dem  Ohigen  der  Inhalt  des  halhen  Fasses : 


«A|i2«-3ÄCÄ-r)  +  g(Ä-r)*( 


oder 


«*|JP-|B(»-r)  +  J(Ä-r)*+J(Ä-r)«-5ci?-r)*|, 


oder 


*)  Weil   bekanntlich    auf  TerschiedeDe    Arten    leicht    die    folgenden 
SaiDmeo  gefanden  werden  Icönnen: 


KU   llt 


3  •  2«  •  6««  * 
«eiavt  gUichfalU  aaf  der  Stelle  folgt,  da»  die  beiden  Brache 


6 


«»  •    n 

•ich,  wenn  «  in'«  Unendliche  wichst,    reepective  den  Grimvit  ;  aniP  i 

■iheni.  Der  allgemeine  Sati  II.  itt  aber  an  sich  sehr  wichtig  und,  wie 
vir  geeahen  haben,  leicht  la  beweisen.  Wer  aber  die  Inweadaiig  der 
•bigea  Somnationen  vorsiehen  mSchte,  kann  dann  bei  der  obigen  la- 
kaltibaetimnioBg  der  Fister  den  Sali  II.  gans  «ntbehreD, 
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»rAigÄ«+Jr«-^(i?-r)«|. 

Abo  ist  der  Inhalt  des  ganzen  Fasses: 

g  (2AÄ«ä)  +  \  (2Ar««)  -  ^  (2Ä  (Ä-  r)*«) . 

was  den  folgenden  Satz  giebt: 

Der  Inhalt  eines  Fasses  wird  erbalten,  wenn  man 
SU  )  des  Cylinders,  welcher  die  Spundtiefe  zum  Durch- 
messer und  die  Höbe  des  Fasses  zur  Hube  bat,  \  des 
Cylindersy  welcher  den  Bodendnrchmesser  zum  Durch- 
messer und  die  Hohe  des  Fasses  zur  Höhe  hat,  addirt, 
und  von  der  Summe  A  des  Cylinders,  welcher  den  Un- 
terschied zwischen  der  Spundtiefe  und  dem  ßodcn- 
durchmesser  zum  Durchmesser  und  die  Höhe  des  Fas- 
ses zur  Höhe  hat,  subtrahirt *)• 

Vernachlässigt  man  das  immer  nur  sehr  kleine  Glied 

so  erhält  man  för  den  Fassinhalt  die  Formel 

g(2Aß«;r)  +  g(2Ar%), 

was   die   folgende  berfibmte  Lambert'sche  Fassregel  giebt: 

Der  Inhalt  eines  Fasses  wird  erhalten,  wenn  man 
zu  i  des  Cylinders,  welcher  die  Spundtiefe  zum  Durch- 
messer und  die  Höhe  des  Fasses  zur  Höhe  hat,  \  des 
Cylinders,  welcher  den  Bodendurchmesser  zum  Durch- 
messer und  die  Höhe  des  Fasses  zur  Höhe  bat,  addirt**). 

Diese  Regel  ist  einfacher,  aber  nicht  so  genau  wie  die  Tor- 
hergehende. 

Auf  die  vorhergehende  Weise  iSsst  sich,  glaube  ich,  die 
ganze  Lehre  von  der  Berechnung  des  Inhalts  der  Fässer,  so  weit 
dieselbe  irgend  für  die  Praxis  von  Wichtigkeit  ist,  ganz  einfach 
völlig  elementar  erledigen,  und  dürfte  nach  meiner  Meinung  wohl 
verdienen,  in  den  stereometrischen  Elementar-Unterricht  allgemein 
eingeführt  zu  werden,  namentlich  auf  den  oben  näher  bezeichoe- 
ten  Lehranstalten. 


«)  M.  s.  Archiv.  Tbl.  W,  S.  813. 
«*)  H.  s.  8.  a.  O.  S.  802. 
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IX. 

lieber   die   Tangentenboussole. 

Von 

Herrn  Doctor  ffädenkamp^ 
Oberlehrer  am  Gymnasium  eu  Hamm. 


Zur  Erforschung  der  Wirkungsgesetze  galvanischer  Electrici- 
tSt  sind  die  Galvanometer  ganz  unentbehrliche  physikaHsche  In- 
strumente geivorden,  von  denen  sieb  auch  bereits  eine  ziemliche 
AnsYTahl  unter  verschiedenen  Namen  in  den  Händen  der  Physiker 
befindet.  Die  sogenannten,  von  Pouillet  zuerst  construirten  Tan- 
gentenboussoien  können  wohl  zu  denjenigen  Messiastrumenten 
galvanischer  Kräfte  gerechnet  werden,  die,  in  d^r  Construction  am 
einfachsten,  in  der  Anwendung  die  sichersten  Resultate  geben 
können,  wenn  sie  mit  der  notbigen  Vorsicht  gebraucht  werden. 
Aach  ist  es  ein  wesentlicher  V ortheil«  dass  sie  wohlfeil  sind. 
Eine  genaue  Kenntniss  der  Bedingungen,  unter  welchen  diese 
Instrumente  nur  richtige  Resultate  geben  können,  ist  für  den  Ex- 
perimentator ganz  unerlässlich.  Damit  bei  diesen  Instrumenten 
die  Kraft  des  durch  den  electrischen  Kreisring  gehenden  linearen 
Stroms  der  Tangente  der  Ablenkung  vom  magnetischen  Meridian 
proportional  sei,  —  wenn  dieser  Ring  selbst  ein  magnetischer 
Meridian  ist  und  senkrecht  auf  der  horizontalen  Nadel  angenommen 
wird,  «-  gilt  als  wesentliche  Bedingung,  dass  die  Länge  der  Nadel 
im  Verhältniss  zu  den  Dimensionen  des  Ringes  sehr  klein  sei. 
Dadurch  wird  nun  gerade  die  Genauigkeit  der  Messungen,  welche 
einen  grosseren  eingetheilten  Kreis  für  die  Nadel  erfordert,  be< 
einträchtigt.  Man  versieht*  allerdings,  um  diesem  Cebelstand  ab* 
znhelfen,  noch  die  Nadel  mit  einem  ihr  genau  parallelen  längeren 
Streifen,  damit  an  einem  grosseren  Kreise  kleinere  Theilungen 
abgelesen  werden  können.     Man  gibt,  .  weitti  .ich.  nicht  irre,  als 

TheilUin.  '  IS 
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Regel  an  4  dass  die  Lftnge  der  Nadel  nicht  den  vierten  Theil  des 
Durchmessers  des  Kreisringes  Gberschreiten  dürfe»  ohne  irgendwo 
für  eine  solche  Länge  den  auf  die  Wirkungsgesetze  sich  stutzen- 
den Grund  angegeben  zu  sehen.  Da  Ich  bei  meiner  Tangenten- 
boussole  Zweifel  über  die  Proportionalität  des  Stroms  nach  der 
Tangeute  des  Ablenkungswinkels  erheben  rousste»  so  habe  ich, 
um  eine  mathematische  Aufklärung  über  diesen  Punkt  zu  erlangen, 
Veranlassung  genommen,  eine  Untersuchung  darüber  anzustellen, 
wie  die  Ablenkung  der  Nadel  für  jede  beliebige  Länge  derselben 
sei.  Da  eine  solche  Untersuchung  auch  noch  wohl  mathematisches 
Interesse  hat,  so  theile  ich  sie  hier  mit.  Ich  habe  schon  im 
14.  Bande  S.  204.  dieses  Journals  untersucht,  welche  Wirkung 
ein  durch  einen  Kreis-  oder  elliptischen  Ring  gehender  linearer 
Strom  auf  ein  in  der  Ebene  des  Ringes  liegendes  magnetisches 
Thetichen  ausübt.  Die  folgenden  mathematischen  Betrachtungen 
sind  als  Erweiterungen  der  dort  angestellten  zu  betrachten. 


I. 

La  Place  hat  aas  den  von  Savart  und  Biet  angestellten 
Versuchen  gefunden,  das»  die  von  einem  linearen  Stroroelemente 
auf  ein  magnetisches  Theilchen  ausgeübte  Wirkung  dem  umge- 
kehrten Verhältniss  des  Quadrats  der  Entfernung  und  dem  Sinus 
des  Winkels  proportional  sei,  welchen  das  Stromelement  mit  der 
dieses  Element  und  das  magnetische  Theilchen  verbindenden  ge- 
raden Linie  macht,  dass  aber  die  Richtung  dieser  Kraft  auf  der 
durch  die  Schenkel  dieses  Winkels  gelegten  Ebene  senkrecht  sei. 
Um  dieses  Gesetz  hier  auf  die  Tangentenboussole  anwenden  zu 
können,  denken  wir  uns  die  magnetischen  Kräfte  der  durch  NS 
zu  bezeichnenden  Nadel  dieses  Apparats  an  den  beiden  Polen 
vereinigt  und  bezeichnen  die  Intensität  des  Nordpols  N  der  Nadel 
durch  fi,  die  des  Südpols  iS  durch  ii*,  die  Entfernungen  der  Pole 
N  und  <S  von  dem  Elemente  ds  des  Stromes  r  und  r| ,  die  Win- 
kel, die  d$  mit  r  und  Ti  bildet,  durch  u  und  u' ,  und  endlich  die 
Cosinusse  der  Winkel,  die  das  Loth  auf  der  durch  ds  und  r  ge- 
legten Ebene  mit  den  Coordinatenaxen  macht,/  durch  r,  f>\  o^, 
und  ebenso  die  Cosinusse  der  Winkel,  die  das  Loth  auf  der  durch 
Bs  und  Ti  gelegten  Ebene  mit  denselben  Axen  bildet,  durch  to, 
fo't  vf*  Die  Intensität  des  Stroms  werde  durch  i  bezeichnet 
Durch  diese  Bezeichnungen  können  wir  nach  dem  eben  aasge» 
sprochenen  Gesetze  die  Wirkungen,  die  der  durch  den  Kreisring 
gehende  electrische  Strom  auf  N  und  8  aosöbt,  nach  den  drei 
Geordinaten  zerlegt»  leicht  ausdrücken. 
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'  Die  «hreb  2; '  F,  Z  bezeichneten  UVirkuvgen  auf  den  Pol  iV 
wOTien  so  aosgedrickt: 


y        .  Pdi  sina 
(I) ^^^'f 


dssmu    , 
v' 


'="!/- 


sinu 


die  durch  Xi,  Fi,  Jj  bezeichneten  Wirknngen  auf  den  Pol  5  sind : 


Nennen  wir  die  Cosinusse  der  Winkel  >  die  das  Element  des 
Leitongsdraths  ds  mit  den  Coordinatenaxen  macht»  |;  97,  *{;,  und 
ebenso  niugen  durch  $',  V>  S'  ^'^  Cosinusse  der  Winlcel^  die  r 
mit  den  Coordinatenaxen  macht»  bezeichnet  werden;  dann  erh&If 
man  zur  Bestimmung  von  v^v'^  v"  folgende  Gleichungen: 

Ans  diesen  Gleichungen  erhält  man  leicht: 

V  sintt  =  fiy'— i/S*, 

r'8intt  =  |£'-S't, 

ü''sintt  =  g'i;— VS- 

Durch  diese  Gleichungen  werden  die  obigen  Gleichungen  (1)  fol- 
gende : 


(3)   ....    .       F=f«»/* 


z^^fpr:m. 


15* 
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Fflr  die  Cileiehangen  (2),  %Telcbe  die  WirIcangeB  des  Stroms 
auf  den  Pol  S  ausdrScIcen,  erliält  mao  in  ähnlicher  Weise,  wenn 
die  Cosinusse  der  Winkel ,  die  Vy  mit  den  Coordinatenaxen  bildet, 
durch  It,  1^1,  ix  bezeichnet  werden: 


r,=^'£/<^ 


-&i?)a« 


u\  V ..•  I  «.(  -Ji£)3* 


(vii-ViQSs 


II. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  bei  welcher  Stellang  der  Nadel 
die  Stromkraft  und  der  Erdmagnetismus  bei  einer  gleichzeitigen 
Einwirkung  sich  gegenseitig  das  Gleichgewicht  halten.  Wir  wol- 
len die  Wirkungen  des  Erdmagnetismus  auf  die  Pule  N  und  S 
der  Nadel,  nach  den  Goordinaten  zerlegt,  durch  Ä^,  Y^,  Z^  und 
JTs,  Fs,  Zs  bezeichnen.  Die  Coordinaten  der  Angri(r8punkte  sind 
alsdann  die  Coordinaten  von  N  und  S,  die  wie  durch  aßy  und 
Oi/?!}^!  bezeichnen.  Man  hat  bekanntlich  dann  als  Bedingung  des 
Gleichgewichts  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

Xy-^Za  +  XiYi  —  Ziaj  +-127— ^2« +  -^871  — -^8«!=  0» 
Yy-'Zß+  Fiy.-Z,A+  ny-Z^+Fan-Zaft^O. 

Aus  diesen  Gleichungen  lässtsich  die  Lage  der  Nadel  bestimmen. 
Man  kann  ihnen  dadurch  eine  einfachere  Form  geben,  dasA  man 
den  Mittelpunkt  der  Coordinaten  in  den  Drehpunkt  der  Nadel 
verlegt.  Dann  ist  nämlich  «1=  — a,  /J^zr  — /3,  y,  =  --y,  und  da- 
durch geben  die  vorhergehenden  Gleichungen  in  diese  über: 

(x-^i -(jr,-Arj))y=(z-z, -(z,-z^)«. 

Durch  eine  schickliche  Wahl  der  Coordinaten -Ebenen  lassen 
sich  auch  diese  Formeln  noch  vereinfachen.  Es  sei  die  Ebene 
der  X  und  y  der  magnetische  Meridian ,  die  der  x  und  z  der  Ho- 
rizont, so  dass  an  dem  im  magnetischen  Meridiane  liegenden 
Kreisringe  der  Tangentenbonssole  die^  Axb  der  x  dem  horizonta- 
len Durchmesser  dieses  Ringes  parallel  wird  und  die  Aze  der  z 
durch  den  Mittelpunkt  desselben  geht  und  darauf  senkrecht  ist. 
Setzen  wir  die  horizontale  magnetische  Kraft  der  Erde  =j|f  und 
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lassen  die  Inclioation  unberücksichtigt,  dann  wird,  da  fft=:— in' 
angenommeo  ist: 

Dadurch  erhält  endlich  die  Gleichang,  welche  die  Lage  der  hori- 
zontalen Nadel  unter  der  Einwirkung  des  Erdmagnetismas  und 
des  Stroms  bestimmt,  die  einfache  Form: 

(6)  .  .  .  .    (jr-;s:i+2f*üf)y=(Z-Zi)«, 

oder,  wenn  die  Abweichung  der  Nadel  Tom  magoetischeii  Herl- 
dian  v  ist: 

(j:-^, +2ft^)tgv=z— Zi. 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  JC,  A|,  Z,  Z|  zu  bestimmen. 


III. 

Seien  die  Coordinaten  des  Elements  d#  des  Kreisrloges  «,  jf,  s 
uod  setzen  wir: 

y^isinijp; 

dann  ist  bei  der  oben  angenommenen  Lage  des  Coordinatensjrstems : 

ds  =  bdtp 

und  2=  einer  Constanten;  b  bedeutet  den  Halbmesser  des  Rin- 
ges. FQr  die  obigen  Werthe  von  r,  ri,  |,  17,  £>  li,  171»  {1  und 
S",  tf,  r  erhält  man: 

r*=(a-a:)«+  Ü5«y)«+(2-y)«,    r,«=(ar-«,)«+(y-A)«+(«-7iJ», 

,=!=     cos^,,'=2=-^    r,^^^ 
hieraus : 


Digitized  by  VjOOQIC 


22S  S4äenka»p:   ÖBber  die  TanpenUnbäUitale. 


r 
(a?— g)co8y4-(y— /g)giny. 


r 
(i  — y,)8iny 


Diese  Wertbe  in  die  obigen  GleicbuDgen  (1)  and  (2)  gesetst,  erbält 
man: 


(7) 


.  Zi'=»'il»f  ,-, 


(6 — g|  C08  q>  —  ßi  sin  9)  9y 


Um  die  ganze  Wirkung  des  Ringes  auf  die  Nadel  zu  erbat- 
(en,  müssen  diese  Integrale  von  91=0  bis  9  =  2;c  genommen  wer- 
den. Die  Torhergebenden  Formeln  gelten  für  jede  Lage  der  Nadel 
gegen  den  Kreisring.  Bdi  der  Tangentenboussole  soll  der  Mittel- 
punkt der  Nadel  mit  dem  Mittelpunkte  des  Ringes  zusammenfallen, 
und  för  diesen  Fall  wollen  wir  auch  nur,  um  eine  grossere  Com- 
plication  zu  vermeiden,  die  Wertbe  von  X,  Xi,  Z,  Zj  berechnen. 
Es  ist  bei  dieser  Voraussetzung 

r«=  6«  +  ««  +  y*  —  26a  cos  9; 

und  wenn  wir 

c»  =  (6  +  «)»H  y».  A*=*-^ 
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und 

setsen,   wird: 

alifo 

in  ihnUcher  Weise : 

Bierdurcb  werden  die  Formeln  (7)  folgende: 

0 

o 


—      ^  p^  {b-\-a  C08y)8y 


Die  hier  Torkommenden  Integrale  lasseD  sich  auf  elliptiach« 
erster  und  zweiter  GattoDg  znrflcliffihren,  da  bekanntlich 


J      ^- 


k* 


ist. 

Ans  den  vorhergehenden  Gleichungen  erhält  man: 
„  A\iibj  /•»cogS^at 
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Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichunp:  (6),   so  erhält 
wenn  man  die  halbe  Länge  der  Nadel  durch  /bezeichnet,  folgende: 

o  o 

die  man  anch,  da  /=/sinv  und  a=/co8v  ist,  so  schreiben  kann: 

o  o 

Man  sieht  aus  dieser  Gleichung,  dass  im  Allgemeinen  für 
jede  LSnge  der  Nadel  die  Stromkraft  i  keineswegs  der  Tangente 
der  Ablenkung  v  proportional  ist  and  zur  Bestimmung  von  t  aus  v 
eine  ziemlich  weitläufige  Rechnung  erforderlich  ist.  Nur  bei  erster 
Annäherung  ist  i  der  Tangente  von  v  proportional.  Entwickelt 
man  nemlich  die  vorhergehenden  Integrale  nach  Potenzen  von  /, 
so  erhält  man>  wenn  nor  die  erste  Potenz  von  /  beibehalten  wird: 

6J7tgv  _  . 

Behält  man  in  der  Reihenentwickelung  der  vorhergehenden  ellip- 
tischen Integrale  noch  die  zweiten  Potenzen  oder  die  Quadrate  von 

/  bei,  80  ist 9   wenn  der  Kfirze  wegen  r==^  gesetzt  wird: 

o  o 

hieraus  ergibt  sich  dann  folgende  Gleichung: 

*-^i?^-(»+Si«)(l+Vl«cos»v)=i. 

Ich  werde  hier  in  Erörterungen  über  die  praktischen  Anwen- 
dungen dieser  Formeln  nicht  weiter  eingehen,  da  es  hier  nur  auf 
die  mathematische  Behandlung  dieses  Gegenstandes  ankam. 

Die  vorhergehenden  Formeln  lassen  sich  auch  auf  ein  ande- 
res, nach  den  werthvollen  Untersuchungen  PoggendorfFs  nicht 
minder  wichtiges  Messinstrument  für  galvanische  Kräfte,  auf  die 
Sinusboussole,  anwenden.  Da  bei  diesem  Messapparate  der  Kreis- 
ring 80  gedreht  wird,  dass  die  Nadel  in  der  Ebene  dieses  Ringes 
liegt,  so  ist  für  diesen  Fall: 

«=/,  y=o,  jr=o,  j:i=o, 

Z2  =  —  fiiH  sin  V,    Z3  =  (lM  sin  v ; 
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die  obige  altgeneiBe  Gleicbaitg  (6)  wird  dadurch  folgeode: 

Z-Zi— 2ftüf  sin  v=0- 
oder 

2  — Z|=2fA;if8iDV. 

Setzt  man  Id  diese  Gleichung  den  oben  gefundenen  Werth  Milr 
Z — Z|9   so  %vird: 

Ffir  die  erste  AnnSherong^  d.  h.  wenn  in  der  Entwicicelung  der 
Integrale  nach  Potenzen  von  iL  die  erste  Potenz  von  iL  nur  berüclc- 
»ichtigt  wird»  erhält  man  aucb  hier: 

6^8iny 


'Itc 


Nachricht  Ton  der  YoUendung  der  Gradmessimg  zmachen 
der  Donaa  und  dem  Eismeere. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Fh.  fVolfer$ 
in  Berlin, 


Ueber  diese  nun  vollendete  36j8hrige  Arbeit  sind  bereits  früher 
einige  Meine  Schriften  erschienen  und  in  dieser  Zeitschrift  (Literar. 
Bericht  LXXXI.  S.  5.  und  LXXXII.  S.  4.)  besprochen  worden. 
Während  jene  Schriften  mehr  als  Monographieen  zu  betrachten 
waren,  enthält  die  vorliegende*)  bei  dem  geringen  Omfange  von 

*)  Icli  habe  diesen  interestanten  Aafaats  nicht  in  den  Litenur.  Bor., 
lär  den  ihn  der  Herr  Verfasser  wohl  eigentlich  bestimnit  hatte,  aondera 
in  das  Arcliiv  selbst  änfgenommen.  O. 
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20  Seiten  manche  gleich  interessante  uodiehiTeidie  MtttheÜBDgeo 
über  Gradmessangen  ini  allgemeinen  und  die  oben  genannte  In's 
besondere.  Ohne  Zweifel  haben  wir  noch  ein  umfassendes  Werk 
zu  erwarten,  welches  über  diese  grosse  Arbeit  ausführlich  berich- 
ten wird ;  allein  auch  diese  kleine  Schrift  ist  geeignet^  jeden  Leser 
anzuziehen  und  zu  befriedigen.  Um  diess  zu  zeigen»  muge  hier  ein 
kurzer  Bericht  über  ihren  Inhalt  eine  Stelle  finden. 

Zunächst  werden,  um  den  Zweck  der  Gradmessungeu  anzu- 
deuten, folgende  3  Satze  angeführt: 

1.  Die  Kenntniss  der  Figur  der  Erde  ist  der  Ausgangspunkt 
für  alle  Untersuchungen  über  die  Bildangsgescbichte  des 

,  Ei;4balls. 

2.  Sie  ist  der  Astronomie  unentbehrlich,  als  Grundlage  zur 
Erforschung  der  räumliche^  Verhältnisse  des  Weltalls. 

3.  Sie  ist  von  unmittelbarem  praktischen  Nutzen  in  ihrer  An- 
wendung auf  die  Chartographie  eines  ausgedehnten  LSn- 
dergebietes  und  auf  die  Berechnung  der  für  diese  ausge- 
führten geodätischen  Vermessungen. 

Indem  der  Verfasser  nun  eine  gedrängte  Uebersicht  der  aus- 
geführten Gradmessungen  gibt,  erwähnt  er,  ohne  die  der  Griechen 
und  Araber  besonders  zu  beschreiben,  dass  diese  Völker  sehr 
deutliche  Vorstellungen  von  einer  Kugelgestalt  der  Erde  und  eine 
nahezu  richtige  Kenntniss  ihres  Durchmessers  besessen  haben. 
Nach  dem  Wiederaufleben  der  Wissenscbaflen  führte  der  Franzose 
fSernel.ein«  Gradmessung  zwischen  Paris  um!  Amienc^  a«s»  deren 
Entfernung  er  bestimmte,  indem  er  in  möglichst  gerader  Linie  von 
dem  ersten  zum  letzten  Orte  fuhr  und  die  Umdrehungen  der  Räder 
seines  Wagens  zählte.  Durch  Aufhebung  der  begangenen  Fehler 
wurde  das  Resultat  nahe  richtig.  —  1617  lieferte  der  Holländer 
Snellius  dl6  erste'^  ti'issensdiaftlich  begründete  Messung  eines 
Meridiangrades.  Er  war  sich  der  begangenen  Rechnungsfehler 
und  Schwächen  in  den  Beobachtungsmethoden  bewusst,  starb 
aber,  ehe  er  diese  fortschaffen  konnte,  und  erst  100  Jahre  später 
leitete  sein  Landsmann  Musschenbroek  aus  Snellius'  Papie- 
ren und  einzelnen  wied(er|iolten  Messungen  die  genaue  Bestimmung 
eines  Meridiangrades  ab.  . .     '        '  '    * 

1635  maass  der  Engländer  Nor  wo  öd  einen  Meri'diangrad 
l^vi^ischen  London  und  York  mit  di^r  Kette,  und  zwiar  erheblich 
genau,  während  die  einige  Jahre  später  To'n  Riccibli  und  Gri- 
maldijA  Italien  aus^führte  Messung  sehr  ungenau  ivar.  —  1669 
wiedethoUe  Picard^  im  Aoftraf^e  dei>.  1666  «eetifteteDiPariseff 
Akademie,  die  obige  Messung  zwischen  Paris  und  Amiens,  Lahir« 
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fttbrto  Aeselbe  oOrdlicb  Ton  Paris  bis  Dilniiirchen ,  Gassini  sfid- 
licb  bis  Perpigoan  forty  so  dass  1718  ein  S%^  umfassender  Bo* 
gen  zwischen  der  Nordsee  nnd  dem  Mittelmeere  Toileodet  war. 

1672  fand  Richer^  welcher  fiir  andere  astronomische  Zwecke 
nach  Cayenne  gesandt  worden  war»  dass  dort  in  der  Nähe  des 
Aequators  das  Secundeupendel  bedeutend  kürzer  als  in  Paris  war. 
Hiermit  war  ein  indirecter  Beweis  für  die,  von  Newton  und  Huy- 
gens  theoretisch  gefundene,  Abplattung  der  Erde  nach  den  Polen 
za  gewonnen.  Ist  diess  der  Fall,  so  muss  zugleich  die  Länge  der 
Breitengrade  nach  den  Polen  zu  grösser  werden;  allein  eine  Ver- 
gleicbang  der  Riccioli' sehen,  der  französischen  und  verbesserten 
Sneliius'schen  Gradmessung  ergab  das  Gegentheil,  eine  Abplat- 
tung am  Aequator.  Nachdem  über  diese  mangelhafte  Uebereio« 
Stimmung  vielfache  und  lange  währende  Erörterungen  in  der  Pari- 
ser Akademie  stattgefunden  hatten,  beschloss  diese,  directe  Mes* 
sungen  nahe  am  Aequator  und  am  Pole  ausführen  zu  lassen.  Daher 
maassen  in  der  Zeit  von  1735  bis  1741  LaCondamine,  Bouguer 
und  Godin,  unterstützt  vom  Spanier  Ulloa,  einen  Bogen 
von  3^  in  Peru;  hingegen  Maupertuis,  Glairant,  Camus  und 
Lemonnier,  unterstützt  vom  Schweden  Celsius,  einen  Bogen 
von  nahe  1^  unter  dem  Polarkreise.  Diese  Messung  ward  zuerst 
vollendet  und  bereits  1737  war  entschieden,  dass  der  Grad  unter 
dem  Polarkreise  grösser  als  In  Frankreich  sei,  ein  gleiches  Re- 
sultat ergab  die  erst  später  vollendete  Peruaner  Gradmessung. 
Eine  Abplattung  nach  dem  Pole  zu  war  hiermit  entschieden,  aber 
noch  nicht  ihre  Grösse  und  eben  so  wenig  die  Grösse  der  Erde  selbst 

Es  folgten  nun  schnell  aufeinander  die  weiteren  Gradmessungen: 

1750  maass  La  Caille  am  Vorgebirge  der  guten  Hoffnung,  in 
33®  südlicher  Breite,  einen  Bogen  vsn  1^4 O; 

1751  —  1753  Le  Maire  und  Boscovich  im  Kirchenstaate 
nahe  20; 

1764  Mason  nnd  Dixon  in  Pensylvanien ; 

1768  Beccaria  bei  Turin; 

1770 — 1777  Liesgan  ig  im  österreichischen  Italien; 

1790  und  1791  Reuben  Burrow  in  Bengalen  1^  8\  verbun- 
den mit  einer  Längengradmessung  von  38  ^ 

1792  begannen  Delambre  und  Mecbain  die  im  Jahre  1806 
durch  Biet  und  Arago  vollendete  Gradmessung  von  Dünkirchen 
bis  Formentera,, welche  l^V^^  unifasste  und  ursprünglich  den  Zweck 
hatte,  ein  genaues  Längenmaass.zu  ermitteln.  Dieser  Zweck  ist 
nur  unvollständig  erreicht  worden,  jedoch  erklärt  sich  hierdurch« 
warum  das  diese  Arbeit  besebieibende  Werk  den  Titeh  „Base 
da  Systeme  metriquef^  fährt 
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Im  Anfaoge  diecies  Jahrhunderts  wiederholte  Syanberg  die 
oben  erwähnte  Messung  von  Maupertuis  and  dehnte  sie  von 
67'  bi«:  auf  1^  37'  aas.  Im  südlichen  England  begann  Roy  eine 
Gradmessung,  welche  Mudge  auf  3^  und  Colhy  auf  10^  aus- 
dehnte. Während  die  Dreiecke  dieser  Messung  bereits  wieder- 
holt mit  den  französischen  verbunden  worden  sind,  steht  doch  die 
Veröffentlichung  ihrer  Resultate  noch  bevor.  Hierauf  folgt  der 
Zeit  nach  die  ostindische  Gradmessung,  welche  Lambton  und 
dann  Everest  von  1802—1825  bis'  nahe  auf  16^  ausgedehnt 
haben,  und  die  später  noch  weiter  bis  8^  nördlich  vom  Aequator 
fortgeführt  worden  ist. 

Ten n er  und  Struve  begannen  im  zweiten  Jahrzehend  die 
rassische  Gradmessung,  welche  1831  bereits  8^  umfasste;  fiber 
sie,  als  den  Gegenstand  der  vorliegenden  Schrift,  folgen  unten 
weitere  Mittheilungen.  Schumacher  fährte  in  Dänemark  eine 
ly^^,  Gauss  in  Hannover  eine  2^  umfassende  Messung  aus; 
beide  sind  durch  neue  Beobachtungs-  und  Rechnangsmethoden 
wichtig  geworden.  Dasselbe  gilt  von  der,  1831 — 1836  durch  B es- 
se! und  Baeyer  in  Ostpreussen  ausgeführten,  1%^  umfassenden 
Musteratheit.  Gleich  nach  der  Vollendung  derselben  stellte  Ses- 
sel sich  die  Aufgabe,  aus  Ihr  im  Verein  mit  9  andern  und  zwar 
den  vorzoglichsten  Gradmessungen  die  wahrscheinlichsten  Werthe 
ftir  die  GrOsse  und  Abplattung  der  Erde  herzuleiten.    Er  fand 

den  Durchmesser  des  Aequators  der  Erde  =6544154  Toisen, 
die  Axe  zwischen  den  Polen  =6522279       „ 

aus  ihrem  Unterschied  von  21875  Toisen  die  Abplattung  oqq  ig* 

Diese  Werthe  sind  zwar  gewiss  schon  sehr  genau,  mOssen 
aber  wahrscheinlich  dennoch  bald  gegen  neue  vertauscht  werden, 
indem  später  neue  und  bedeutende  Gradmessungen  hinzugekom- 
men sind,    nämlich: 

1.  die  durch  Everest  fortgesetzte  und  zum  Theil  umgearbei- 
tete ostindische  Gradmessung,  welche  sich  jetzt  vom  Cap 
Comorin  bis  zum  Hinialaya  über  21^  21'  erstreckt; 

,    2.    die  Messung  von  Maclear*  am  Vorgebirge  der  guten  Hoff- 
nung, mehrere  Grade  umfassend; 

3.  die  russisch -skandinavische  von  der  Donau  bis  zum  Eis- 
meere, welche  über  25^  20'  umfasst. 

Je.  grosser  der  gemessene  Bogen  ist,  desto  genauer  Mast  sich 
die  Curve  ermitteln,  zu  welcher  er  gehört ;  dies«  ist  von  selbst  klar. 
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Nach  den  erwähnten  Untersachnngen  Ton  Bessel  und  den  angc^ 
stellten  Pendelversiicben  ist  die  Erde^  abgesehen  von  den  gerin- 
gen Erhebongeo  und  Senkungen  des  Landes  gegen  die  Oberfläche 
des  Meeres,  ein  Umdrehungskorper,  welcher  der  Kugel  nahe 
kommt;  daher  kann  man  Gradnessungen ,  welche  unter  verschie- 
denen Längen  angestellt  sind,  mit  einander  verbinden.  Bei  jeder 
einzelnen  kommen  Beobachtungsfehler  und  die  ungleiche  Verthei- 
lung  der  Massen  auf  und  io  der  Erde,  welche  die  Richtung  der 
Schwere  verschieden  ablenken,  in  Betracht.  Die  Ablenkungen 
von  oberhalb  der  Erde  sind  desto  geringer,  je  gleichförmiger  das 
Terrain  überhaupt,  und  von  desto  geringerem  Einfluss ,  je  grösser 
der  ganze  gemessene  Bogen  ist.  Diesen  hat  man  als  ein  Aggre- 
gat  einzelner  für  sich  abgeschlossener,  aber  mit  einander  verbun- 
dener kleinerer  Bogen  zu  bestimmen.  Die  russische  Gradmessung 
hat  von  allen  die  grösste  Au8dehnang,  auf  sie  fol&:t  die  ostin- 
dische, welche  jedoch  vielleicbt  zur  Benutzung  im  nürdlichen  Theile 
verkürzt  werden  durfte,  da  auf  diesen  wahrscheinlich  die  Anzieh- 
ung des  Himalaya  störend  eingewirkt  hat. 

Die  nicht  grosse  Gradmessung  von  Maclear  ist  wichtig,  well 
sie  die  einzige  auf  der  siidlichen  Halbkugel  angestellte  ist  und' sieh 
bis  —35^  erstreckt.  In  Sudamerika  wurde  eine  solche  bis  — 60<> 
ausgefiihrt  werden  können,  wogegen  der  Verfasser  zeigt,  dass  in 
Asien  eine  grössere  Gradmesgung  wegen  der  hoben  Gebirge  und 
des  Mangels  an  Cultur  nicht  füglich  ausgeführt  werden  könnte« 
In  Nordamerika  liesse  sich  eine  Messung  von  -f25^  bis  -f60^ 
ausfuhren,  sie  ist  aber  weniger  Bedürfniss,  weil  diese  Breiten  in 
den  ausgeführten  Messungen  bereits  genügend  vertreten  sind.  Da 
aber  die  französische  nur  bis  -f38^  40'  ab-,  die  ostindische  bis 
•f29<^  30'  aufsteigt,  wurde  einein  Amerika  von  -f  25<>  bis  ^42^ 
d.  h.  von  der  Sfidspitze  von  Florida  bis  zum  Erie-See,  eine  vor« 
handene  Locke  ausfüllen.  Doch  wäre  es  auch  möglich,  die  rus* 
Bische  Gradmessung  bis  Candia  in  -f34^  Breite,  also  auf  «M^^  so 
verlängern,  wenn  nicht  das  türkische  Reich  dazwischen  läge. 

Auf  die  Idee,  diese  Gradmessung  anzustellen,  verfielen  in  dem 
zweiten  Jahrzehcnd  dieses  Jahrbunderts  gleichzeitig  Tenner  und 
Strnve,  und  nachdem  der  Kaiser  Alexander  das  Unternehmen 
genehmigt  hatte,  begann  Tenner  1917,  Struve  1821  die  Arbeit, 
welche  sich  in  drei,  1831,  1844  und  1853  endende  Perioden  thei- 
len  lässt.  Die  erste  enthält  die  Messungen  beider  Gelehrten 
zwischen  -f  ^^^  und  *f60^  Breite,  also  in  einer  Ausdehnung  voii 
8<>;  in  der  zweiten  wurden  die  Messungen  gegen  Morden  bis  Torw* 
De&  ausgedehnt,  der  Bogen  auf  13^49'  gebracht  und  die  Vorar- 
beiten zur  Weiterfuhrung  ge^n  ßüd^n  bis  zum  Dniester  beendet. 
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In  der  drittiep  Periode,  wo  ein  Anbchwimg  in  der  Arbeit  dorch 
die  lebhafte  Betheiligung  des  Geoeraistabee,  auf  Anregung  des 
Generals  von  Berg,  möglich  wurde,  kam  die  skandinavische  Fort- 
setzung bis  zum  Eismeere,  die  russische  bis  zur  Donau  und  die 
Bestimmung  der  Polhiihen  auf  den  End-  und  angemessenen  Mit- 
telpunkten hinzu.  In  dieser  Periode  vollendete  Tenner  ausser 
den  Messungen  in  Bessarabien  die  Vermessung  Polens,  durch 
welche  die  frfiher  besprochene  Verbindung  der  russischen  Grad- 
messung mit  der  preussischen  und  österreichischen  möglich  wurde. 

Die  skandinavische  IMessung  ward,  auf  Struve's  mundliche 
Anregung  In  Stockholm  im  Jahre  1844,  durch  Hansteen  und 
Seiander  bis  -f  70^  40'  iu  Fuglenaes  bei  Haromerfest  ausge- 
führt. Diese  Arbeit  war  buchst  mubselig  wegen  des  rauhen  Kli- 
mas, der  UDwirthlichen  Gegend  und  der  kurzen  günstigen  Jahres- 
zeit Diese  Gradmessung  bildet  eii  selbstständiges  Ganzes,  ist 
aber  mit  der  russischen  eng  verbuiden;  auf  das  Verhältniss  der 
Ausdehnung  beider  kann  man  aus  der  Anzahl  der  Dreiecke  schlies- 
sen,  weiche  bei  ersterer  34,  bei  letzterer  225  betrSgt.  Diese  ist, 
wie  oben  schon  angedeutet,,  durch  13  gemessene  Polhöhen  uod 
Azimuthe  ip  12  partielle  Bogen  von  2^  7'  mittlerer  Ausdehnung 
zerlegt. 

Die  angewandten  Maassstäbe  sind  mit  der  Toise  du  Perou, 
dem  Standardmaasse  der  ostindischen,  BesseTs  Toise,  dem 
Normalmaasse  der  hannoverschen  und  dänischen  Messung  und  der 
Wiener  Normalklafter  gehörig  verglichen  worden.  Die  Rechnungs- 
arbeiten sind  der  Vollendung  nahe,  eben  so  ein  grosses,  aus 
Struve's  Feder  zu  erwartendes,  beschreibendes  Werk. 

Am  südlichen  Endpunkte  wrrd  auf  den  Befehl  des  Kaisers 
eine  gusseiserne  Säule  theiis  als  Denkmal,  theils  zur  Bezeichnung 
des  Endpunktes  für  eine  später  aufzunehmende  Fortsetzung,  ein 
entsprechendes  Denkmal  auf  de^  Königs  Oskar  Befehl  am  nörd- 
lichen Endpunkte  mit  norwegischer  und  lateinischer  Inschrift  er- 
richtet werden.  Jene  Säule  viird  in  russischer  und  lateinischer 
Sprache  die  in  letzterer  lautende  Inschrift  erhalten: 

Terminus  australis  arcus  meridiani  25^  20'  quem  inde  a  fluvio 
Danubio  ad  Oceanum  Arcticum  usque  per  Rossiam,  Sneciam  et 
Norvegiam  jussuetauspiciislniperatorum  Augustissimorum  Alezan- 
dri  I.  et  Nicolai  L  atque  Regis  Augustissimi  Oscaris  L  annis 
HDCCCXVI  ad  HDCCCLII  cont'muo  labore  emensi  sunt  Trium 
gentiam  geometrae.    Latitudo  45^  20'  2^,8. 
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IUI. 

Zar  Theorie  der  Differenzenreihen. 

Von 

Herrn  Oskar  fVerneVf 
Lehrer  der  Mathematik  in  Dresden. 


Bezetcbnea  io  dem  Ausdrucke 

«0.  «i»  «•.-•flu  gan»  beliebige  Zahlen^  dagegen  f*i,  fi«,  fAs '••••(>*• 
die  auf  einander  folgenden  Blnomialcoefficienten  für  den  Exponen- 
ten (i,  80  erhalten  wir^  wenn  wir  auf  jedes  Glied  desselben  den 
bekannten  Satz  aus  der  Theorie  der  höheren  Differenzenreihen 

Ofl  =  «o  +  ni^üQ+n^^aQ  +  ....  +  «»-i/"«© 

anwenden : 

Sf»  =  CTo— f*i  («0  +  h^^o)  +  ^2(«o  +  2i//flro  -i^^^Oo) 

....  (—  1)"  (In  (flo  +  »1  ^OQ+n^d^ao  +....  +  ««^"CTo) 
oder  darch  Vereinigung  der  gleichen  Differenzen: 

Sf,=:  CoCTo—  Ci^ao+  C^/ßa^  - ....  {—lyCn^^a^ . 
wobei  xnr  Abkürzong 

Gi  =  f*».jii«— fE«+,.(m+l)m  +  (»iH^2.(m  +  2)« --....(-- !)•--»  ft«^ 
oder 

CU=J»«of*»  — (w  +  l)if^H-i+(«» +  2)2l»«H^a  — ....  (— l)*-»««-»!^ 
Sesetil  worden  Mrt?*'¥off8tehendr(ii.^m^l)gliedl»rige  Reibe  kann 
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aaf  folgende  Weise  summirt   werden.    Wir   geben   zanächst  von 
der  leicht  zu  beweisenden  Relation 

(— ly-Kl»- m--l)r-i !»«+(- ir(m+r)rfi«+r=(—l)'(fi—i«-lVf^ 

ans,    ond  erhalten  aus  ihr,   wenn  wir   der  Reihe   nach  r=l,2, 
3^....R — m  setzen,   die  Gleichungen: 

fim— (m+  l)i  ftw+1  =  — (fi— m— 1),  .ftw, 

—  (f*— m— l)i^+(m+2)a^+«=  +(;*— m-l)j.ft«, 

+  (fi— m— l)af»«  — (m+3)jft«+8  =  — (f*— iii--l)8.fi«, 

u.    s.    w. 

=  (—  1)"-"»(|X— m—  1)«-«.  ^«. 

Ans  der  Addition   dieser   Gleichungen    folgt  endlich,   wenn  man 
aufhebt : 

r   (— .l)»-«(^  — m— l)n-m.i*m  =  ^  — (ffl+l)lf*m-|.l 

Wir  haben   daher  durch  \ergleichung  mit  dem  VoThergehenden : 

Cm  =  (—  1)«-«  (fA— m  —  l)ii-m .  flm, 

nnd,  wenn  wir  auf  den  Anfang  unserer  Entwicklung  zurückblicken, 

S^=(- l)"{(j*-  I)a<ro  +  (fi— 2)i_ifAi^ao  +  (j*— 3)«-2fi2^flo 

+  ....  +  (j[*— n—  l)oft«-^flot 
oder 

«0— f*i«i  +f4öa— ••♦•  (-l)"f*iifl»= (— 1)"  t  (fi— I)iiflo+(l*— 2)«-i-  f*i^"o 

+  (ft  —  3)«-a .  «*2iji*flro  + ....  (f*— «  —  l)o  |*«-^"ffol» 
d.  i. 

l  flo— f*i«i+f*2«'a—  ••(-l)"f*nan 

Ein  Correlat  zu  dieser  Formel  erhalten  wir,  wenn  wir  auf  jedes 
Glied  4er  Reihe 

«•+f*i^«o  +  f*»'^^+ —  +  fMi^«0 
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den  Satz  {   . .,-  -.....•'., 

anwenden  und  der  Hauptsache  nach  denselben  Gang  wie  vorher 
einschlagen;  Kürzer  jedoch  gelangen  wir  auf  fbigendem  Wege 
znffl  Ziel«. .     . 

Vermittels  def  Relation 

leiten  wir  aus  der  Hauptreihe 

leicht  folgende  Differenzenreihen  ab: 

erste  Differenzenreihe: 

zweite  Differenzenreihe: 
d^Aosza^,  A^Ai^-^Aa^,  A^A^=A^a^,.*>.^An^=::{r-\y^^A^a^\ 

u.    s.    w. 

Ate  Differeoaeoreib«; 

^M2=(-  l)*-«2/»ak,  ....  ^A=:  (-  1)«-*Z/«<1*. 

Nach  (2)  ist  aber 

daher  ergiebt  sich  aus  dem  unmittelbar  Vorhergehenden: 
r  Oo  +  H^no  +  fia  J^oo  + ....  +  [htA^a^ 

«... 
Die  Formeln  (2)  und  (3)  sind  vorzüglich  brauchbar,  wenn  die 
Glieder  Oq,  a|,  a^»»*«  eine  arithmetische  Reihe  irgend  einer  Ord- 
nung bilden.  Um  diess  ah  ^inem  Beispiele  zu  zeigen,  isei  cro~l'» 
«1=2«,  fla=3^»  •-•  fl«t=(«  +  l)*;  dann  ist  Aa^=zi,'  J«iio=2, 
^Oo^O»  ^^o^FsOx  tt.  au  w.  zu  setzen;  lk!|lgti<4i  echakep  wbaii»  (1); 
TheilXXUL  16 
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i        l«-ft.2«+^.3«-.>.(-I)-,^,(«+l)« 
^^^       I  =(_1).^0»_1).  jL  +  3.j^+2.^|, 
woraiiA  ßir  ft=s-*l: 

folgt 


Uebangsanfgaben  fiir  Schüler. 


Von  Herrn  Profestor  Dr.  Wolf  er«  in  Berlin. 

1d  Ettler's  »Jnstitutiones  calculi  differentialis»  pars 
posterior  $.  366«  Exemplum  \.**   wird  die  Summe  der  Reihe 

für  JTssl  bestimmt*    Der  allgemeine  Ausdruck  derselben 

\___Jt^ I 

2a;*      2xtg7U7  *"  1 — o?* 

nimmt  für  :r=l  die.  Form 

1       5       1 

an;  es  kann  znnScbst  die  Aufgabe  sein,  ans  diesem  allgemeinen 
Ausdrucke  den  fiir  ^=1  sieb  ergebenden  Werth  j  der  obigen 
Reibe  abzuleiten. 

Diese  nimmt  aber  fär  diesen  Wertb  von  x=^\  die  Form 
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an  ood  es  wird  eine  «weite  Aufgabe  sein,  das«  der  Werfh  dieser 
io's  Doendliche  for^esetxten  Reihe  den  obigen  Werifa  J  annimmt. 
Diess  liest  sieb,  ganz  unabhängig  von  dem  obigen ,  anderweitig 
hergeleiteten  allgemeinen  Auedrocke  und  etwa  ähnlich  wie  Im 
eilften  Theile  dieser  Zeitschrift  pag.  428.  §.  17.  zeigen. 

Die  ihrem  Werthe  nach  so  gefundene  Reihe  iässt  sich  auch 
80  schreiben: 


3+8+15  +  24  +  36+*'*'^ 


oder 


1    JL_  . L-^j. 1        ,  1  . 

3  +  3+6  +  3+5+7  +  3+5  +  7  +  9  +  3T5+7+5+TI 
deren  Summe  dann  gleichfalls  bestimmt  ist. 


Bfiscellen. 


Sclireibeii  des  Herrn  üoctor  Hftdenkamp,   Oberlehrers  am  Gjmnaaivu 
zu   Hamm,    an  den   Herausgeber. 

Sie  erwähnen  im  22.  Bande  Seite  227.  und  228.  der  Auflösung 
einer  linearen  Gleichung  von  n  unbekannten  Grossen  von  der  Form 

t 

die  Llouville  in  seinem  Journale  gegeben  haben  soll.  Ich  habe 
die  Auflösung  solcher  Gleichungen  schon  vor  13  Jahren  gefunden 
ond  solche  in  den  zwei  Abhandlungen:  «,Ueber  Transformation 
vielfacher  Integrale"  und  „Ueber  die  AbeTscben  Integrale**  im 
22.  Bande  Seite  184.  und  im  26.  Bande  Seite  182.  des  Crelle'schen 
Joamals  nebsl  andern  Eigenschaften ,  die  solche  meichuDgeD  haben,. 
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mi^^^iheUt  otid  wuMlge  AMwmadnmgen  davon  auf  die  Traasfor- 
mation  vielfaeher  Integrale  getaiadit.  In  der  craten  der  evwähnteo 
AJ^baadlungcD  habe  ich  die  Bediaguiig,  daaa 

—  **-  —  ^j.,  *— srl 
Öl         «2         ö« 

sei,  gemacht,  in  der  andern  nicht.  Es  sind  die  ^i»ya9y»etc.  in 
den  erwähnten  Abhandlungen  nichts  anderes,  als  die  sogenannten 
elliptischen  Coordinaten,  von  denen  man  so  fruchtbare  Anwen- 
dungen auf  die  Losungen  verschiedener  Probleme  gemacht  hat. 
Ich  habe  in  den  genannten  Abhandlungen  nur  die  Zahl  der  Varia- 
bein unbestimmt  und  beliebig  gelassen  und  so  diese  Transforma* 
tion  nur  verallgemeinert.  Da  ich  das  Journal  des  Herrn  Liou- 
viile  nicht  kenne,  ^^o  ersuche  ich  i^ie,  den  Herrn  Liouviile 
auf  diese  schon  früher  gegebenen  Lösungen  aufmerksam  zu  macbeo. 
Auch  wGiische  ich  eine  ähnliche  Berichtigung  in  diesem  Joarnaie 
von  Ihrer  Seite  *). 

Hamm  den  25.  April  1854. 

Ihr 
Hädenkarop. 


VeraUgemeinerung  des  F^tbrigoräischen  Lehrsatzes.' 

Von    Herrn    Oskar   Werner,-  Kehrer   der   Mathematik   in    Dresden. 

Construirt  man  (Taf.  I.  Fig.  1.)  über  der  Seite. ^C  des  belie- 
bigen Dreiecks  ABC  den  Rhombus  ßCDE,  macht  ^ABF 
=  ^CBE  und  ^JCA  =  ^BCD,  zieht  ferner  zu  BF  und  CJ 
die  Parallelen  CK  und  BL,  macht  BF—BK  und  JC=CL  und 
vollendet  endlich  die  Parallelogramme  ABFG  und  ACJH,  so  ist 
der  Flächenraam  des  Rbon>bus  BCDE  der  Summe  der  Fläcben- 
riume  der  Parallelogramme  ABFG  und  ACJH  gleich. 

Indem  wir  uns  beim  ßeiveise  diese«  Satzes  an  Taf.  I.  Fig.  2. 
halten,  bemerken  wir,  dass  diese  Figur  ans  Ta£  I.  Fig.  1.  erhalten 
wird»  indem  wir  die  .Parallelogramme  ABFG  und  ACJH  in*die 
Lage  bringen,  dass  wir  einerseits  BF  auf  BK  und  AB  in  die 
Richtung  von  £f*  fallen  lassen,  und  andererseits  JC auf  XC  legen 


«)  leb  glaabe,  dan  di*dr  die  «mnstätidige  Mlttbellmtg  dieMS  Brie- 
Um  baidea  Wontefadi  des  Hetra  Dr.  Bid^akam p  gaafigt  «na  mixL     O. 
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nd  AC  ih  die  RieMng  von  JC  bt'ngca,    E*  kotftmt  «Im  jetzt 
dannf  «a,  za  beweieen,  dam 

BCDE = BFGK+  CJHL. 

Wir  ziehen  zu  diesem  Zwecke  die  Geraden  AM,  PE,  PD, 
OF,  JQ  respective  parallel  BE,  AB,  AC,  BC,  BC.    Dana  let 


4LCBE=^ABF, 

Mgfleli 

\^ABC, 

d.i. 

^ABE=^CBF. 

Da  ausserdem  noch 

BE=SC 
«ad 

ABt^BF, 

10  e^ebt  sieb 

ABEP^BCOF. 
WeUaber 

ABEP^BEMN 

nnd 

BCOFz:^BFGK, 

M  ist 

BEMN=BFGK. 


^BCD=^ACJ, 

foif^Rch 

^BCD^^ACB^^ACJ 
+^ACB, 

d.i. 

^ACD=^BCJ. 

Da  ansserdem  noch 

CD:=CB 
.and 

CA=iCJ, 

so  ergiebt  sich 

ACDP^BCJQ. 
Weil  aber 

ACDP=zCDM]S 

und 

BCJQ=CJHL, 

so  ist 

CDMN=CJHL. 


I      Addiren  wir  die  Resultate  rechts  and  linlcs,  so  folgt 

;  BEJUIf  +  CDjaN=s  BFGK  +  CJHL 

^      oder 

BCDE=BFGK  +  CJHL , 

ud,  wenn  wir  Taf.  I.  Fig.  1.  berücksichtigen, 

BCDE^ABFG^ACJH, 

wodnrch  unser  Satz  ToHstiodig  bewiesen  ist 

Als  Speid^ttten  dieses  S^es  sind  felgende  herremtheben: 
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1)  Z  CBEszR.  Die00  liefert  den  Lehrsatz :  Theitt  man  swei 
Seiten  eines  Dreieckes  durch  Senkrechte  von  den  gegeafiber- 
stehenden  Ecken,  so  ist  das  Quadrat  der  nicht  getbeilteo  Seite 
gleich  der  Summe  der  Rechtecke ,  welche  aus  den  zwei  getheiltea 
Seiten  und  ihren,  der  nicht  getheiiten  Seite  zunScbst  liegenden 
Abschnitten  constrnirt  werden. 

2)  Die  Rhombusseite  CD  OAlt  in  die  Richtung  der  Dreiecks- 
seite  AC,  dann  verschwindet  das  Parallelogramm  ACJH  und  man 
erhält  (Taf.  1.  Fig.  3.)  Rhombus  BCDE=  Parallelogramm  ÄBFG 

3)  j^ACB=^CßE  =  R  (ein  bekannter  Satz). 

4)  ^  CAß=z Z  CßE=  R  (Py thagoräischer  Lehrsatz). 


Zur   ebenen    Trigonometrie. 
Von  Herrn  Qoidde,  Lehrer  am  Gvronasiura   zu   Buckeburg. 

Da  im  Archiv  mehrfach  Ableitungen  der  goniometrischen 
Grundforilieln  gegeben  worden  sind,  so  nehme  ich  keinen  Anstand, 
auch  die  folgende  mitzutheilen ,  an  die  sich  dann  noch  einige  Be- 
trachtungen knüpfen.  Sie  ist  ausserordentlich  einfach,  da  sie  nur 
eine  Uebersetzung  des  ptolemäischen  Satzes  ist,  den  man  bei  dem 
Beginn  des  Unterrichts  in  der  Trigonometrie  voraussetzen  kann. 
Sie  hat  aber  ausserdem  den  Vorzug,  diese  goniometrischen  Grund- 
formeln in  Zusamnienbaiig  zu  bringen  mit  dem,  was  man  als  die 
Grundlage  der  ganzen  neueren  Geometrie  zu  betrachten  hat,  näm- 
lich mit  dem  anharmonischen  Verhältnis«.  Die  Mügüchkeit  der 
Cebertragung  beruht  auf  einem  einfachen,  allgemein  bekannten 
Satze:  „dass  der  Sinus  eines  Peripheriewinkels  gleich  der  Sehne 
ist,  dividirt  durch  den  Durchmesser",  von  dessen  Richtigkeit  mau 
sich  sogleich  überzeugt,  wenn  man  einen  Peripheriewinkel  wählt, 
dessen  einer  Schenkel  ein  Durchmesser  ist.  Dieser  Satz,  der  in 
den  meisten  Lehrbüchern  der  Trigonometrie  nur  beiläufig,  etwa 
in  Form  einer  Uebungsaufgabe  vorkommt,  verdiente  vielmehr  an 
die  Spitze  gestellt  zu  werden,  nicht  nur  der  Anwendung  wegen, 
die  ich  von  demselben  zu  machen  gedenke,  sondern  weil  alle  die 
trigonometrischen  Sätze,  die  man  selbstständig  zu  beweisen  pflegt, 
mittelst  desselben  als  leichte  Uebertragungen  von  goniometrischen 
Sätzen  erscheinen,  die  man  vorher,  im  goniometrischen  Theile, 
ebenfalls  selbstständig  bewiesen  hat.  Zu  der  Uebertfagung  ist 
nur  eine  Multiplication  oder  Division  mit  dem  Durchmesser  des 
dem  Dreieck  umschriebenen  Kreises  nothwendig.  In  solchem  Zu- 
sammenhange stehen- z.B.,  die  Seiten  des  Dreiecks  mit  a;6,  c, 
die  Gegenwinkel  mit  A,  B,  C  bezeichnet,  die  Formeln: 
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smA=z8inB.cosC+s\nC.co6B; 
.^  C-B,       C+B 


(1) 


j^      J?         C  A-  B 

8tnS-f-8ioC:sinil:=co8 — s — *^®® — 2 — ' 

6  — c:a  =  sin — n — -sin — 5 — » 

*  .    „       .   ^    .    \      .   C-^-B     .    C+JB. 
«10^  —  sinC:8inA=:Bm — ^ — •*'* — o — * 

8in^>=:(8ing.cofiC-fco8J?fiinC)^;  3 


(2) 


(3) 


(4) 


da 


(sinBoosC-f  cos  Bsm  C)^  =:  sin  fi^cos  C*  i-  2siD  IT  go8  B  sin  C  cos  C 
+cosJ?VidC« 

=8infi^(l-6inC>)4-2siiigco8l?sinCco8C+sinC'(l-»inJB*) 
=sinfi* +8in  C«— 2sin  Bsin  C(sinÄ.sinC— cosß.dosC) 
=8iDfi>-|-8>n  C^— 2sin  J^sin  C.cos  il 

ist»  Q.  s.f.  Weiter  verfolgt  bat  diesen  Dualismus  8.  B.  Müllet 
io  seiner  ,,Trigooonietrie,  Halle  1852 ^  Seite  202.  u.  f/S  wess- 
halb  ich  hier  diesen  Gegenstand  verlasse  und  zur  Ableitung  der  Formel 

sin  (j? -f^)  =  sin  j?cosy -f  cosdTsiny 

iSbei^ehe.  Man  stelle  sich  ein  Viereck  in  einem  Kreise  vor,  AB  CD, 
durch  weiche  Buchstabenfolge  zugleich  die  Folge  der  Punkte  auf 
dem  Umfange  des  Kreises  dargestellt  sei.  Man  hat  dann  nach 
dem  ptolemäischen  Satze 

AB.CD+BC.DA=zAC,BD, 

und  wenn  man  durch  das  Quadrat  des  Durchmessers  divldirt^ 

BiüBDA.9AnCAD-i-a\nBDC.8mABD=:BinABC.smBAD. 

Ist  Dim  AC  ein  Durchmesser  und  setzt  man 

CAD  =  y, 

BDC=BAC=x, 

BAD=a+y; 
so  ist 
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8in^fi/)=sin^CD=sin(90O— CJD)  =cosy, 
8in^ÄC=  sin  900  =  1; 
folglich 

cosa:.ainy-i-8\nx.co8ff=B\n(x-^y).  (5) 

Ist  AD  ein  Durchmesser  und 

BAD=zas    CAD=zy; 
80  ist 

sin  BDA  =:  cos  x , 

Bin  CAD  =  8111^, 

ainBDC=^siB(a — y), 

amABD^l, 

sin  ABC  =  si  D  ^Z>C=:  cos  ^ , 

sinjBJZ>  =  8ina:; 
folglich 

cosor.siny-f  8in(a;— ^)  =  co8y.8inA;.  (6) 

Setzt  man  90^  ^a  an  die  Stelle  von  x,  so  geht  die  Formel  (5) 
über  in: 

sin^siny-|-co8drco8y=co8(« — y)  (7) 

und  die  Formel  (6)  in 

8iDarsiny-|-cos(:r-]-y)=cosyco8J:.  (8) 

Verbindet  mao  einen  Punkt  S  des  Kreises  mit  den  Ecken  des 
Vierecks  und  bezeichnet  die  auf  einander  folgenden  Strahlen  SA, 
SB,  SC»  SD  mit  a,  6,  c,  «2,  so  hat  man  durch  Anwendung  des 
oben  fär  den  Sinus  eines  Peripheriewinkels  gegebenen  Satze«: 

sina6.sincc{-f  sin6c.sinc{a=sinac.sin6cfy 

eine  bekannte  Relation  zwischen  den  vier  Strahlen  eines  Punktes, 
welcher  für  die  vier  Einschnittspunkte  a,  (,  c,  d  der  Strahlen  in 
eine  gerade  Linie,  wenn  die  Punkte  in  der  angegebenen  Ordnung 
auf  einander  folgen,  die  Relation  entspricht: 

Diese  Relationen  also  sind  Folgerungen  aus  dem  ptolemäischen 
Satze,  und  da  sie  der  Lehre  vom  anharmonischen  Verhältniss  angebo- 
ren, so  Ist  hiemit  der  Zusammenhang  dieser  Lehre  mit  jenem  Satze 
und  damit  auch  mit  den  goniometrischen  Grundformeln  nachgewiesen. 
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JLTV. 

Die  Theorie  der  periodischen  Funktionen,   begründet 
durch  die  Betrachtung  der  Integrale  zwischen  imagi- 
nären Grenzen. 

Von 

Herrn  Julius  Toeplitz^ 
Lehrer  am  Gjmnatiam  su  Lisea  im  GroMhemogthom  Posen. 


Die  Integralrechnung  allein  giebt  uns  die  naturgemässen  Mit- 
tel an  die  Hand,  netie  Funktionen  zu  finden  und  ihre  Eigenschaf- 
ten zu  er  forschen.  Je  mehr  also  dafGr  geschiebt,  die  Prinzipien 
der  Integralrechnung  fest  zu  begründen,  desto  klarer  werden  uns 
die  Eigenschaften  der  Funktionen  vor  Augen  treten  ^  und  desto 
sicherer  werden  wir  mit  denselben  umgehen.  Ein  Integral  wird 
nun  direkt  als  eine  Summe  von  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen 
Gliedern  definirt,  diese  Definition  jedoch  nur  für  den  Fall  gewöhn- 
lich konsequent  durchgeführt,  wenn  die  Grenzen  der  Integration 
reelle  Grossen  sind.  In  diesem  Aufsatze  will  ich  nun  den  Ver- 
such machen,  diese  Definition  auf  die  Integrale  zwischen  imagi- 
nären Grenzen  auszudehnen.  Mein  Bestreben  geht  dahin,  zu  zei- 
gen, dass  nur  durch  diese  Ausdehnung  das  wahre  Wesen  der 
Integrale  uns  zugänglich  werde,  dass  neue  Eigenschaften  der  In- 
tegrale sich  dadurch  ganz  von  selbst  ergeben  und  dass  durch  sie 
allein  die  wahre  Quelle  der  Periodicität  der  Funktionen  aufgefun 
den  werde. 

Bevor  ich  nun  zu  diesem  meinen  Thema  übergehe,  will  ich 
den^  verehrten  Lesern  in  dem  ersten  Paragraphen  das  Ins  Gedächt 
oiss  zurückrufen  9  was  ich  aus  der  Theorie  der  Integrs^le  zwischen 
reellen  Grenzen  als  bekannt  voraussetze« 

TheüXim.  17 
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§.  I. 

Eine  Funktion  fx  heisst  koiitinuirlich  zwischen  dea  reellen 

Grenzen  a  und  b,  wenn  fx  für  jeden  beliebigen  Werth  von  x.  Her 

zwischen  diesen  Grenzen  liegt,   immer  einen  endlichen  Werth  an- 

fix + f)  —  /^ 
nimmt,  und  ausserdem  die  Grösse —  für  dieselben  Werthe 

von  X  einen  endlichen  Werth  annimmt,  während  b  unendlich  klein 
wird.    Dieser  letztere  endliche  Werth,  den  die  Grosse 

annimmt,  wird  gewöhnlich  durch  das  Zeichen  w- od  er /^or  bezeich- 
net. Wenn  also  fx  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  kontinuirlich 
ist,  so  findet  zwischen  diesen  Grenzen  folgende  Gleichung  statt: 

f{x^-B)-^fx^B.rx.  (1) 

Legen  wir  nun  der  Variablen  x  alle  Werthe  bei,  welche  zviiscben 
a  und  b  liegen,  und  bilden  wir  folgende  Summe: 

ti.fa^B^.f{ai^B{)^^B^.f{a^^-\^B^^....^tn.f{a-\^t^'^B^-\^....+Bm--\), 

in  welcher  £|,  z^,  £3,....  Cn-i»  c«  unendlich  kleine  Grossen  von  der 
Art  sind,  dass: 

ö  +  «i  +«a  +  fi3  +  —  +  fii-i  +  «ii  =  6 

ist,  80  wird  leicht  bewiesen,  dass  diese  Summe  gegen  einen  be- 
stimmten endlichen  Werth  konvergirt,  der  nur  von  den  Grenzen 
a  und  b  und  von  der  Form  der  Funktion  fx  abhängt.  Die  eben 
genannte  Summe  wird  das  Integral  der  Funktion  fx  zwi- 
schen den  reellen  Grenzen  a  und  b  genannt  und  durch  das 

Symbol    /      fx.dx  bezeichnet.    Wir  hüben  also  als  Definition  die 


Gleichung: 

(2) 


/' 


.  +  €n.  Ao  +  «!+««  +  •-  +  eii-i=6— e»). 


Mit  Hdife  dieser  Definitionsgleichung  "werden  leicht  folgende 
Eigenschaften  der  Integrale  entwickelt: 


"f" 


dx 

W~'^^-  (3) 
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/      fa:,da:= —  /      fx^dx-  (4) 

a  h 

/h  pb  ph 

\q>x  +  e.Hfx\dx=^  I       g>x.dx+c.  1      fffx.dx.     (6) 

I     fx.dx^  j  ^  fx.dx-k- 1  ^  fx.dx.  (6) 

«  •  I» 

Die  Gleichungen  (4)  und  (6),  mit  einander  yerbunden,  zeigen, 
^^»s  wir  bei  der  Bildung  der  obigen  Summe  (2)  auch  über  die 
Grenze  b  hinausgehen,  und  dann  wieder  zu  derselben  zurückkehren 
können,  wenn  nur  die  Funktion  fx  auf  diesem  ganzen  Wege  kon- 
tiouirlich  bleibt 

Da  ferner  fx  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  kontinuirlich  ist, 
60  folgt  aus  der  Gleichung  (1): 


also  durch  Addition  dieser  Gleichungen: 

/&-/a=Ji./-'ii  +  €2.Aa  +  e,)  +  «a.n«+ «!+«»)+•  •. 

oder 


fb'-fa:=zf   f'x.dx.  (7) 


Bei  all  dem  Bisherigen  ist  zu  bemerken,  dass  die  Funktion 
fx  selbst  auch  eine  imaginäre  Form  haben  kann.  Alsdann  aber 
bringt  man  sie  auf  die  Form:  q)x  +  i.ipx,  wo  q>x  und  i/;^:  reelle 
Funktionen  von  x  sind,  und  dann  hat  man  aus  der  Gleichung  (5): 

/h  ph  pb 

fx.dx=i  I   .  <px.dx-{-i,  f      fpx,dx.    Dabei  rofissen  freilich 

•  a  a 

fx  und  ^fx  zwisebeii  den  Grenzen  a  und  b  kontinuirlich  sein» 

17* 
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Dies  sind  die  bekannten  Prin^pien,  an  die  ich  erinnern  wollte, 
weil  ich  nur  auf  sie  allein  bei  der  nachfolgenden  Behandlung  mei- 
nes Themas  Bezug  nehmen  will. 


§.  II. 

Die  Funktion  fx  heisst  kontinuirlich  zwischen  den  Grenzen 
a-i-ßi  und  y+Äi  (wo  a  und  ß  reelle  Grössen  sind  und  1  =  V^— 1  ist), 
wenn  in  dem  Ausdrucke  /1(m +c/)  =  9?(m,  i?) +i.i/;(ti,  t>)  sowohl 
q>(u,  v)  als  il^(u,  v)  fiir  alle  Werthe  von  u  zwischen  cc  und  y,  ver- 
bunden mit  allen  Werfhen  von  v  zwischen  /?  und  6,  kontinuirlich 
bleiben.  Ferner  wollen  wir  ein  imaginäres  unendlich  Kleines  den 
Ausdruck  di  nennen ,  wenn  S  unendlich  klein  und  reell  ist. 

Um  nun  die  Definition  eines  Integrals  zwischen  den  imaginären 
Grenzen  a-{-ßi  und  y-i-Si  zu  geben,  wollen  wir  der  Art  und  Welse, 

nach  der  wir  oben  das  Integral    /      fx.dx  gebildet  haben,    eine 

a 
grossere,  Ausdehnung  geben.  Zu  diesem  Zwecke  lassen  wir  die 
Variable  x  durch  unendlich  kleine  Inkrehiente,  die  wir  ganz  nach 
unserem  Belieben  bald  reell,  bald  imaginär  annehmen ,  voo  dem 
Werthe  a-\-ßi  zu  dem  Werthe  y-|-dt  übergehen;  für  diese  unend- 
lich vielen  Werthe  der  Variablen  x  bilden  wir  die  entsprechenden 
Werthe  der  Funktion  /Ir,  multipliziren  jeden  dieser  Werthe  mit 
dem  nächstfolgenden  unendlich  kleinen,  reellen  oder  imaginären 
Inkremente  von  x  und  addiren  dann  all  diese  Produkte.  Eine 
solche  Summe  nennen  wir  das  Integral  der  Funktion  fx 
zwischen  den  Grenzen  iit-\-ßi  und  y'\r^t 

Diese  Deßnition  scheint  nun  viele  Unbestimmtheiten  in  sich 
zu  enthalten.  Denn,  wenn  z.  B.  I-f-2t  und  5  + 6t  die  gegebenen 
Grenzen  sind,  so  kann  man  x  erst  durch  reelle  Inkremente  von 
dem  Werthe  1  -|-  2t  zu  dem  Werthe  3  -|-  ^i,  dann  durch  imaginäre 
Inkremente  von  dem  Werthe  34-2i  zu  dem  Werthe  3-|-6i,  und  end- 
lich wieder  durch  reelle  Inkremente  von  dem  Werthe  3  +  6»  zu 
dem  Werthe  5-f  6i  übergehen  lassen.  Man  konnte  aber  auch  auf 
.  unendlich  viele  andere  verschiedene  Weisen  verfahren ,  da  nur  die 
Bedingung  gestellt  ist,  dass  die  Reihe  der  x  mit  dem  Werthe 
1  -f^t  beginne  und  mit  dem  Werthe  5-|-6t  schliesse,  während  die  Art 
und  Weise  der  Uebergänge  ganz  unserem  Belieben  überlassen  ist 
Man  konnte  also  schliessen,  dass  nach  unserer  Definition  zwischen 
"denselben  Grenzen  a+ßi  und  y-\-^i  bei  ein  und  derselben  Funk- 
tion fx  unendlich  viele  solcher  Sumiaen  vorbaudeo  sind»   di«  wir 
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oben  Integrale  genannt  haben.  Es  bieten  sich  uns  daher  folgende 
Fragen  zar  Erörterung  dar:  erstens ^  wie  muss  die  Funktion  fa 
beschaffen  sein,  damit  jede  dieser  »Suiniuen  sich  einer  bestimm- 
ten endlichen  Grenze  nähere;  zweitens,  welche  von  diesen  Sum- 
men sind  einander  gleich;,  und  endlich,  wenn  einige  dieser  Sum- 
men verschiedene  bestimmte  Werthe  annehmen,  um  welche  Differenz 
unterscheiden  sie  sich  dann  von  einander?  Bevor  wir  diese  Fra- 
gen in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  beantworten,  wollen  wir  jedoch 
einige  spezielle  Summen  betrachten,  auf  die  sich  die  übrigen  zu« 
rfiekffihren  lassen. 


§111. 

Wir  lassen  zuförderst  x  durch  reelle  Inkremente  von  dem 
Werthe  a  +  pi  zu  dem  Werthe  y  +  pi  übergehen  und  bilden  die 
Summe  : 

>  (8  a.) 

/>  y+jii 

Diese  Summe  bezeichnen  wir  durch    das  Symbol    /  fx.dx. 

Vergleichen  wir  diese  Summe  mit  der  in  der  Gleichung  (2)  vor- 
kommenden,  so  sieht  man,  dass  offenbar: 

fx.dx— I      /\u  +  pi).du.  (8  b.) 

a-\pi  a 

Daraus  schliessen  wir,  dass  die  obige  Summe,  welche  wir  durch 
fx.dx  bezeichnet  haben,  nur  dann  gegen  einen 

a^pf 

einzigen  bestimmten  Werth  konvergire,  wenn  die  Funktion /][u-|-pt) 
für  alle  Werthe  von  u,  welche  zwischen  a  und  y  liegen,  konti- 
ouiriich  bleibt. 

Wir  lassen  zweitens  die  Variable  x  durch  unendlich  kleine 
imaginäre  Inkremente  ^it,  d^i,„».dni  von  dem  Werthe  q-\-  ßi  zu  dem 
Werthe  g-i-öi  übergehen,  und  bilden  die  Summe: 


l  (9a.) 
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bezeichneD.  Durch  Vergleichung  dieser  Summe  mit  der  in  der 
Gleichung  (2)  vorkonimenden  sehen  wir  wieder,    dass 

fx.dx  —  if      fiqi'Vi).dV'  (9  b.) 

n^ßi  ^ß 

Daraus  schliessen  wir  wieder,  dass  die  Summe,  welche  wir  durch 
fx.dx   bezeichnet  -haben,    nur   dann    gegen 

<l-^ßi 

einen  bestimmten  endlichen  Werlh  konvergire,  wenn  die  Funktion 
flq  +  vi)  für  alle  zwischen  ß  und  ö  liegenden  Werthe  von  t  kon- 
tinuirlich    bleibt. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  Summen  von  einer  grosseren  Allge- 
meinheit. Zu  diesem  Zwecke  lassen  wir  die  Variable  x  zuerst 
durch. reelle  unendlich  kleine  Inkreraente  von  dem  Werthe  a  +  ßi 
zu  devi  Werthe  y  +  ßi,  und  dann  durch  imaginäre  unendlich  kleine 
Inkremente  von  dem  Werthe  y  +  ßi  zu  dem  Werthe  y  +  di  über- 
gehen»   und  bilden  folgende  Summe: 

(10  a.) 

€i./ra+|5t)+fi.A«+fi+i^0+«a.A«+n+*2+W+...+ 

+Sni.f{y+di''6ni)y 

welche  wir  vor  der  Hand  durch  das  Symbol  fpia  +  ßi,  y  +  Si)  be- 
zeichnen  wollen.  Vergleichen  wir  diese  Summe  mit  den  obigen 
(8  a.)  und  (9a.)>   so  sehen  wir^  dass: 

fx.dx+j  fx.dx,    (lOb.) 

woraus  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (8  b.)  und  (9  b.)  folgt,    dass: 
ip(a  +  ßi.  y  +  *h^==J^  f{u+ßi).duHj    fi:y+vi).dv.  (lOc) 

a  ß 

Daraus  schliessen  wir,  dass  die  Summe,  welche  wir  durch  das 
Symbol  g>(a+ßi,  y  +  St)  bezetchüet  haben,  g^g^i^  einen  bestimm- 
ten endlichen  Werth  konvergire,  sobald  fiu+ßt)  für  jeden  zwischen 
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«  und  y  li^enden  Werth  von  u,  uod  f{y  -{■  vi)  i'Qr  jedeo  swischen 
ß  und  6  liegenden  Werth  von  v  kontinuirlich  bleibt. 

Schlagen  uir  nun  den  umgekehrten  Weg  ein  und  lassen  x  erst 
durch  imaginäre  unendlich  kleine  Inkremente  von  dem  Werthe 
a  +  ßi  zu  dem  Werthe  «  +  di,  dann  aber  durch  reelle  unendlich 
kleine  Inkremente  von  dem  Werthe  et  +  di  zu  dem  Werthe  y  +  Ät 
fibergehen  und  bilden  folgende  Summe: 

(IIa.) 

vrelche  vrir  ivieder  durch  ein  Symbol  i^(a-|'/}^'»  7  +  At)  bezeichnen 
wollen,  so  sehen  wir  ebenso  wie  oben,  dass: 

fx.dxi- 1  fx.dx,     (Hb.) 

oder  dass: 

ff;(a+/Ji,  y-Y^i)=j      f{,u-\'hi).du\ij    f(a+vi),dv,  (11c.) 

a  ß 

Also  konvergirt  die  Summe,  welche  wir  durch  das  Symbol 
^(a+ßi,  y-f  dt)  bezeichnet  haben,  nur  dann  gegen  einen  bestimm- 
ten endlichen  Werth,  wenn  f(u  +  dt)  für  alle  zwischen  «  und  y 
liegenden  Werthe  von  u^  und  f{a^vi)  für  alle  zwischen  ß  und  d 
liegenden  Werthe  von  v  kontinuirlich  bleibt. 

In  dem  folgenden  Paragraphen  wollen  wir  nun  untersuchen,  in 
welchen  Fällen  die  beiden  Summen  g)(a+|3i,  y+W)  und  i(;(a+/3«,  y+Ät) 
einander  gleich  sind,  und  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  um  welche 
Differenz  sie  sich  von  einander  unterscheiden. 


§   IV. 

In  dem  vorigen  Paragraphen  haben  wir  gezeigt,  dass  die 
beiden  Summen  g>(a  +  ßi,  y  -|-  öi)  und  t|;(a  -f-  ßi,  y  +  di)  gegen  be- 
stimmte endliche  Wertbe  konvergiren,  wenn  die  Funktionen  f\u-\-ßi) 
und  f{u  -f  ^0  ^^^  alle  zwischen  a  und  y  liegenden  Werthe  von  u, 
und  die  Funktionen  f(pL\-vi)  und  f^y-i-vi)  fiir  alle  zwischen  ß  und 
6  liegenden  Werthe  von  v  kontinuirlich  bleiben.  Wir  wollen  nun 
annehmen»   dass  nicht  bloss  diese  Bedingungen  erlüUt  sind,   son- 
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dern  die  Funktion  f{u  +  vt)  Oberhaupt  zwischen  den  Grenzen  a  +  ßi 
und  y  -i-  dt  kontinuirlich  sei  (vergl.  die  Definition  im  Anfange  des 
§.  IL).  Wir  behaupten,  dass  in  diesem  Falle  g>(a  +  ßi,  y  +  ii) 
=  i/;(a  +  /?i,   y  f  di). 

Denn  setzen  wir  i/;(a  +  Pi,  y+Si)  —  ^pia  +  ßi,  y  +  di)^:^,    so 
folgt  aus  den  Gleichungen  (10  c.)  und  (1 1  c.) ,    dass 

d  =J'  ^ {A«+^0  -  fiu-\-ßi^  1  du  - ij'   {fXy+vi)^f{a+vt)\dv. 

a  ß 

Da  nun  nach  udsern  Annahmen  nicht  bloss  f(y+vi)  —A^i-oO 

für  jeden  zwischen  ß  und  6  liegenden  Werth  von  v,  sondern  auch 

die  Funktion  fiu  +  ti)   för  alle  Werthe  von  u  zwischen  a  und  y, 

'  verbunden  mit  allen  Werthen  von  o  zwischen  ß  und  d  kontinuirlich 

bleibt,  so  leiten  wir  aus  der  Gleichung  (7)  die  folgenden  ab: 

und 


«y  \flr+vt')-'n^+vt)]dt 


+U^{e,.f'ia+ßH'ö,i^+B^.f'(a+Si+ßi+d,i^+...^^^^ 

Da  wir  aber  ganz  auf  dieselbe  Weise,  wie  wir  die  Formel  (7) 
bewiesen  haben,    zeigen  können,   dass 

np  +  qi)-np  +  ri)  =f  '**\ft .  dt., 

p+rt 

vreon  nur  f(p+vi)  für  alle  zwischen  r  und  q  li^enden  Wertlie 
von  c  kontinuirlich  bleibt,  ao  folgt  nach  unsem  oben  gemachten 
Annahmen,  dass: 

»•y*''(/"(y+t.O-Äa+w))rfc  =  fii/-(«+dO-A«+/JO) 
f  +«2.l/t«+«i+*0-/(«  +  ei+/»OI 


=y^A«+«0-A««+l»OiA«. 
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Wenn  ab»  f{ui-vii  zwischen  den  Grenzen  u^rßi  und  y-f  dt 
kontinnirlich  i«t,  so  ist  ^  =  0  und  daher  9>(a -f  |3i»  f^-i^ 
szntfia-t'ßi,  y+8(),   was  za  beweisen  war. 


8-  V. 

Fassen  wir  das  Vorhergehende  zasammen*  so  haben  wir  fol- 
gendes Ergeboiss.  Wenn  die  Funktion/^  zwischen. den  Grenzen 
a-i-ßi  und  y+8i  kontinnirlich  ist,  so  konvergiren  nicht  nur  die 
Sominen  g>(a+ßif  y-f di)  und  ^(a-i-ßi,  y+di)  gegen  bestimmte  end- 
liche Werthe,  sondern  diese  beiden  Werthe  sind  auch  einander  gleich« 

Wenn  aber  nur  die  Funktionen  fiu-\-ßi)  und  f{u*{-K)  fär 
alle  zwischen  o  nnd  y  liegenden  Werthe  von.  «,  nnd  die  Funktio- 
nen f{a  -|-  vi)  nnd  f(y  +  ti)  fQr  alle  zwischen  ß  und  d  liegenden 
Werthe  von  v  kontinnirlich  sind,  dagegen  die  Funktion  fx  selbst 
ffir  einen  Werth  x:=^Ui-^ViXy  der  zwischen  a-{-ßi  und  y-f-di  liegt» 
diskontinuirlich  wird,  so  konvergiren  zwar  noch  die  Summen 
fp{a-\'ßiy  y-\-8i)  und  ii>{a-{-ßi»  y+Si)  gegen  bestin^mte  endliche 
Werthe ;  jedoch  können  wir  nicht  behaupten,  dass  diese  beiden  Werthe 
einander  gleich  sind.  Sie  unterscheiden  sich  vielmehr  im  Aligemeinen 
durch  eine  Differenz  J,  welche  f&lgendermassen  ausgedrückt  wird: 

^  =  tf;(«  +  jSi,  y  +  8i)—ip(a  +  ßi,  y  +  Si)  \ 

Diesen  Ausdruck  tär  A  wollen  wir  nun  umformen,  damit  er  von 
^^  ßf  y»  8  unabhängig  werde.  ' 

Die. Funktion  fx  werde  fär  x=iUi  +  Vii  diskontinuirlich »  und 
nehmen  wir  zuerst  an,  dass  <v<tfi<7  und  /}<9|<d;  alsdann 
haben  wir  vermöge  der  Formel  (7): 

f\f(u  +  iil'f{u  +  ßtVdu=J^'''''\f(u  +  i0^f(ui-ßi)]du 

m  a  ^ 

wo  p  und  q  beliebige  positive  Grössen  bedeuten.  Da  aber  die 
Funktion  fx  zwischen  den  Grenzen  a  +  ßi  und  Ui^p  +  di  nnd 
ebenso  zwischen  den  Grenzen  Ug-t-  g  +  ßi  nnd  y  +  ii  kontinnirlich 
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nt;  60  folgt  aus  dein »  was  wir  im  Forigen  Pavagraphen  bewiesen 
iiaben^  dass: 

a  ß 

und 

«»+«  ß 

Subatituiren  wir  dieae  Werthe  in  deo  Auadruclc  (12),  so  kommt 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  haben  wir  aber: 
/     i/(«i  +  9  +  t?i)  —  A«i  -p  +  «^0 .rff 

»1— r 

Da  ferner  die  Funiction /ar  zwischen  den  Grenzen  «i — p+ßi  und 
iij-|.^^(dj— r)f,  und  ebenso  zwischen  den  Grenzen  tf| — p+(»i+i)* 
und  »I  -f-9  +  ^'  kontinuirlich  ist,  so  folgt  wiederum  aus  dem  im 
vorigen  Paragraphen  Bewiesenen,  dass: 


i.f'''  \f{ui  +  q+v()—fiui^p+vi)]dv 


t. 
und 


»,+« 


»t*-p 
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Sibstitsireii  wir  dtesen  Wertii  in  dea  saletst  gefttwdeiMo  Wertb 
voD  J,  so  haben  wir  endlich:  .         r    / 

«'-''         '  (  (13) 

wop,  9^  r^  «  beliebige  reelle  positive  Grüssen  sind.  Und  di^- 
dorcb  haben  wir  gezeigt,  dass  J  von  den  Grossen  a»  ßt  y,  d  un- 
abhängig ist,  wenn  nur  a^Ui^y  und  ßK^Vi^S, 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  wird  bewiesen,   dass;  .  . 

I)  wenn  a>iii>y  und  ^>rj>Ä,   alsdann: 


odffF,   weM  man  die  Grenaen  der  Integralion  amloahrt:  4#|  =^; 
*2)  wenn  aber  a<tr]  </  und  j3>  Vi  >^»  so  ist: 

^•=y*  "'"^^  lAt«  +  (ri -r)t) -/r«  +  (i>i +f)t))di« 

oder  i^2^^ — '^» 
3)  ist  endlich  tf>tti>y  und  ß^Vi^d,   so  ist 

oder  J^=i-^  jd. 

5*  VI. 

Dnreh  das  Vorhergehende  sind  wir  in  den  Stand  gaaetat*  die 
im  $,  IL  definirtei»  Säumen  anf  eine  leichte  Weise  za  sntersacheo. 
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Wir  lassen  abo  zuerst  die  Variable  as  durch  reelle  lokremente 
▼on  dem  Wertlie  a  +  ßi  zu  dem  Werthe  ai-^-ßi,  dann  durch  ima- 
ginäre Inkremente  von  dem  Werthe  iE| 4- ßt  zu  dem  Werthe  Oi+bgU 
dann  wieder  durch  reelle  Inkremente  voo  dem  Werthe  0%  +  bii  zu 
dem  Werthe  a^  +  bii,  dann  durch  imaginäre  Inkremente  von  dem 
Werthe  a^  +  bii  zu  dem  Werthe  a^ -f  &2<' u.  s.  f. »  endlich  durch 
reelle  Inkremente  von  dem  Werthe  On  +  b^i  zu  dem  Werthe  y  -f  bni 
und  durch  imaginäre  Inkremente  von  dem  Werthe  ^-föni  zu  dem 
W^erthe  7+ dl  übergehen.  Bilden  wir  nun  fOr  all  diese  Werthe 
von  X  die  zugeburigen  Werthe  von  fx,  multipliziren'  wir  ferner 
jeden  der  letzteren  mit  dem  nächstfolgenden  reellen  oder  imaginä- 
ren unendlich  kleinen  Inkremente,  und  addiren  all  diese  Produkte, 
so  ist  offenbar  ihre  Summe: 

....-|-9>(a».i-|-6ii-.it%  a«4-6«t)-|-9>(<'fi+^t>  y+di).        > 

Diese  Formel  ist  offenbar  der  allgemeine  Ausdruck  fflr  die  im 
§•  II.  definirten  Summen,  und  wir  wollen  nun  sehen,  wenn  die 
Summe  S  gegen  einen  bestimmten  endlichen  Werth  konvergire 
und  welches  dieser  Werth  sei. 

Zvvurderst  ist  ersichtlich»    dass  die  Summe  8,  die  wir  von 
jetzt  ab  durch  das  Symbol 

fx.dx 

bezeichnen  wollen,  zugleich  mit  den  Ausdrücken  q>{a-{^ßiy  ai-f/^|t), 
v(äi  +  Ai*>  Oa  +  ^0»"->  ^{on-\-bniy  y+di)  gegen  einen  bestimm- 
ten endlichen  Werth  konvergirt.  Durch  das,  was  wir  im  Anfange 
des  vorigen  Paragraphen  von  der  Funktion  tp  gesagt  haben «  er- 

/y+cfi 
fx.dx 

nur  dann  einen  bestimmten  endlichen  Werth  annimmt»    wenn  die 

Funktionen  fiu  +  ßi),  f{u  +  bii),  fiu  +  b^i), f{u  +  bni)  för  alle 

Werthe  von  u»  welche  respektive  zwischen  a  und  <7i,  Oi  und  a^ 
a^  und  Os,...«»  «rn  und  fliegen»  und  ebenso  die  Funktionen /(a|-|-vO, 
/*(«'« +  *'*)»•—»  fton  +  vi),  f(y  +  vt)  für  alle  Werthe  von  e,  welche 
respektive  zwischen  ß  und  bi,  6]  und  fts»*—»  bn-i  und  bn,  6ii  und 
d  liegen»  kontinuirlich  bleiben.  Daher  werden  wir  unter  dem  Symbole 

fx.dx  nur  diejenigen  Summen  begreifen»  welche  die  eben 

ofwäbnten  Bedingvngito  «rftUen*  Denn  allen  ander»  Sumnen  kön- 
nen wir  keinan  bestimmten  Snin  unterlege»»  da  sie  im  Allgemei- 


/: 
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Den  Dicht  fi^eii  einen  endlichen  bestimmten  Werth  koiiTergireii« 
Nachdem  wir  dieses  festgestellt  haben,  wollen  wir  den  Werth  unter- 

fx.dx  konvergiren. 

.+^ 

Die  SuromatloD  all  der  Funktionen  tp^  welche  in  detn  Ans« 
dnicke(14)Torkomroen»  wird  leicht  folgendermassenansgeffihrt  Es  ist: 

=/  fx,dx\j  fx.dx\l  fx.dx^j  fx.dx 

*\^i  a,-^ßi  a.+d.i-  a,-h*,i 

Ist  nun  die  Funktion  fx  zwischen  den  Grenzen  Oi  +  ßi  und 
«t-f^it  kontinuirfich«  so  ist  nach  dem  Obigen  if(ai+ßi,  a^+bii) 
=  9(^1 +ßi»  fla  +  ^iO»  ^'^^^  A^^r  /ä?  zwischen  den  Grenzen  ai-f/)/ 
«mI  a^  +  bii  diskontinuirKch^  so  ist 

wo  ^  der  oben  gefundene  Ausdruck  (13)  ist    In  dem  ersten  Falle 
haben  wir  also: 

g>icc+ßi,   ai+bii)  +  fp(ai+bii,   a^  +  ij) 

oder,  wie  man  leicht  sieht: 

lo  dem  anderen  Falle  dagegen  ist : 

+  /  fx.dx±J—q>(a  +  ßh  a^  +  b^i)±J. 

Dadurch  gelangen  wir  also  zn  folgenden  Schlössen. 

Wenn  die  Funktion  fx  ffir  keinen  Werth  von  x  diskontlnuir 
lieh  wird»  so  ist  allgemein: 
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innI  daher»  wie  man  leicht  sieht: 

=  9?(of  +  /Ji,  y  +  ^t). 
AUo   ^ind  in  dieaem   Falle  all  die  SummeD,    welche   wir  durch 
fx.ax  bezeichnet  haben,  von  den  Zwiscbenwerthen  ay\h{L 

09-f  &2<%*— 9  On  +  bni  unabhängic;,   und  konvergiren  alle  gegen  ein 
und  denselben  bestinimten  endlichen  Werth  9>(a-|-/!i»  y  +  ^O- 

Anders  aber  verhält  sich  die  Sache»  wenn  die  Funktion  fx 
fiSr  irgend  einen  Werth  Ui  +  Vii  diskontinuirlich  wird.  Denn  da 
die  Zwischenwerthe  Oi  +bii,  02*f  ^i<'»  ••*•>  On-{-ffni  ganz  unserem 
Belieben  überlassen  sind,  so  können  wir  verschiedene  Summen 
(14)  bilden,  welche  den  Werth  (p{a  +  ßi,  y  +  di)  um  ein  beliebiges 
positives  oder  negatives  Vielfaches  von  ^  übersteigen  (s.  die  An- 
merkung).   In  diesem  Falle  ist  also : 

WO'  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Anmerkung.  Wird  z.  B.  fx  fiSr  x=0  diskonfinoirlich ,  so 
ist  nach  dem  Früheren: 

.   9(l+2i,  -3-4i)  +  g>(— 3-4i',  5  +  60  ' 
=  /  /j:.cte  +  i/;(-3  +  2i,  5—40+/  f^dx 

=  /  /k.rfj;+9(-3+2»,  5-40+/  fa.daf^J 

=  9(l+2i*,  5+«0  — ^. 

Auf  ähnliche  Weise  ist    aber: 

g)a+2i,  -3-40+<;p(-3-4i,  7  +  80  +  9(7+8i,  — 9-100 

+9(-9-10i,  5+60=9^(1+2».  7+80--</+9>(7+8i,  6+60--^ 

=  9»(l+2£,  «+60-2^. 

Durch  dieses  Beispiel  ist  ersichtlich ,  wie  man  die  Summen 
(14)  so  bfldeli  kann,  dass  zn  ip(a+ßi,  y  +  6{)  ein  beliebiges  posi- 
tives oder  negatives  VieUSftelies  tod  J  hinmkomme. 
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g.  VII. 

Allgemeine  üefinitioD  der  Integrale  und  die  Periodik 
cität   der  Funktionen. 

Ea  seien  a  und  a:  Grossen  von  der  allgemeinen  Form  ti-f-v^« 
Wir  lassen  eine  Variable  z  durch  ganz  beliebige  unendlich  kleine 
reelle  und  imaginäre  Inkremente  von  dem  Werthe  a  zudem  Werthe 
i  ühei^ehen,  bilden  die  zugehörigen  Werthe  einer  Funktion  fz^ 
maltipliziren  jeden  dieser  letzteren  mit  dem  nöchstfolgenden  In- 
Icremente  von  z  und  addiren  die  Produkte  zu  einander.  Solcher 
Summen  kunnen  unendlich  viele  gebildet  werden ,  da  jene  unend* 
lieh  kleinen  Inkremente  auf  unendlich  viele  verschiedene  Weisen 
ausgewählt  werden  kunnen.  Alle  diese  Summen  haben  aber  die 
leicht  zu  beweisende  Eigenschaft,  dass,  wenn  man  sie  als  Funktio- 
Den  der  Grenze  x  betrachtet  und  in  Bezug  auf  dieselbe  differen» 
zirt,  bei  allen  ein  und  dasselbe  Differenzial,  nämlich  fx,  heraus- 
kummt.  Wegen  dieser  gemeinsamen  Eigenschaft  werden  diese 
unendlich    vielen   Summen   durch   das  gemeinschaftliche  Symbol 

X 

ft.di  bezeichnet. 


/ 


^enn  nun  die  Werthe  dieser  Summen  wirklich  ausgerechnet 
werden  sollen,  so  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Wenn  näm- 
lich erstens  fz  für  keinen  Werth  von  z  diskontinuirlich  wird,  so 
konvergir^  alle  diese  Summen  gegen  ein  und  denselben  bestimm- 

fz.'dz  nur 

a 

einen  eimugen  Werth  besitzt.  Wenn  aber  die  Funktion  fi  fär 
einen  Werth  zizti,  -y-Vxi  diskontinuirlich  wird,  so  haben  wil'  oben 
gesehen,  dass  viele  von  diesen  Summen  vollständig  ^vo«  der  Hand 

zu  weisen  und  gar  nicht  unter  dem  Symbole  /      f^»dx    zu.   be- 

a 

greifen  sind,  weil  sie  gegen  keinen  endlichen  bestimmten  Werth 
konvergiren.  Die  übrigen  noch  immer  unendlich  vieteii,  Summen 
konvergiren  zwar  gegen  endliche  bestUnmte  Werthe,  , allein  die- 
selben sind  von  einander  verschieden,  und  zwar  um  beliebige  po- 
sitive oder  negative  Vielfache  einer  Gross«  /l,  welche  nach  der 
Formel  (13)  bestimmt  wird. 

Setfltn  wir  aot    /     fz,dMt=zy  und  betrüchtdoy  als^inerAink- 
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tion  Tou  X,  60  hat  y  fllr  jeden  Werth  tod  x  nur  einen  einzigen 
bestimmten  endlichen  Werth,  wenn  die  Funktion  fz  fiQr  keinen 
Werth  von  z  diskontinuirlich  wird.  Wenn  aber  fz  für  irgend  einen 
Werth  von  z  diskontinuirlieh  wird^  so  hat  y  unendlich  viele  Werthe, 
die  sich  alle  uro  ein  positives  oder  negatives  Vielfaches  der  nach 
Formel  (13)  bestimmten  Grosse  J  von  einander  unterscheiden. 
Betrachten  wir  umgekehrt  die  Grenze  x  als  eine  Funktion  von  y, 
so  erhält  x  in  dem  letzteren  Falle  ßlr  alle  Werthe  vony,  die  sich 
um  ein  Vielfaches  von  J  von  einander  unterscheiden,  ein  und  den« 
selben  Werth.  x  bleibt  also  ungeSndert,  wenn  sich  y  uro  ein  Viel- 
faches von  d  fibdert,  und  daher  heisst  dann  areine  periodische 
Funktion  von  y  und^  der  Index  der  Periodicität  oder  die 
Periode. 

Wird  fz  fllr  mehrere  Werthe  Ui  +  Viif  u^  +  v^i,"**,  Un  +  Vni 
von  z  diskontinuirlich,  so  ist  offenbar,  da^s  x  auch  n  Perioden 
Ji,  d^,  .,„  Jn  besitzt.  Freilich  kunnen  einige  von  ihnen  entwe- 
der Null  werden,  oder  einander  gleich,  oder  Vielfache  von  ein- 
ander sein. 

Das  Bisherige  wollen  wir  nun  durch  einige  Beispiele  erifiatem. 


§.  VIII. 
Beispiele. 

Beispiel  1.    Es  sei  /z=-  und   /       — =y-  Bekanptlich wird 

y  durch  das  Symbol  loga:,  und  x  durch  das  Sjrmbol  ev  bezeich- 
net. In  diesem  Falle  ist  tf|-|-Oit=0,  oder  »1=0,  ri=0.  Da 
bei  der  Bestimmung  von  d  die  Grossen  />,  9,  r,  t  beliebige  po- 
sitive Grossen  sind,  so  nehmen  wir  p=:^=:r=«=:l.  Alsdann 
finden  wir  aus  Formel  (13): 

—1  -1 

/>     dz 
YT7%  ^'^  ^^'  bekaandleb  dafch  das 


^1 
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Symbol  ^   bezeichnet    Da  nun  das  Zeichen  von  A  offenbar  auch 

Dach  UD8erein  Belieben  verändert  werden  kann,  so  sehen  wir»  das« 
ei   eine    periodische   Funktion    ist   mit   der   imaginären    Periode 

/i=4t.2=23R\    80  dass  esf+««»rt=ey. 

Anmerkang.    Tiele  Mathematiker  haben  darfiber  Ibren Zwei- 

/i  ^ 
—  beiznie- 
-1  ' 

gen  sei.  Ans  unsern  oben  gegebenen  Definitionen  und  Scbiflssen 
leiten  wir  nun  folgendes  Resultat  ab.    Bei  der  Bildung  des  Inte- 

grals  /      —  darf  man  durchaus  nicht  x  durch  reelle  Inkremente 

Ton  dem  Werthe  —1  zn   dem  Wertbe.  -f  I  übergeben   lassen ; 

deon  anf  diesem  Wege  wird  einer  der  Werthe  von  -^  zu  a,    und 

die  entsprechende  Summe,  welche  das  Integral  bildet ,  Icönvergirt 
dann  nicht  gegen  ^nen  endlichen  bestimmte^n  •  W^rtb.  JMan  muss 
Tielmebr  x  durch  imaginäre  Inkremente-  von  dem  Wertbe  —  I  zu 
dem  Werthe  -f  1  übergehen  lassen ;  man  erhält  dann  unendlich 
viele  verschiedene  Summen,  von  denen  jede  gtgen  einen  bestimm- 
ten endlichen  Werth  konvergirt,  und  von  jeder  andern  nach  den 
obigen  Cntwickelungen  um  ein  Vielfaches  von  Ini  sich  unterschei- 
det   Wir  dürfen  also  bloss  eine  dieser  Stilfttn^n  berechnen,   um. 

P^  dx 
den  allgemeinen,    unendlich   vieldeutigen  Werth   von    /      — 

erhalten.  Wir  lassen  z.  R.  erst  x  durch  imaginäre  Inkremente  von 
dem  Werthe  —-1  zu  dem  Wevtbe  -^i^i,  dann  durch  reelle  In- 
kremente von  dem  Werthe  —  1  -f- 1  zu  dem.  Werihe  1  + 1,  und  end- 
lich wieder  durch  imaginäre  Inkremente  von  de^,  Werthe  l-|-t  zu 
dem  Werthe  1  übergehen.    Alsdann  erhalten  wir: 


zu 


I  {.  III.  ist  aber: 

P-^^dx^.    P^      du.    >       PH^dx       /*'  du 
J  x^^J      -1  +  ut'  J  Ic-^J      tt+t 


-1  0  -1+f  -1 

nod 

^^  dx       .    P  ^    du 

ThcUJLXni.  18 
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2B8     J^  T0epiU%:    Die  Theorie  der  pert0m$ekm  JüaMümen, 
Ferner  ist:' 

i  1  i  1 

— l  +  t(;i      u  +  t      1  +  ut       M— rt 
also  ist: 

—10  —11 

/*     2»-,    .   P^  du  ni  .   /»»du 

Man  ist: 


u^i-^J      u^i^J     u^i—J     «+t    J        i«  +  t 

—1  — Ä  o  o  9 

/^   du   __  r^  _du__^n, 
tt  +  i     y      «-l~      2*' 


0  0 

wie  oben.    Also  ist  einer  der  Werthe  des  Int^rals 

/'  dx         ni     ni 

BerGcksichtigen  wir  nun  noch  die  Periode  3m»   so  ist  der  allge« 

/^d:g 
■— =  (2l«  — l)3fl- 

-4  ,    *       . 

Beispiel  2w     Es  sei  fz:s:-^,  so  ist  ancli  hier  Ui+Vii:=?0 

oder  ti|=0  ndd  OxT^*    Setzen  wir  wieder  p=9s=r=2«=l»  so 
erhalten  wir: 

Setzen  wir  nun 

1  1  ,  ,       .         1  I 
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80  sehen  wir,   das«  q>{ — ie)  =  — ^(tt)  und  '^C— v)=-4-«^4v)^  i<^h^ 
sind  9(tt)  und  ^(v)  sogenannte  ungerade  Funktionen  vpn  iiundv. 

Da  nun  sehf  leicht  bewiesen  wird,  das«   /   •9x(tt).iliia:0^£rt^'wenn 

9(«)  eine  ungerade  Funktion  von  ti  iat»  so  folgt,  dass  ^==0  ist. 

/*  dz 
^  die  Periode  0,  d.  h.  gar  keine  Periode. 

a  \ 

Anmerkung.    Auch  hier  ist  zu  merken,   dass  bei  der  Sil- 

P^  d% 
doBg  des  Integrals    #      ^  durdi  iraagin&re  Inki«meite  «U«  JNl*' 

koDtinnität  von  -^  Termieden  werden  rouss. 

Beispiels..   Es  sei  Aisj^^^^,  dann  Ist  wifdi^'rtii  3=0,  «i=30, 
ood  daher: 


Es  ist  aber : 


^^.. 


1  ,  1 

—       („  _  i)4«-l  +  (,,  4-  ,-)4i.-l  • 

Also  Ist 


-1 


Beispiel  4.    Es  sei  endlich /z=:-^;;^;    alsdann    finden   wir 
wieder : 


1 


"1/     l(w+i)r*-*""(w-i)*«+M*" 


-1 

18* 
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Es  ist  aber: 

t  t '  i^n^^ t^«^^« 

1  1^ 

Also  ist: 

Nefamen  wir  Dan  den  Fall  it=0aa8,  den  wir  schon  im  ersteo 
Beispiele  behandelt  haben,  so  findet  man  durch  Ausflihrung  der 
Integration: 


-1 

und 


/i        da  2         1         -  1         1 

(m  + 1)*»+* 4»  •  (1  +  0*«  ■'■  4jt  *  (1 — O*" 

/^        du  Jl  1 J^    1 


-1 
und  daher: 

Es  ist  aber  il±i)^^±2i,   also  (1±0«=:^4,   and  daher 

Anmerkung.  Ans  den  bisherigen  Beispielen  folgt,  dass,  wenn 
/      -^=y  gesetzt  wird,  wobei  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist  und 

man  x  als  eine  Funktion  von  y  betrachtet,  diese  nur  in  dem  ein- 
zigen Falle,  wenn  n=l,  periodisch  ist,  und  dann  die  Periode 
2m  ist. 

Beispiel  5.    Es  sei  fz^z  .  ^^   ^a*)»»  ^®  "  ^^^  *  positive 

GrGssen  sind.  Alsdann  ist  «|=a,  Oi=6;  setzen  wir  also  wieder 
|9  =  f=ras:f=l,  so  finden  wir: 

-^=l/^       |(u-a+t)--^(i*-.a-0-|''*' 
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Es  wird  aber  leickt  bewiesen»  dsss 

/o+l  /»i 

fp{u — a) .du^  I      9(«) . du 


•-1  -1 


und 


abo  ist 


i./        ^(rt— 6«).€to  =  i  /     ^(vQ.de; 


Nach  den  Erorteningeo  der  vorbei^elienden  Beispiele  schliessen 
wir  also^  dass  A=i{i,  wenn  n  eine  ganze  ZabI  und  >  1,  und  dass 
^^2m,  wenn  n  =  l. 

Dasselbe  gilt,  wie  man  leicht  beweist»  wenn  /i=7— rr^ 
oder  /i=7— j r^r-  oder  endlich  wenn  /ist—; — rr;ri« 

Beispiel  6.  Es  sei  fz  ein  rationaler  ecbter  Bruch  Ton  der 
Form  ^  und  es  sei:  -^zssC»— aj)«i.(z— a^«*....(«— a«)V  Als- 
dann wird  fz  för  die  n  Werthe  x=ai,  zz=za^,.  2=0^,...., «=a» 
diskontinnirlich.  Daber  giebt  es  bier  n  Perioden  Ji,  J^,.,..,Ju, 
welcbe  sebr  leicht  folgen dermassen  bestimmt  werden.  Zuerst  ist 
zu  merken,  dass,  wie  man  leicht  siebt,  wenn  /z=/i2  +  /t2  auch 
^(fz)  =:  J(f^x)  +  J(f^z).  Ist  nun  z.  B.  f<^z  kontinuirlich  liir  den 
Werth  tf|  4-  tii,  welcher  fiZ  diskontinuirlich  macht,  so  ist  nach 
dem  Früheren  J(f2z)  =  0  und  daher  ^(fz)=z^(f^%).  Man  kann 
nun  bekanotlicb  fz  auf  die  folgende  Form  bringen: 

4,      ^« Ba,-l  Bi 


Z  — «« 

Nehmen  wir  nun  das  in  den  Torbergehenden  Beispielen  Bewie- 


^(z-a«)%^(z-a«)«„-J^--+z— a 
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382     /.  Töitpun:    DtB  TMeort^4^  pe9iödl$iMn  fmäOtaikn, 

sene  zu  Hälfe«  so  sehen  wir,>4aiH  ^esil^iS^,  jH^vst'Bis^m^*^. 
,.„,  Jn  =  Ni.27n.  Wir  Rollen  dies  durch  ^inige  spezielle  Fälle 
erläutern.  \ 

111 

Erster  Fall.    Es  sei  fz=.^-^^^^^^^-^^-^. 
so  ist  Jir:iJ^z:z^nü 

1  *i  A 

Zweiter  Fall.    Es  sei /2=  7 jrz iyt= jH ^,   so 

'        (2 — 4) (2 — 5)      2— 4  '  2—0 

ist   Ji=67ti  und  A^^Snu      Die   umgekehrte  Funktion  o:   Ton 

/'            2  —  1 
; 777 -m\'d%  hat  also  die  beiden  Indices  det  Petiodl- 

a 

cität  ÖTTi'  und  8?rt  oder  den  einen  index  proprius  2m  (s.  Jacobi 
,;de  fonetionibus  quadrnplitsher  pi^rlodicis*')-   Und  in  der 

X  ^"^^  ^  —  6 

That  ist  bekanntlich  y=— 3.log— ^^  +  4.1og-^2Z5>   ^*  ****  ^^ 

nach  der  Theorie  der  Logarithmen  y  unendlich  viele  Wertbe,  die 
sich  um  Vielfache  von  4.2;rt-^3.27r2  =2;rt  von  einander  unter- 
scheiden. 

_1        4 

Dritter  Fall.    Es  sei  ^:r:^^_.  !^^/^^^:t=^-j  +  ^jg,  aoist 

%    ,  %  2 

^1  =ö!'st  und  ii2  =  Q^>'  oder  der  index  proprius  r^nu 

i  i 

♦  *                                                        1         ä         2     • 
Vierter  Fall.    Es  sei  endlich  A==irrT  =  ~~r'« 5*    «o 

ist  Ji=J^='^7..27ti:^j^7c,    Setzen  wir  nun   /     4  ,    2^^y>     ®^ 

o 
wird  bekanntlich  o:  durch  das  Symbol  tangy  bezeichnet.    E«  ist 

also  tangjf  eine  periodische  Funktion  und  besitzt  die  Periode  n* 


Zusätze    und    Bemerkungen. 

A.    Wenn  man   bei   geometrischen  UntersqchnngeD  auf  das 
Integral    /     fz.dz  kommt'  und  fz  diskontinuirlich  ist,  so  ist  man 
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öepNkiOei  ditrck  die  BeMtcMmff  der  MeffnOü  ett.         ^B& 

bei  solchen  Quadraturen  auf  reelle  Inkremente  des  %  angewiesen 
und  moss  daher,  da  sich  das  Integral  keinem  bestimmten  endlichen 
Werthe  annähert,  die  so  gebildete  Summe  besonders  untersuchen, 
wobei  besonders  die  hierher  bezüglichen  Arbeiten  von  Cauchy 
zu  beachten  sind. 

B.  Wir  hahen  gezeigt/  dass  das  Integral    /     fi^dz,  obgleich 

a 

fi  zwischen  den  Grenzen  diskontinuirlich  wird,  dennoch  so  gebil- 
det werden  kann,  dass  durch  eine  passende  Auswahl  von  reellen 
and  imaginären  Inkrementen  die  Biskontinuität  von  fi  vermieden 
wird.  Dies  gelingt  jedoch  nicht,  wenn  fz  für  eine  der  Grenzen 
selbst  dlsfcoutinuiitieh  wird.    IMvq  aber  verßhrt  man  folgendtr- 

massen.    Man  bestimmt  die  Integrale   /        fz.di  und   /     f%.dz\ 

alsdann  lässt  man  €  in's  Unendliche  abnehmen  und  findet  dann  entwe- 
fz.d2=zh\m'  I         fz,dz  oder  /     fz.dz=:him,l    fz.dz. 

a  a  a  a-\-B 

C.  Der  verewigte  Jacobi  hat  in  seinen  Vorlesungen  über 
elliptische  Funktionen  ebenfalls  angedeutet,  wie  man  die  Periodi- 
cität  aus  der  Definition  der  Integrale  ableiten  kunne.  Er  leitet 
die  Periodicität  von  der  Doppelsinnigkeit  der  Quadratwurzel  ab, 
welche  in  der  zu  integrirenden  Funktion  vorkommt.    Das  Integral 

—  kann  nicht  seine  Periodicität  aus  derselben  Quelle  beziehen. 


/ 


da  ja  hier  kein  Wurzelzeichen  vorkommt.  Ich  habe  meine  obigen 
Erörterungen  auch  auf  sinus,  cosinus  und  die  elliptischen  Fonk* 
tbnen  angewendet  und  die  durch  die  Theone  bekannten  Perioden 
wirklich  auf  dieise  Weise  gefunden.  Diese  Untersuchungen,  so 
wie  die  passenden  Umformungen  und  Erörterungen  des  Ausdruckes 
ßr  die  Periode  ^ä  habe  ich  in  einem  besonderen  Aufsatze  nieder- 
gelegt, den  ich  dem  mathematischen  Publikum,  wenn  der  vorlie* 
gende  Aufsatz  seinen  Beifall  gewinnt  j   übergeben  will. 

D.  Aus  den  Formeln  der  §§.  IV.  und  V.  kann  man  sehr  leicht 
die  bekannten  Cauchy'schen  Korrektionen  ableiten >  welche  bei 
Doppelintegralen  hinzugefögt  werden  müssen,  wenn  man  die  Ord- 
nung det  Integration  umkehren  will,  und  die  zu  integrirende  Funk- 
tion  zwischen  den  Grenzen  diskontinuirlich  wird.  Diese  Korrektion 
erhält  bei  uns  eine  etwas  allgemeinere  Form,  ats  bei  Cauchy; 
jedoch  spare  ich  mir  das  Ausführlichere  hierüber  für  eine  spätere 
kürzere  Notiz  auf. 
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964  F.  S9€her:   Nme  für  die  CmMrucl/lm  4er  Tafeiu 


XV. 

Neue  f&r  die  Constructien  der  Tafeln  trigonometrisdier 
Logarithmeü  wichtige  Entdeckung 

▼OD 

Herrn  Paul  Becher*) 

in  Stuttgart. 


Einleitung. 

Es  wird  in  Fojgendem  versucht ,  aufzustellen: 

1)  bis  zu  welchißn  Winjielwertben  und  von  welchen  Winkel- 
werthen  an  die  Logarithmen  der  trigonometrischen  Functionen  von 
Secunde  zu  Secunde^  sodann  von  zehn  zu  zehn  Secunden  und 
endlich  von  Minute  zu  Minute  in  den  Tafeln  angegeben  sein  müs- 
sen» um  bei  Anwendung  der  in  den  Tafeln  unter  der  Columne 
Diff.  1''  vorkommenden .  Differeoztheile  vor  Fehlern  gesichert  zu 
sein,  —  wodurch  zugleich  dargethan  wird»  dass  die  Grenzen,  zwischen 
welchen  die  Tafeln  die  Logarithmen  der  trigonometrischen  Fubc- 
tionen  von  zehn  zu  zehn  Secunden  und  die  von  Minute  zu  Minute 
enthalten,   nicht  richtig  gezogen  sind; 

2)  wie  man»  wenn  die  Logarithmen  der  Sinus  zweier  um  eine 
Secunde  oder  um  zwei  oder  um  drei  u.  s«  f.  Secunden  verschiede« 
ner  Winkel  gegeben  sind;  sogleich  den  Logarithmen  des  Sinus 
für  den  nächstfolgenden,   beziehungsweise  um  eine  Secunde  oder 


^)  Terfasaer  der  Schrift:  .,Nene  Behandlung  degjenigen 
Theils  der  Geometrie  de«  Ranrns,  welcher  die  verschiede- 
nen Lagen  gerader  Linien  und  Ebenen  betrachtet.  Stutt- 
gart. 1863.'« 
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um  iwei  odet  mn  dr«i  dder  u.  8*  t  Secandail  bolieBb  Winkels  mit* 
telst  der  gemeineo  LogerithiDee-  finden  Jkaon»  —  ein  Verfahren» 
durch  welches  zugleich  die  nothig  werdende  Gorrection  unserer 
Tafeln  der  trigonometrischen  Logarithmen  sehr  erldchtert  wird; 

3)  eine  neue,  ganz  kurze  Theorie  von  dem  Verhalten  der 
Differenzen  der  Logarithmen  der  trigonometrischeii  Fonctionen 
fiberhanpt 


Vorbemerkungen.  1)  Die  hier  aofgestetiten  Betrachtungen 
werden  sich»  weil  sie  sich. auf  die  Einrichtung  der  Tafeln  beziehen, 
nur  aaf  TVinkelgrössen  erstrecken,  die  kleiner  als  90^  sind. 

2)  Für  einen  solchen  Winkel  Ä  ist  6inJ<I  und  cosJ<l, 
also  logsinJ<0  und  log  cos  ^<0.  8oniit  sind  die  Logarithmen 
der  Sinus  und  Cosinus  negativ. 

In  den  Tafeln  kommen  jedoch  die  Logarithmen  aller  trigono- 
metrischen Functionen  positiv  -^  weil  um  die  Zahl  10  vermehrt  — 
▼or.  Man  muss  daher  an  jeden  aus  einer  Tafel  entnommenen 
Logarithmen  einer  trigonometrischen  Function  ( — 10)  anhängen, 
d.  h.  von  demselben  die  Zahl  10.  subtrabiren,  um  den  wahren  Lo- 
garithmen der  betreffenden  Function  zu  erhalten. 

3)  Die  in  Folgendem  citirten  Seltenzahlen  beziehen  sich  ein  fllr 
allemal  auf  die  30ste  Auflage  von  Vega's  logaritbmitisch-trigo» 
nometriscbem  Handbuche. 


I)    Von   den   Logarithmen   der  Sinus. 

«1. 

Sind  A  und  B  zwei  ungleiche  Winkel,  z.  B.  il^jff,  so  ist 
auch  sXnÄ  >  sini^,  somit  auch  logsin^  >  log  sin  ^.  Stellen  nun 
o  und  6  die  positiven,  in  den  Tafeln  vorkommenden,  also  (a — 10} 
und  (6  —  10)  die  negativen,  wirklichen  Logarithmen  von  sinJ'und 
sin£  vor,  so  ist 

fl-10>fe-10 
a>6        •* 

Darin  liegt  der  Grund,  warum  die  in' den  Täfeln  vorkommenden 
Logarithmen  der  Sinus  mit  den  Winkeln  seihst  wachsen  (sich  ver- 
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aoe  /".  Eitler:   ifeue  fStt  me  CmUrutäm  etar  n^Mt 

^68€lni).    Den  potlitMo'"AtifidrDek  a-^b  'vMleii'  wii*  „dM  Zu- 
%rcMha  von  log'shr^  bl»  zum  Idgskii^''  lemi^D« 


§.  2. 

=  (8inil.co8i^-|-€O8J«siDfi).(8inJ.co0^— cosJ.sin^ 
=  sin  M .  cos  ^B — cos  M .  siii*Ä 
"    ««lli?^(l-H-«ii|2^)--ca«M*8iD«i? 
"'         '=6inM-(8in*J  +  cosM).8ln«Ä 

=  8inM— sin^Ä.  ^ 

AvB  der  hier  entviiiBkalteD  ^Foritiel 

6in(il+Ä).  810(^1  — Ä)=8inM—8in*Ä 
ergibt  sieb 

'  Letztere  Formel  kann  benutzt  werden  —  wenn  die  lo^.  sin  zweier 
uro  einen  Winkel  B  verschiedener 'Wfnkel  A  und  (^^i9), -sowie 
4er  i^iPip»  des  Untersckieds  B  gegeben  sind  —  den  log«/sin  des 
QÜch^tfolgenden,  beziebungsweise  um  B  bühern  Winkels  {A\B) 
zu  finden.  .     . 


Sei 


also 
ifl»d 


Beispiel. 

ß=0o    0'    1", 
A-B^WW  19" 


A^B^^^W  21". 
In  den  Tafeln  finden  wir 

legsinils7J719322 
(op8iu(J-^i?)=7,771576p. 
.  .  «1  >  bgäihA3;4;daii574e«  (Seite  attl) 


\  Seite  211.  l 
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Zar  BerechDüDg  von  t^gsloiM^^)  «Attslst  dcIraiigesebeoM  For- 
mel kooDen  wir  uns  folgenden  Schemas  bedienen: 

4)  2h)gsl94=J5,S438644-20;  ei^M==0,00003498369. 

1)  2log8iDJ9=  g,37114»8-20;  8in>£=:0.00000000002. 

7)  loe(«b>^--sinitiB)al5i5438642-20: 8inM-8iD*JB»0.€OQ034t636^ 

3)  log8in(^-^=  7,7715760-10 

8)  log»ln(J  +  Ä)=  7,7722882-10.    ' 

h  der  Tafel  Seite  211.  erblicken  wir  aber,  dass 

log8in<^+Ä)=:7,7722880-iq     , 

ist,  dass  somit  noser  durch  die  oben  angestellte  Berecbnang  er- 
haltenes Resnitat' von  dem  wahren  Wertb  von  logsin(^-|-J?)  In 
der  7ten  Dezimalstelle  uro  2  differirt. 

Der  Grund,  cjass  der  aus  der  Formel 

entnommene  Werth  von  log8in(J-f  jB)  in  den  meisten  Fällen  in 
der  7ten  Dezimale  unrichtig  wird,  liegt  aber  theilweise  darin,  dass 
—  obgleich  der  Werth  von  log  sin  2I  auf  7  Dezimalen  richtig  ge- 
nommen werden  kann  —  der  aas  ihm  fifefoigerte  von  dtogsin  J 
und  in  Folge  dessen  auch  der  Num^e^us  Bin^A  des  letztem  in  der 
7ten  Dezimale  meistens  unrichtig  sein  werden »  weil  beim  Dupliren 
▼on  log  sin  A  die  nach  der  7ten  Dezimale  folgende  8te  auf  die  7te 
sehr  oft  einen  Einfliisa  ansü|i>en  kann»  der  z.  B.  bei  Anirfähning 
obiger  Rechnung  unbeachtet  geblieben  ist 

§.3. 
Dividiren  wir  aber  die  Selten  der  Gleichung 

durch  B\nA,  so  erbaHen  wirt 

M(A  +  B)  sSmA sinnig 

sin^       '^  sin  {A-B)     sin  J.  sin  (^—Ä)' 

•ine  Glei^faungr  welche,  .ürie  wir  in  iw.  §^  12.  bis  jU«,  sebeii  werj 
den>  sich  zur  Berechnung  von  log  sin  (^-f£)  aus  den  Werthen 
voalDgsffiil,  logainlA^B)  und  logsih^  besser  dgnet,  inasfern 
sie  logM  (ii^-f  B)*  auf  7  DeziriiakÄ  geds»  fjfibt'  < 
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' «  •  Letstere  Gleichoog  kann  umg^fonnt  werden  in 

siniA^B)  sinA      ""  sin  J. 810(2!— Ä)' 

Da  der  Aasdrack-    >  j    inCA-^Ü)  P^^*"^  ^*»  '^  *'^'8*»  *•■• 

BJnil  gin(^  +  JB) 

«in(J— i?)^      sinJ 
und  auch 

log  sin  A  —  log  810  (A^B)>  log  sin  (A  +  B)  —  log  8in  ^ 

ist,  d.  h.  da88  (ür  drei  aufeinanderfolgende«  um  gieichFiel  ver^ 
Bchiedene  Winkel  der  Zuwachs  vom  log  sin  des  kleinsten  bis  zum 
log  sin  des  mittleren  grosser  als  der  Zuwachs  vom  log  sin  des 
mittleren  bis  zum  log  sin  des  grussteo  ist.  Dem  ist  zuzuschrei- 
ben, warum  in  den  Tafeln ,  während  die  allmähligen  Zuwachse 
der  Winkel  gleich  sind,  die  ihrer  log  sin  beziehungswebe  abnehmen. 

S..i. 

Betrachten  wir  die  Gleichung 

sini!  stn(i<-fg) sinnig 

sin(J— Ä)  siiTii  sinil.sin(2l — B) 

noch  einmal  näher,  so  finden  wir,  dass,  wenn  B  constant  bleibt, 

A  hingegen  wächst,  sin^l  und  sin(J  —  B)  und  somit  auch  das 

sm^B 
Produkt  sin ^. sin (^ — B)  grösser;  der  Quotient  —. — 5 — r-7-r — E^ 

und  mit  ihm  die  links  des  Gleichheitszeichens  stehende  Differenz 
hingegen  kleiner  werdi^o.  Setspen  wir  ferner  in  obiger  Gleichung 
B=i\''  (gleich  einer  Secunde)  und  geben  A  so  nach  und  nach 
die  Werthe 

in  weichen  X  vorläufig  noch  unbestimmt  ist,  so  erhallen  wir: 
,  ,    sin(Jir-r)      sin(JC~8'0  sln^F  ^/sinl^V 

_   8in(jr^y)     BlnjX^T^  _  sio«r  ^  /s^nr^* 

^^^  8in(JC-9^)  ""sioCi--«^)  '~sfai(JC~8«')  B\a{X^rr\^iOtJ  ' 
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gln(Jt-7*)     einCX-e») «in«!*  ^  /»inr\» 

:                     '•  i  : 

^    gin(.y— 1*)  8in.y BinV  ^  /'a}nl*V 

lÄi  «llK^l^     rinjir  +  a^)     .         »in»!"  ^/■inl*\* 

"^^        8inJ     ~'e\ujlX  +  V}'-einCX-H'').B\uX'^\nixJ  ' 

„-,  sin(X-f-2*)     BJDCjr-fS") gln«r  ^/»inl'N* 

*^  8io(A  +  r>~ 810(2^+2")'- sm(j:+2*).mu(Jf+l*)H8'nri7  ' 

8iii(J-t-3'0     8in(.y  +  4')_  8in»l'  ./slnin« 

*^  8m(J:+a«')"~gin(JC+3')— 8in(A  +  3«')eio(ir+  2*^ AS^>/  • 

•  •  *  • 

Oft  »•"»(-y-f«*)     »in(J:^-l,(n 8in»r  ^/rinirv 

*^  8in(jc+8«')~«io(jc+y'')-8ui(;)c+9").8ip(^+8!')>ViSX'  • 

j.  5. 
Da  nan  die  Qactienten 

gin(J— y)      8in(.y-8")    gin(.y— 7^0    ainClT— 6")  aipJlC 

Mn(JC— 10*)'  8in(j:-^)'  sinC^r-S»)'  sin (X— 7»)* -51^(2-0 

in  den  oGleicbungen,  sowie  die  Quotienten 

Bm(X+V)      8in(X+2^      inn(X±Z"),    g}n(Jr+4'')       mBJX^W) 
äaX     *    BiniX+l")'    nlniX+r)'    8in(A+3'')' '"810(2:+ Ö^ 

in  den  ^Gleichang<sn,  in  der  Ordnung  von  links  nach  rechts  adneh* 
men,  so  ist  klar,  dass  unter  den  ersteren  Quotienten,  ,. ,  ,, 


8in(i:-9*)         .        sinJT 
8io(iJr-IÖ^  ""^  tü^X^l^' 


unter  den  letzteren 


sln(ir+n       .  8in(jr+10») 


am  n^ten  diflieriren. 
Ihre  Differenzen 


8in(Jr— 9*)  sinJr 

■in{i~10')"~8iii(i-l«) 
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uni         . 

«inj:  ««(JC+^O 

sind'  9!be\  beziehuogftweUe  den  Summett  derjenigen.  Diffißteiizen 
gleich,  laiche  in  den  oGleichungen  dnerseit»  und  in  den  ^Glei- 
chungen andererseitß  iinka  der  Gieichheitozeichen  stehen.  Daram  ist 

sitCA'— 9^     _8inA_  /sinry^ 

siii(Z--10")  "^  sin  (JT- 1")  ^      V»»n  J^/  ' 

sin(^+r)     8\n{X+lQf)  ^^  /sinTV 
./     ^TiSir s\n(X  +  r)<^\^i^)' 


§.6. 

Es  ergibt  sich  ferner  in  Folge  der  in  §.  4.  angestellten  Be* 
trachtangi  dass  wenn  z.  B.  in  den  jS^Ieichnngen  XVfichst»  die 
Differenzen  linkier  Hand  der  Gleichheitszeichen  und  somit  auch  die 
Somme  dieser  Differenzen  oder  die  dieser  Summe  gleiche  Differenz 

sinCJC  +  rO     shi(ir-flO^) 
siuJT  V        sin(jr-f  9'') 
abnehmen. 


§.7.  ^ 

Wenn  wir  die  Tafeln  der  gemeinen  Logarithmen  durchblSttem, 
80  finden  wir,  das»  wenn  zwei  unächte  Dezimalbruche  (ton  denen 
aleo  jeder  grosser  als  1  ist)  um  .0»0006001  von  einander  verschie- 
den sind ,  ihre  zugehörigen  Logarithmen  einen  Unteri^chied  haben, 
der  höchstens  0,000000439  betrSgi  (Tergl.  Vegä  pag.  d  und  186.) 
Bestimmen  Wir  nun  X  so,  dass 


Hin)  =0.0000001 


wird,  «o  folgt  aus  §.  5.,  däss 


und 

fAniX^l")     sin  (A +10^)         ^^ 
— ShTX l!S(y+ 9^  ^  0,0000001 

wird,  ans  S-  ^»   dasa  von  den  Qitettentto  n  den  /^Gleichungen 
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VQD  dtnw  jeder  gtosaer  als  i  ist,  diejenigen  zwei«  welche  den 
g^ssten  Unterachied  haben,  iiicht  elntnal  um  0>060Q001'  nrid  so- 
mit ihre  auf  7  Dezimalen  berechneten  Logarithmen  nicht  einmal 
m*  0,000000(1435  differiren,  ctas8- daher  die  LogaiithinffQ  obiger. 
zebD  Quotienten  'auf  7  Dezimalen  im  Allgemeinen  als  gleich  ange- 
sehen werden  dürfen. 

Bezeichnen  wir  den  auf  7  Dezimalen  gerechneten  Logarith- 
nieo  aioö»  der  bbtgen  Q««tientcb  mit  a,  so  haben 'wit  Umiäch: 

Ir)  lpgsia(i:.+  r)-^ogs!n2:^=^a, 

27)  logsin  {X  +  2'')  -log^in  {X  + 1'')  =a, 

3y)  logsihCJK+3^0--iogsin(ir+2*)=«i,  i         .    I.    - 

'4y)  Iogsio(Ji:+4'0-iogsin'(Jf  +  3^)  =  <i, 

JOr)    log8in(j:+10^)^Jogsin(i:  +  9'0=«. 

Addiren  wir  die  Gleichungen  Ir)-  und  2^);  zu  der  Gleif:;|^in|;,  die 
herauskommt,  die  Gleichung  3'/);  zu  der  dadurch  jetzt  hervorge- 
nifenen  die  Gleichung  47)  a.;s..f»  ui^d  schreiben  den  dadurch  ent- 
standenen 9  neuen  Gleichungen  die*  Gleichung  \P)  vor,  so  ergibt 
sich  nadifoigQaAe  KustiintiwnsteMudg::, 

1^  logsin(JIC+r)-Iogsinjr=i.fl,     -^  '•••'•' 

2*0  logsin(Z+2'')— logsinJr=:2.a, 

3^  logsin(a:  +  3^)— log8in-X=^3.«i,. 

4^).  logsing^rfi'^)— log«|njLr3:4.a, 

10^    log8in(Jr+I0^)-.|ogsin2C  =  l0.a. 

Aus  der  letzten  ^Qleicbung  erbalten  wir  abe«       -        » .|     .  ^.,  i 

logsinC^+WO— logÄlhJT  '"         '  •'' 

o= lö ^— 

Wird  dieser  Ausdruck  für  a  in  die  9  andern  dGleicbongen  substi- 
tuirt,  Bö  erscheinen:    "  \  '  "     '        ;* 

10   log»ln(Z+n=l«g«lD^  +  te!l(£±^2z±g!;£l;..,  ..„ 
20    |„gtf„(^+2*)  =  Iog8inX+2(!2I«El^^ 
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4«)    lag8in(jr+4'')=logsinjr+4.,f ■ j^ = J, 

I  90    log8lri(W9")=:logsini  +9  (l2£«i£(^±^lzi2£f!?J^ 

! 

I  Es  folgt  aber  aus  §;  6.  deutlicti,  das«  die  an»  der  UngMchmig 

~  sin  JC      ""  wn(JIC+py  ^  Ü,UUWÜÜ1 

entsprungenen  y-,  d-  and  eGIeicbungen ,  wenn  sie  einmal  filr  einen 

^  gewissen  Winkel  X  in  dem  oben  angeflihrten  Sinne  ricbtig  sind, 

I  auch  noch  so  gelten,  wenn  X  wächst,  eben  wei^  in  diesem  Falle 

die  erwähnte  Ungleichung  nach  §.  6.  um  so  mehr  nbch  stattfindet 

§.9. 
Dm  nun  aber  X  aus  der  Gleichung 

9/5|^y  ^0,0000001 

sn  bestimmen,  haben  wir  durefa  Logarttfamirung  der  tSkUten  vor- 
stehender Gleichur^  nach  10: 

log9  +  2(logsin  r'-logsin  X)  =  Iog0,0000001 
oder  mit  Hälfe  der  Tafeln: 

0,9ß42425  +  2(4,6855749-10~logsinJr)=-7 

2(4,6865749-  10— logsin  ^)  =-  7,9542425 
4,6855749— 10 -logsInJT  =-3,9771212 
8,6626961  - 10  =logsin  JT, 

and  es  findet  sich»  dass  der  Winkel  X  zwischen  den  Winkel« 
werthen  2^  38'  10^  and  2o  38'  20^  liegt. 

§.  10. 

In  den  ?stelligen  Tafeln  brauchen  daher  nach  S*  8.  jedenfalls 
vom  WInkelwerth  2^*40^  an  die  Logarithmen  der  Sinns  nur  noch 
von  sehn  zu  zehn  Secunden  angegeben  zu  sein.  ^ 

Die  zwischenliegenden  log  sin  von  Secunde  zu  Secunde  können 
nach  den  eGletcHungen  berechii^t  werden,  wobei  noch  zu  bemer- 
ken  ist»  dass  —  neben  dem  in  den  Tafeln  angegebenen  Werthe 
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des  l^ygsin  eines  jeden»  den  Winkelwerth  2<>  40'  fiberragenden 
Winkels  AT  —  flir  den  in  den  eGleichungen  vorkommenden  Ausdruck 

iop8in(Jr+  KT) --los  sin  Ä 

"""~       iö 

der  zugehörige  TVertb  sich  vorfinden  kann ,  und  zwar  mit  10000000 
vervielfacht,  damit  seine ,  zu  viel  Platz  versperrenden  Dezimalen 
wegfallen. 

§11. 

Auf  ganz  ähnliche  Betrachtungen  gestützt,  wie  die  der  §§.  4. 
bis  10.  finden  wir.   Indem  wir  X  nach  der  Gleichung 


59  (^J= 0,0000001 


bestimmen, 

einerseits,  dass  in  den  Tstelligen  Tafeln  vom  Winkelwerth 
50  4g/  311  (]|^  Logarithmen  der  Sinus  nur  noch  von  Minute  zu  Mi- 
nute angegeben  zu  sein  brauchen, 

andererseits  die  Regel,  nach  welcher  die  log  sin  für  die  zwischen- 
liegenden  Winkel  von  Secunde  zu  Secunde  gefunden  werden. 


§.  12. 

Ebenso  kann  gezeigt  werden,  dass 

vom  W  inkel werth  0^  52'  50^  an  anter  je  3  aufeinanderfolgenden  Winkel 

von  V  zu  1", 


Thell  Will. 


10  14' 40",, 

»9 

„•4 

9» 

Winkel 
von  1"  SU  1* 

10  31'2(r,. 

9$ 

«5 

99 

Winkel 
vonFsul", 

I»45'3Ü'„ 

»9 

„6 

99 

Winkel 
von  1"  zu  1", 

P58'    0"„ 

»> 

„7 

99 

Winkel 
von  1'  za  1', 

2»  9' 30",, 

9» 

«8 

99 

'  Winkel 
von  1*  m  r. 

20 19*30",, 

9» 

„9 

99 

Winkel 
vonl"  zu  1", 

2«  29*  10"  „ 

W 

„10 

99 

Winkel 
von  1*  zu  1* 

1» 
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beziehungsweise  die  Differenasen  der  log  sin  z^veier  aufeiotnder- 
folgender  derselben  auf  7  Dezimalen  als  constant  angesehen  wer- 
den dürfen  *)• 

Letztere  Resultate  sind  noch  angeführt  worden,  weil  sie  von 
grossem  Nutzen  sind  für  die  Berechnung  der  log  sin  von  Secunde 
zu  Secunde.  In  den  Tafeln  von  Vega  finden  wir  nämlich  S.  206. 
bis  228.  die  log  sin  von  Secunde  zu  Secunde  bis  zu  l^'  32'  ange- 
geben, während  dieselben,  wie  bereits  gezeigt  wurde,  etwa  bis 
2^^  40'  berechnet  sein  sollten.  \Vir  beschränken  uns  aber,  anzu- 
deuten, wie  von  diesen  fehlenden  log  sin  die  zwischen  1^32'  und 
1'  45'  30''  am  schnellsten  hergestellt  werden  können,  —  und  über- 
lassen dem  Leser,  dieses  Verfahren  wenig  modificirt,  sowie  des- 
sen Gründe  auf  die  übrigen  überzutragen. 

Es  haben  aber  unter  5  aufeinanderfolgenden  der  Winkel  zwi- 
schen 1^  32'  und  l^'  45'  30",  wie  wir  oben  gesehen  haben,  die 
log  sin  zweier  aufeinanderfolgender  derselben  eine  constante  Diffe- 
renz. Wir  brauchen  daher  hier  blos  die  log  sin  der  Winkel  von 
i"  zu  i"  zu  berechnen.  Die  zwischenliegenden  können  leicht 
eingeschaltet  werden.  Es  ist  aber  klar,  dass,  wenn  die  log  sin 
zweier  um  i"  verschiedener  Winkel  gegeben  sind,  der  des  nächst- 
folgenden beziel^ungs weise  um  4"^  hohem  Winkels  sogleich  mittelst 
der  Formel  des  §.  3.: 

B\n(A+B)  _      sinA  sin^g 

sin^  sin(A — B)     sin /l.  sin  (^ — ß) 

berechnet  werden  kann. 

Beispiel. 
Wir  entnehmen  ans  der  Logarithmentafel  Seite  228.: 

logsin  10  32'  =  8,4274621-^10, 
log  sin  1 0  31 '  56"  =  8,4271474-^  10; 
Sehe  206: 

logsinO«  0'  i"  =  5,2876349  - 10. 

Um  miD  logsin  10  32' 4^^  zu  berechnen  setzen  wir: 


^)  Gleiches  findet  «tatt 

vom  Winkelwerth  22<»    S'  mn  für    SOI, 

40«  34'  „     „    1801 
asfeinanderfolgende .    um  je  eine  Secunde  vergchicdene  Winkel  etc. 
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trüommmrUeäer  Loffortikmen  wichtige  Emäeckung. 
if=:00  0'4^     /<=:1«32', 

A-  B— 10  31'  56"  and  A  +Ä  =  1«  32*  4", 
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and  entwerfen  folgendes  Schema: 
=8.4277766-10 


=0.00031449(8.186.)  9)  T 


lI)log8in(/l-f^ 

1)  logSlD^ 

2)log8in(^~£) 

^^A^{A-ti) 

4)  logsinJj<in(/<-£)=6,8546095— 10 

5)21ogsini?  =10,5752698—20 

«^'«SSSl^Är  3.^06603-10 


gin(J4-g) 


=  8,4274621 

=8/4271474 

=0,0003147 


8) 


sin^ 


sin^ 


sin(J— £) 


=1,0007244 


^       =1,0007249 


7)  inrjSS=B)=ö'«««»- 


§.  13. 

Da  «vir  aus  den  §§.  3.  und  4.  wissen,  dass  die  Quotienten 

sin  |o  32^         smlQ$2U^       sin  10  32^8^^ 
sin  P  31' 56''*        sin  1«  32'    *     sin  l«  32' 4"    ^*'" 

und  ebenso  die  Quotienten 

sin^O'4"    sin«0o0'4" 

sin  10 .  32' .  sin  P  31'  56" '     sin  P  32'  4" .  sin  P  32"  * 
8in20o0'4'' 


8inP32'8".sinP32'4" 


etc. 


in  der  Ordnung  von  linlcs  nach  rechts  abnehmen,  aus  obiger  Be- 
rechnung ferner  ersehen,  dass  also  jeder  der  erstem  Quotienten 
zwischen  den  Werthen  1,000000  und  1,000725  und  jeder  der  letz- 
tern zwischen  den  Wertben  OjOOOOOOO  und  0,0000006  stecki, 
ausserdem  noch  beroericen  (vergl.  Vega  pag.  ISO.)»  dass  —  wenn 
ein  Numerus,  der  zwischen  1,000000  und  1,000725  steckt,  sich 
Mos  in  der  7ten  und  Sten  Dezimale  ändert,  — *  das,  um  was  da- 
durch sein  Logarithmus  sich  ändert,  aus  der  Aenderung  des  Na- 
meras  mittelst  der  Colurone  P.  P.  S.  186.  oben  sich  entnehmen  lässt, 
ohne  dass  man  den  Logarithmus  selbst  su  kennen  braucht;  so 
fährt  dies  zu  viel  einfacherer  Berechnung  der  log  sin  von  4"  zu  4". 

19* 
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Um  diess  an  dem  Beispiel  der  Berechnung  von  log8inP32'4" 
zu  zeigen^  haben  wir: 

1)  log  Bin  A  =    8,4274621  - 10 

2)  logsin(^-Ä)  =     8,4271474-10 

3)  logsin/l.sin(2l— Z^)=:    6,8546095—10 

4)  2  log  sin  Ä  =  10.5752698-20 

5)  log  .    ^^'"!^     i>v  =     3,7206603-10 

6)  log -7 — 5 — T—TÄ — 5^=    0,00000062=  der  Aender.  von  .  ,,    p. 
'     ^^mA.B\u{A  —  iS)  smA-'B) 

0,000000212=  der  entsprechenden,  un- 
mittelbar aus  der  Columne 
P.  P.  auf  Seite  186.  eut- 
nehmbaren   Aender.    von 
sini4 

O,mim\.  =  \og-^^^g^  selbst 

O.OOCBUI  =|«g?!iL(4±^ 
®       sin^ 

8,4274621    rzlogsinJ 

8,4277766   =logsin(/l  +  Ä),    wie   im 

vorigen   Paragraphen. 


§.  14. 

Da  die  Aenderung  von  "wrrrziWi   *"^  ®   Dezimalen   genau 

wird,    die  von  log  ■.    ,j ^    aber  mitteist  der  Tafein  von  Vega 

pag.  186.  auf  8  Dezimalen  genau  sich  angeben  lässt ,   so  ist  ans 

obigem  Schema  leicht  ersichtlich,  dass  log r—j — -  u.  log  sin  {A-{^B) 

auf  8  Dezimalen  berechnet  werden  können,  so  bald  logsin^.und 
log  sin  {A  —  B)  auf  8  Dezimalen  angegeben  sind.  Wir  werden  zwar 
nicht  vollkommene  Garantie  dafür  leisten  kOnnen,  dass  logsin(J-f^) 
auf  8,  wohl  aber  um  so  eher,  dass  logsin(J -f -B)  auf  7  Dezima- 
len genau  ist. 
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Wenn  daher  auf  irgend  eine  Weise 

log  sin  10  32'  und  logsia  !<>  31'  56'' 

anf  8  Decimaien  genau  berechnet  werden,  so  können  wir  die 
logsin  der  folgenden  Winkel  von  A"  zu  4"  bis  zu  P45'30"  auf 
8  Dezimalen  überhaupt,  auf  7  Dezimalen  aber  genau  berechnen. 


U.    Von   den  Logarithmen  der  Cosinus. 

§.  15. 

Der  Ausdruck  qosA  und  mit  ihm  iogcos^  nehmen  ab,  wenn 
A  wAcbst. 

Somit  ist  der  Zuwachs  vom  log  cos   eines  Winkels  bis  zum 
log  cos  eines  grosseren  Winkels  negativ. 

§.  16. 

Ganz  ähnlich  den  Formeln  der  §§.2.,  3.,  4.  fiir  diesinus  finden 
wir  Air  die  cosinus: 

cos(i4  +  Ä).cos(il  — Ä)=cos«i4  — sin«Ä, 
cosM  — sin*Ä 


cos(^+Ä)  = 


cos 


JÄ^BT' 


cos(J  +  g)_       co8^ sin«.» 

cosi^       ""cos(^ — B)     cos  A .  cos  (A — B)* 

cosA cob{A-\-  B) sm^B 

cos {A — B)^       cos A       ""  cos A . cos (A — B) ' 

cosA  cos  (A  +  B) 

cos  {A-^By         cos  A      ' 

log  cos  A — log  cos  (^  —  Ä)  >  log  cos  {A-^-B)  —  log  cos  A. 

Ans  diesen  Formeln  kunnen  alle  weiteren  Eigenschaften  der 
log  cos  ganz  80:abgeleitet  werden,  wie  aus  den  %%,  2.,  3.,  4.  die 
der  log  sin. 

Es  können  aber  jene  Eigenschaften  ebensowohl  aus  denen  der 
Logarithmen  für  die'  sinus  durch  Benützung  der  Gleichung 

cosij  =  8in(90^  — J) 


Digitized  by  VjOOQIC 


278  P'  Btcher:   Neue  fßr  die  CongirueUon  der  Tafein 

gefnnden  und  mit  Hfilfe  der  letztera  Formel  Eugleich  die  log  cos  aller 
spitzeD  Winkel  aus  den  Tabellen  bei  den  log  sin  entnommen  werdeo. 

Aus  den  eben  angefahrten  GrQnden  halten  wir  es  unnotbig, 
den  Leser  mit  den  Untersuchungen  über  die  log  cos  weiter  zu  be 
lästigen  und  gehen  daher  fiber  zu 


III.  Von  den  Logarithmen  der  Tangenten  und  Cotangenteo. 

§.  17. 

tgA,  sowie  logtg^  wachsen  mit  A  selbst. 

Der  Zuwachs  von  logtg  eines  Winkels  bis  logtg  eines  ^grüs- 
sem  Winkels  ist  daher  positiv* 

§.  1& 
Wir  bemerken  femer,  wenn  wir  rückwärts  schliessen,  dass 

logtgil~logtg(i4-/?)  =  logtg(^  +  Ä)-logtgJ 
oder 

sein  wird,  sobald 

tgJ      >tg(A  +  ß)      . 
tgiA-B)-^      tgA 


oder 


oder 


oder 


tg*A=ts{A+B)tgiA-B) 


*«'^^l-tg^.tgir-l+tgJ.tgl» 
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oder 


oder 


oder 


oder 


oder 


tg»J-tgM.tg»Ä  =  tgM-.tg«Ä 


< 

tgM.tg«Ä=tg«Ä 


tgM  =  l 


tg^  =  l 
> 


> 

sein  wird,  d.  h.  dafis  för  drei  aufeinander  folgende,  am  gleichviel 
verschiedene  Winkel  der  Zuwachs  von  logtg  des  kleinsten  bis 
logtg  des  mittleren  grösser,  gleich  oder  kleiner  ist  als  der  Zu- 
wachs von  logtg  des  mittleren  bis  logtg  des  grussten,  je  nachdem 
der  mittlere  Winkel  selbst  kleiner,  gleich  oder  grösser  als  45^  ist. 

§.  19. 
Whr  haben 

logtg/l=iog^^;^=logsin^— logcosil, 

logtg(il  +  fi)=iogsin(J  +Ä)-logcos(il  +  Ä). 

logtg(il— Ä)  =  logsin(^-Ä)  — logcos(^  — Ä), 

tg(^  +  ^)_       8in(^  +  g)      .     co8(^  +  B) 

*^<^^T?j~=*^8^-ii;^3 — *^«— ^sT-  >' 

ffsA  a\nA  cos^ 


*1  Hlerau«  ergiebt  sich  das  GetietK: 

loglg(^+^)— i»g«g^>*«g*"(^  +  ^>-»«g«l»^- 
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NoD  ist  nach  §.  16. 

cos  {A — B)"^       cos  A 


cos  ^  cos^C^  +  B) 


folglich  auch 


und 


also 


,  cos^  cos(^  +  Ä) 


,         ^A  ,     t^(A+B)^,  smA  ,     6\n^A^^■B) 


§.  20. 

Die  10  Logarithiiieii 

,     8!n(Ä+l")      ,     8in(Ji:  +  2")     ,    ein(^+3")     ,     em{X+W') 
'"8      s\oX      '    '*Sein(A:  f  1")'   '*»iRT+l^'-'%m  (Jf  +  9")' 

welche  positiv  sind,  nehmen,  wie  ivir  aus  §.  5.  ersehen  können, 
in  der  Ordnung  von  links  nach  rechts  ab,  ebenso  die  positiven 
Logarithmen 

tg(Ar+i")        tg(ji:+2")    .tkx+9")     .    tg(^fiO") 
•"«~tijr~'   '"Rticr+F")'   '"8ti(X+-F) '"StgcA+y')' 

SO  lange  bei  diesen  keiner  der  vorkommenden  Winkel  den  Win- 
kelwerth  45^  überragt,  (vergl.  §.  18.) 

Nur  unter  der  letzten  Voraussetzung  folgt  aus  der  Uoffleichung 

ts:A         ,     iü{A  +  B)  ^,  sinA  ,     sin (^  +  B) 

'"gt^a^:^"'"g'"^i~^'"^Bli^^  sin^      - 

dass  das  Abnehmen  der  Logarithmen  der  Tangenten  -  Quotienten 
nicht  so  rasch  vor  sich  geht,  wie  bei  den  Logarithmen  der  Sinus- 
Quotienten.  Wenn  daher  bei  den  zehn  Logarithmen  der  Sinus- 
Quotienten  die  zwei  äusser«ten 


Digitized  by  VjOOQIC 


MgonometHuker  LogarWmen  viekttgt  SKUttkung,         ^1 
i     8iii(X  +  l")       .  ,     «In  (^  +  10") 

deren  Unterschied  am  groasten  ist,  nicht  einmal  um  0,00000003, 
differiren»  —  was  ?oo  demjenigen  Werthe  von  X  an  stattl^ndet^ 
von  welchem  aus  bios  die  log  sin  von  10"  zu  10''  aufgestellt  za 
sein  brauchen^  —  so  folgt  daraus,  dass  bei  den  Logarithmen  der 
Tangenten-Quotienten  die  zwei  äussersten»  am  meisten  von  einan- 
der verschiedenen 

l«g--t^jr^    «nd  log— ^^^^:yy 

am  so  mehr  nicht  einmal  uitt  0,00000005  differiren  kdn^en,  da^» 
folglich  von  2<>  38'  bis  45^  auch  die  logtg  nur  noch  von  10"  za 
10"  angegeben  zu  sein  brauchen. 

Nach  $.  J8.  weiss  man  aber,  dass 

log.tg45ö-logtg(450— J)=logtg{450+4)— iog^459        ,; 

ist    Da  nun  tg46<*=1,    also  logtg 45^=0  ist,    so  folgt  hierans': 

-logtg(460-^)=  +logtg(45o+  J). 

Gibt  man  A  so  nach  und  nach  die  Werthe  F,  F— 1",  F— 2",.... 
.^  F — 10",  so  erhält  maa:  .<:.;■ 

Vf)  -logtg(450-  F)=  +  Iogtg(450+  F), 
'19)  -logtg(460-F)=  +  logtg(44o+  F), 
•  3»)  -logtg(47o-  F)  =  +  logtg(43o+  F),  "   ' 

•    10»")~logtg(5i«'-F)  =+logtg(ft»-|.F), 
11»)  -  log  tg  (55«  -  F)  =  +  log  tg(350  +'F),  '  '     ' ' 

und  wenn  man  jede  der  Gteichungen  2)  bis  11)  Ton  ihrer  vorher- 
gebenden subtrabirt: 

1«)  logtg(460-F)-logtg(45»-F)=logtg(45o+F)-logtg(44»+F). 
2*)  logtg(47<»-F)-ligtg(46o-F)=logtg(44<>+F)-logtg(43o+F), 
Z*/)  log  tg  (48»-  F)  -  logtg  (470  -  F) =Iog  tg(43o+  F)-logtg(42<»+  F), 

;  *         .    :  i  8 

l(W)log«g(5ä«-  F)-logtg(^o-F)=logtg<Äo+  F)_|ogtg(jfeo4.  y\ 
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E«  ist  klar,  da8s  —  wenn  die  Difereozen  linker  Hand  des 
Gieicbheitszeichens  einander  gleich  gesetst  werden,  sobald  dieje- 
nigen zwei  unter  ihnen,  welche  am  meisten  von  einander  verschie- 
den sind,  nicht  einmal  um  0,00000005  differiren  -  auch  die  DIffe 
lenzen  rechter  Hand  in  demselben  Sinne  einander  gleich  sind. 

Bei  den  Differenzen  linker  Hand  der  Gleichheitszeichen  tritt 
aber  dieser  Fall  ein,  so  lange  die  dort  vorkommenden  Winkel- 
grössen  450—  F,  46«-  F,  etc.  zwischen  2«  38'  und  45o  stecken, 
was  stattfinden  wird,  so  bald  die  rechter  Hand  der  Gleichheits- 
zeichen vorkommenden  Winkelgr5ssen  45^  -f  F,  44^  -|-  F,  etc 
zwischen  den  Winkelwerthen  87<>  22'  nnd  4&^  sich  befinden* 

Folglich  brauchen  auch  zwischen  den  Winkelwerthen  45^  und 
87*  22'  die  tog  tg  nur  von  10"  zu  10"  angegeben  zu  sein. 

§.  21. 

Eine  der  vorigen  ganz  ähnliche  Untersuchung  lehrt,  dass  die 
Tstelligen  Tafeln  zwischen  den  Winkelwerthen  6^  46'  und  83»  14" 
sogar  nur  die  logtg  der  Winkel  von  Minute  zu  Minute  zu  enthal- 
ten brauchen. 

§  22. 

Die  Eigenschaften  der  log  cot  lassen  sich  herleiten  aus  denen 
der  logtg 'entweder  mittelst  der  Formel 

cot/l=tg(900— ^) 

oder  mittelst  der  Formel 

logcot^ -flogtg  J  =0  *), 

welche  beide  Formeln  zugleich  dazu  dienen  können,  den  log  cot 
eines  Winkels  fai  den  Tafeln  unter  der  Rubrik  logtg  zu' erheben  **). 


•)  H«rgei«it«t  aua  der  Formel  c:otitgJ^=l. 

**)  Gans  onabhängig  von  den  Gecetzen  der  logtg  ergibt  «ich  aneh. 
wenn  rückwärti  geichlotnen  wird,   daif 

logcoti— leg  cot(il  —  /0  =  logWt(il-|-Ä)— log  ©etil 
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SchlasflbemerkuDgen. 
1)  Weno  wir  in  der  UngleichuDg  des  $.5.: 

610  ( J- 10") ""  sin  U-  l'Ö  ^  ^  VSSX/ 

-X-10"=lo32'0".   also  jr=I0  32'ia" 

setxen,  so  finden  wir 

«t"l"3yr^     sin  10  32- ly^^^^^ 
sin  10  32'  V  ""  sin  1«  32'  9"  -^  "'^^^üuuww 

und 

(vergL  Vega  S.  186,) 


983 


MtB  wird,  «obald 


oder 


cot(4— Ä)  ^       cot  4 


oilar 


oder 


cot  M  =  cot  (i4 -f /O  coK'^  —  ^ 


^^cotil.cot^— 1   cot  i4.  cot/?  4-1 
^    cot  ff -f  cot  ^   '    cot/f— COtil 


^^cotM.cot*/?— 1 
^    cot «Ä— cot «.4 


cot*il.cot*ir— cotM  =  cotM.oot*^— 1 
< 

cot«i4  =  l 
> 

< 
coli  =s;l 

< 


wird. 
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'°88inl0  32'0" - '»R  8in|0  32'9"  ^  0,00000012. 

Hierin  liegt  der  Grund,  waram  man  die  log  sin  von  zehn  za 
zehn  Secunden  nicht  schon  vom  Winkel^^ertb  1^32'  0''  an  begin- 
nen lassen  soll,  wie  Vega  gethan. 

Viel  weniger  Ungenauigkeiten  verursacht  in  Vega's  Tafeln 
der  zu  frühzeitige  Beginn  der  log  sin  von  Minute,  zu  Minute  (vom 
Winkelwerth  6^  an).  Aeusserst  überflüssig  jedoch  war  es  von 
Herrn  Köhler^  die  log  sin  von  zehn  zu  zehn  Secunden  bis  zum 
Winkelwerth  9^  anzugeben. 

2)  Aehnlicbe  Beobachtungen  lehren  uns,  dass  in  den  5steHi- 
gen  Tafeln  die  log  sin  von  Secnnde  zu  Secunde  bis  zu  0^  16' 0", 
die  von  zehn  zu  zehn  Secunden  bis  zu  0^  41'  0"  angegeben  sein  sollen. 


Aphoristische  bemerkoDgen  über  die  dreiseitige  Py- 
ramide. 


Von 

dem    Herausgeber. 


Wenn  man  die  Seitenflächen  einer  dreiseitigen  Pyramide  durcb 
a,  b,  c,  d  und  die  von  denselben  eingeschlossenen  Winkel  durch 
(ab)f  (ac)i  (ad),  (bc),  (bd),  (cd)  bezeichnet,  so  hat  man  bekannt- 
lich, wie  aus  der  Lehre  von  .den  Projectionen  auf  der  Stelle  er- 
bellet,  die  vier  folgenden  Gleichungen: 

!  a=^  b  cos  (ab) +  ceo8(ac)  +  dcoB (ad), 
b=^c  cos  (bc)  +  4cos  (bd)  +  a  cos  (ab) , 
c=dcos(cd)'i-acos(ac)  +bcon(bc), 
d=.  a  cos  (ad) + b  cos  (bd)  +  c  cos  (cd) . 
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So  bekannt  auch  diese  Gleichun^n  längst  sind^  nnd  so  viele 
Untersuchungen  man  nach  sehr  verschiedenen  Richtungen  hin  auch 
schon  über  die  dreiseitige  Pyramide  angestellt  hat:  so  scheint 
man  doch  aus  den  ohigen  Gleichungen  noch  nicht  allen  Nutzen 
gezogen  zu  haben  ^  der  sich  aus  denselben  ziehen  lässt.  So  wie 
sich  auf  die  drei  bekannten  Gleichungen  des  ebenen  Dreiecks: 

a  =  6  cos  C  -f  c  cos  B , 
6=ccos^-|-acosC»  , 

c  =  acosJS+6cos^ 

die  ganze  ebene  Trigonometrie  gründen  lässt,  so  würde  sich  auf 
die  Gleichungen  1)  eine  eigene  Wissenschaft  gründen  lassen,  welche 
aus  sechs  gegebenen  der  zehn  Stucke 

Qf  h^  c»  d;    (ab),  (ac),  (ad),  (6c),  (bd),  (cd) 

der  dreiseitigen  Pyramide  die  vier  übrigen  Stücke  derselben  zu 
finden  lehrt.  Diese  Wicv^enschaft  hjer  zu  entwickein ,  ist  jetzt  gar 
nicht  meine  Absicht;  ich  will  nur  an  einigen  Beispielen  den 
Nutzen  der  Gleichungen  1)  zeigen  und  daran  noch  c^ni^e  ändere 
Bemerkungen  über  die  dreiseitige  Pyramide  knüpfen. 


If. 

Es  ist  bekannt,  dass  die  sechs  Winkel  (ab),  (ac),  (ad),  (bc), 
(bd),  (cd)  nicht  ganz  unabhängig  von  einander  sind,  sondern  dass 
zwischen  denselben  eine  gewisse  Gleichung  Statt  findet,  eben  so 
wie  auch  die  , drei  Winkel  des  ebenen  Dreiecks  durch  eine  Glei- 
chung unter  einander  verknüpft  sind.  Ich  glaube  aber,  dass  die 
EtitwickeluDg  dieser  Gleichung  oder  Relation,  wie  man  dieselbe 
z.  B.  in  dem  ^»Mämoire  sur  la  relation,  qui  existe  entre 
las  distances  respectives  de  cinq  points  pris  daus 
l*espace,  par  L.  N.  M.  Carnot.  Paris  1806.  Probl.  XXII. 
(Geometrie  der  Stellung.  Tbl.  II.  S.  291.)"  findet,  rück- 
sichtlich der  Einfachheit  Manches  zu  wünschen  übrig  lässt,  und 
dass  man  auch  dieser  Gleichung  selbst  noch  eine  einfachere,  wenn 
auch  weniger  symmetrische  Form  geben  kanp ,  als  a.  a.  O.  ge- 
schehen ist.  Um  dies ,.  ausgehend  von  den  Gleicksngeo  1),  zu 
zeigen,  sind  aber  zuerst^  noch  einige  allgenieine  Betrachtungen 
über  die  Eliminution  nöthig,  mit  denen  wir  uns  jetzt  zunächst  be- 
scbäfUgen'  wollen.  >  • 

« 

Wenn  man  zwischen  den  zwei  Grossen  x,yAS%  drelGleiohimlfen 
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hat»  diese  drei  Gleicbongen  nach  der  Reibe  mit 

Oib^-^biO^,    ajb — b%a,    aby  — 6ai 

multiplicirt  und  dann  zu  einander  addirt,  so  erhält  man  die  Gleichung 

«(«!*■— *!«•)  + «i  (<»»*— ftiö)+a»(a*i  —  *öi)=0. 

Hat  man   nun   zwischen   den   drei  Grossen  x^  y,  %  A\e  vier 
Gleichungen 

aa;  +  6iy  +  c»  =  a, 

aa.«+4yr  +  CBi  =  aa, 

so  erhält  man  ans  denselben  zuvOrderst  durch  Elimination  von  t\ 

(aci  —  cai)x  +  {bci  —  cb{)y  =  aci  —  coi , 

(ojCa— Cia4)a:+(6iCa— CiAÄ)y=«,Ca— Ci«», 

(oaCa— Ciaa^«+  ( Vs— ^^^s)^ = «2^3 — ^a«^* 

V^ endet  man  nun  auf  diese  drei  Gleichungen^ das  yorhergehende 
Verfahren  an»  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

tfc=  («Ci— c«i)  ((«iCa—Ciaa)  (62^3-0263)  —  (biC^^eib^)  (a^c^^c^a^)] 
+(«!<%— Ci«2)|(flttC%—C2a8)(Äc,  — c6,)— (ÄjOi— ca*,)(aci^cai)| 
+(aa<^— Ca«a)l(aci  — CfliX^iCa— Ci6a)— (öc,— c6i)(aiC2— c,iia)l. 

Mittelst  leichter  Rechnung  bringt  man  aber  diese  Gleichung  auf 
die  folgende  Form: 

0=    alai(*ÄC3— ««ft8)  +  <'a(Mi— <?3^)+03(*iC2— «iM 

+«k  l  aa(*Ci — «W  +  «3  (V  -  <^*)  +  ö  (*i<^ — CjA^)  I 

+«aliia(6ci— c6i)  +  fl(6iC,— Ci6»)  +  ai  (63«?  -^^6)} 

+«8 1  a  (Äjd  —  <^6i)  +  «1  (*Ci  -  c*ä)  +  oi(6iC—  ci«)  I, 

#4«  auch  auf  die  Form: 
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+(6ca— cÄa)  («3«i  —  «8«i) 
+ (öea  — cAj)  («,  oa  —  Ol  o^ 
+(6iC^— «i*«)  («fls— ««%) 
+(6iCj— Ci63){«2a  — Ca«) 

+(*2<^  —  <?a^)  («Ol  —  öffi)- 

Das0  »ich  diese  bemerkenswei^he  Gleicbang  oocfa  auf  verschie- 
dene Arteo  umgestalten  lassen  ufirde,  versteht  sich  von  selbst. 
Bier  mag  das  Vorhergehende  genägen,  indem  wir  von  der  vor* 
stehenden  Gleichung  nun  sogleich  die  folgende  Anwendung  machen 
wollen. 


lU. 
Die  Gleicbaogen  1)  kunnen  auf  folgende  Art  geschrieben  vrerden: 
1=     — cos(aÄ)  +— cos(ar)  +  — cos(fld), 

cos  {ab)  =      J|-  —  -  cos  (6c)—  -  cos  {bd) , 

cos  {ac)  =  —  -  cos  (bc)  +  -  cos(crf) , 

cos  (aiQ= cos(6iQ— «— cos(c<2)-t-~; 

und  setsen  wir  jet^t  in  der  letzten  Gleichnng  in  ü.  för 

o,   6,   c; 

«1»  *1>  Ci'j 

Oft»  ^29  c^; 
08>  *8>  ^; 

o,  01,02,03 
respective 

cos(oA),       cos  (oc),      cos  (oif); 
1,  —cos (6c),  — cos(6d);    . 

—  cos  (6c),  1,  -—cos (cd); 

—  cos(6d)»  —  cos(cd),  1; 

1,      eos(a6),      cos(ac),  €os(«4); 
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so  erhalteo  wir  aus   der  in  Rsde  steheodeo  GleichuDg  sogleich 
die  folgende  Gleichung: 

0=    { cos  (ac)  cos  (bd)  —  cos  {ad)  cos  {bc)  1* 

— ( cos  {ad)  4-  cos  {ao)  cos  (cd)  \  \  cos  {ad)  -^  cos  {bd)  cos(a6) ) 
— t  cos  {ac)  +  cos  {ad)  co8(cd)  \  \  cos  {ac) + co»  (ab)  cos  {bc)  \ 
— t  cos  {bd)  4-  cos  (6c)  cos  {cd)  \  [  coa(bd) + cos  {ab)  cos  (acQ  | 
...  -^1  cos  (6c}  4-  cos  {bd)  cos  (cd) }  |  cos(6c)  i-  cos  (ac)  cos  (a6) } 
+{1 — cos  (cd)  cos  (cd)  1 1 1  —  cos  {ab)  co«  {ab)  ] , 

also: 

2)  siD  {ab)^  sin  (ccQ^  4- 1  cos  {ac)  cos  (6d)  —  cos  (ad)  cos  (6c)  )* 

=:  t  cos  {ac) + cos  {ad)  cos  (ccQ }  t  cos  (ac)  4-  cos  (6c)  cos  (a6) ) 

4-  { cos(ad)4-  cos  (ac)  cos  (cd)  \  { cos  (ad)  4-cos  (6d)  oes  (a6)  | 

4- 1  cos(6c)  4-  cos  {bd)  cos  (cd)  1 1  cos  {bc)  4-  cos  {ac)  cos  (a6) ) 

4-  {cos(6d)  4-cos  (6c)  cos  {cd)  1 1  cos  (6d)  4-  cos(ad)  cos(a6)  |. 

Wenn  auch  diese  Gleichung  der  »sonst  bekannten  Gleichung 
zwischen  den  sechs  Winkeln  (a6)^  {ac),  {ad),  {bc),  {bd),  {cd) 
rücksichtlich  der  Symmetrie  der  Form  nachsteht,  so  scheint  mir 
doch  der  obigen  Gleichung,  die  natürlich  noch  mannigfaltiger  Um- 
gestaltungen,  bei  denen  ich  mich  hier  aber  nicht  aufhalten  will» 
fähig  sein  wurde,  der  Vorsug  grösserer  Einfachheit  zu  gebühren. 

IV. 

Wenn  man  die  vier  Gleichungen  1)  nach  der  Reihe  mit  a,  b, 
c,  d  multiplicirt ,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

a^=:ab  cos  (o6)  +  oc  coS  {ac)  4-  od  cos  {ad) , 

6^= 6c  cos  (6c)  4"  6dcos(6d)  4-  ob  cos  {ab), 

c^  =  cd  co8(cd)  4- ac  cos  (ac)  4-  6c  cos  (6c), 

d^=zad  cos(ad)  4-  6d  cos  (6d)  4-  cd  cos  {cd). 

Zieht  man  nun  von  der  Summe  der  drei  ersten  Gleichungen  die 
vierte  Gleichung  ab,  so  erhält  man,: 

a*4-6>+«^^^='2a6cos(a6)4'2a4^cos<ac)  4-  26ccos(6c) 
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oder 

3)  rf«=:  a*  +  6«  +  c«— 2a6  cos  {ab)  —  2ac  cos  {ac) — 26c  cos  (6c>. 

Für  (a6)==(ac)=(6c)=:90o  ist  . 

4)  iP=a«+*«  +  c« 

Einen  andern  Beweis  dieser  merkwiirdii^en  Sätze  s.  m.  Archiv. 
Tbl.  XXI.  S.352.  Die  obige  Ableitung  derselben  riibrt  von  Crelle 
(Sammlung  mathematischer  Aufsätze.  BandL  Berl.  1S21. 
S.  108.)  her. 


Wir  wollen  jetzt  einen  Ausdruck  für  den  körperlichen  Inhalt 
der  Pyramide  durch  die  sechs  Stücke  a,  6,  c;  {ab)^  {ac\  (fic)  suchen. 

In  Taf.  VI.  Fig.  1.  sei  ABCD  die  gegebene  dreiseitige  Pyra- 
mide« deren  körperlichen  Inhalt  wir  durch  P  bezeichnen  wollen. 
Ferner  sei 

^ÄBC=^a,   ^ABDrszb,   ^ACD=xc 

und  h  bezeichne  die  Hohe  der  Pyramide  in  Bezug  a.u{  ^ABC^=:a 
als  Grundfläche.    Dies  vorausgesetzt  ist 

P=zlaA. 

Setzen  wir  nun  noch   AB=a:,  AC-=y  und  ^BAC=:a,  so  ist 

offenbar 

.      26  .    .  ,.     2c   .    .    . 
Ä  =  —  sin  (ab)  =  —  sin  {ac) ; 
X  y 

also 

26sin(a6)=Aar»   2c6in(ac)=:Ay; 
woraus  sich  durch  Multiplication 

46c sin  {ab)  sin  {ac)  =  h^xy 
ergiebt    Nun  ist  aber 

also  nach  dem  Vorhergehenden : 

.26c sin  asin  (a6)  sin  (ac)  =  oA*» 

woraus  sich  sogleich 
ThcilXXm.  90 
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.       ^Tlabc  sin  a  sin  (ab)  sin  {ac) 
a 

folglich  nach  dem  Obigen 


5)    jP  —  i  V  2a6c»ioasin(a6)8in(ac) 

ergiebt. ' 

Nach  den  Lehren  der  sphärischen  Trigonometrie  erhSit  man 
aber,  wenn  man  sich  ein  der  Ecke  A  entsprechendes  sphärisches 
Dreieck  beschrieben  denkt,  wie  die  Figur  zeigt ,  sogleich: 

cos  (6c)  +  cos  (ab)  cos  (ac) 

cos  a  = : — 7— TT — ; — 7 ^r » 

sin(ao)sm(ac) 
also 

V8in(/i6)^sin(ac)*  —  t  cos  (6c)  +  co8(fl6)cos(flc)|* 

sina=  »   f  L\  ' — 7 — \  ^ — '9 

sin(ao)B\n(a^) 

folglich  nach  (5): 

4 
6)    P=  l  V  2a6c.  V  sin  (a6)asiD  (cc)*— t  cos  (bc)  +  co8(a6)  cos  (ac)  I* 

oder 

7) 


P=iV2fl6c.  V-tco8[(«6)+(rtc)]+cos(6c)ltcos[(a6)-(flc)]+co8(6c)}, 

oder  nach  einer  bekannten  Zerlegung«  wenn  man  der  Kürze  wegen 

8)    e=-cost{     (ab)  +  (ac)  +  (bc)] 

Xcosi{-(ab)  +  (ac)  +  (bc)\ 

Xcos  i  {     (ab)  -  (ac)  +  (bc)  ] 

XcosJt     (a6)  +  (ac)— (6c)| 

setzt : 

P=JV^2^.V4Q, 

also,   wie  man  hieraus  leicht  findet: 

9)    P=^iVl^.VQ. 

Fär  (a6)=(ac)=9(K>  ist  nach  6): 

P==jV"2S6i.  V  1— co8(6<J)«=iV2ite.V8in(6c)«, 
also 
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Itt)    P=iV2a6c8in(6c). 
Aus  der  Gleichung  3)  folgt: 

coB(be)= 3: 26c  '        ^-' 

also 

cos  (6c)  -|-  cos  (ab)  cos  (ac) 

_a*-f  6*+c*— iP — 2afecos(<ife) — 2aceQs(flc)-f  26ccos(g6)cos(ac) 
"■  2te  ' 

folglich  ist  von 

sin  (oft)*  si n  (ac)^  —  t  cos  (bc)  +  cos  (ab)  cos  (ac)  )• 

der  Zähler:  ^  ' 

4fi  V  sin  (fl6)*sin  (öc)* 

-{a'+6*+c*— cP— 2«6cos(a6)— 2accosfßc)+2Äccos(a6)cos(ac))*, 

I  ond  46*c*  ist  der  Nenner.  Zerlegt  man  nnn  den  Zähler  auf  be- 
kannte Welse  in  zwei  Factoren,  so  wird  derselbe  nach  leichter 
Rechnung: 

-|a*4-6*4-c*— <P  — 2a6cos(a6)-*2accos(ac)+26eeos[(iiA)^<lc)J) 

XJ  a« +6*+ c*  —  <P— 2a6  co8(a6)--2accos(ac)+26G  cos  [(ab)  +  (ac)]] ; 

also  ist  nach  6): 

11)    />= 

V—  \  a*+6Hc^^«P—  2aÄ  cos  («6)  —  2iicc08(ac)+26cco8[(ii6)— (ac)]\ 
Xf  aH6*+c*-rf*— 2fl6  cos  (ab)  -  2accos(ac)+26cco8[(a6)  +  (ac)]]. 
Für  (a6)=(ac)  =  900  igt 


12)  P=iVa.V— ta»+(6  +  c)*-ci«!ta«+(6— c)«-iP), 

so  dass  sich  also  in  diesem  Falle  der  körperliche  Inhalt  der  Pyra- 
mide bloss  durch  die  vier  Seitenflächen  ausdrficken  lässt 

Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  der  in  die  Pyramide  beschrie- 
benen Kugel  durch  r»  so  ist 

.P=:J(a  +  6  +  c+d)r, 
also 

3P 
^'^a+b+e+d' 

20* 
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folglich  nach  9): 

WO  Q  die  aus  8)  bekannte  Bedeutang  bat. 

VI. 

Nach  6)  i8t: 

P=  J  V2acä .  V  sin  {ac)^  sin  (ad)«  —  { cos  (cd)  +  cos  (ac)  cos  (imO  ft 
P=  i  V  26cd .  V  sin  (6c)28in  (ftd)»— { cos  (cd)  +  cos  (6c)  cos  (6iO  |«; 
also  9  wenn  man  dividirt: 


1 
oder 


4/^  4rsin  (<f  c)*  sin  (nd)«  —  |  cos  {cd)  -{-  cos  (6c)  cos  (o/Ql^ 

""  \  6  '  If  sin (6c)«sin (6d)«  —  { cos  \cd)  +  cos  [bc)  cos (6d)  1** 


11\     ft  l_4/"^°  (flc)« sin (qd)«  -»  tco8(cd)  +  cos(qc)cos(a<0}^ 
^^    ä""  \  sin  (6c)«  sin  (6d)«  —  \  cos  (cd)  +  cos  (6c)  cos  (6d)  P* 

Setzt  man  der  Kürze  wegen: 

M  =sin(fl6)*sin(ac)«-«-  { cos  (6c) -f- cos  (a6)  cos  (oc))*« 
M'  =  sin  (a6)«sin(ad)«— {cos(6d)+cos(o6)cos(ad))*, 
M" = sin  {ac'fl  sin  (ady — |  cos  (cd)+cos  {ac)  cos  (ad)  )* 
und 

N'  =8in(6c)*sin(6d)«—  {cos(ed)  +  cos  (6c)  cos  (6d)}«,     . 
A" = sin  (6c)* sin  {cd)^ — { cos  (6d)  +  cos  (6c)  cos  {cd) )«; 

80  ist  nach  14): 

6  =  a\  ■^,    c  =  a^  j^,; 

also 

2«6c  =  2a»V'f^. 
Folglich  ist  nach  6): 

15)    i>=iV^^.V^=laV^.V^^. 

Dass  sich  noch  verschiedene    andere  Relationen  dieser  Art 
aus  dem.  Obigen  ableiten  lassen  würden,  erhellet  leicht 
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Stadien  zur  mathematischen  Theorie  der  elastischen 

Körper. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polyteohnisehen  Schule  so  Carlirahe. 


Na  vier  im  siebenten  Bande  der  «,M^moires  de  l'Acad^- 
mie  des  Seien ces'S  Poisson  im  achten  Bande  derselben 
Memoiren,  Cauchy  in  seinen  „Exercices*'  und  jfingst  Lam6 
in  seinen  ,,Le(ons  sur  la  thöorie  mathämatique  de  I'^Iasti- 
citö  des  Corps  solides'*  (früher  schon  im  VII.  Bande  des 
Crelle'schen  Journals)  haben  die  allgemeinen  Gleichungen 
des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  elastischer  Korper  aufge- 
stellt und  auf  einzelne  Fälle  angewendet.  Trotzdem  dflrfte  es 
nicht  blosse  Wiederholung  sein,  wenn  im  Nachfolgenden  versucht 
wird,  die  allgemeinen  Gesetze  dieser  Innern  Bewegungen  nachzn- 
weisen.  Dass  dabei  Bekanntes  wiederholt  werden  musste,  lag  in 
der  Natur  der  Sache;  doch  glaube  ich,  dass  selbst  dieses  unter 
anderer  Form  erschienen  ist. 


I. 

Beschaffenheit  der  Körper. 

Ein  jeder  Korper  besteht  aus  Atomen,  die  aossetordentlich 
klein  sind»  deren  Form  wir  freilich  nicht  kennen^  die  aber  jeden* 
falls  eine  bestimmte  ist.  Für  den  Augenblick  Jcann  man  sich  die- 
selben etwa  'unter  der  Form  von  verschwindend  kleinen  Kugeln 
vontelleD.  Diese  Atome  sind  umhGllt  von  einer  Aetheratmosphäre, 
wobei  die  Masse  einer  solchen  Umhfillang,  gegenüber  der  Hasse 
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des  Kdrperatoms«  sebr  klein  ist.  Ein  solches  Kurperatom  mit  der 
dasselbe  umgebenden  Aetherhülle  bildet  für  sich  eine  eigene  Welt, 
ein  Molekularsystem;  die  einzelnen  Aloleknlarsysteme  sind  von 
einander  getrennt  durch  Entfernungen ,  die  sehr  gross  sind  im  Ver- 
hältnisse zu  ihren  eigenen  Dimensionen.  Bildlich  gesprochen  stellt 
also  ein  Körper  eine  Art  Planetensystem  vor,  in  dem  jeder  Pla- 
net mit  seiner  Atmosphäre  umgeben  ist.  Die  Aetherhülle  besteht 
naturlich  nicht  aus  einem  einzigen  Aetheratome;  es  sind  Tielmehr 
deren  eine  sehr  grosse  Anzahl  um  ein  Körperatom  gelagert. 

Die  Aetheratome  nun«  sowohl  innerhalb  derselben  Hülle»  als 
in  verschiedenen  Hüllen,  stossen  sich  gegenseitig  ab;  KOrper- 
atome  ziehen  sich  gegenseitig  an,  ebenso  ziehen  sich  Körper-  und 
Aetheratome  an.  Bei  der  abstossend  wirkenden  Kraft  der  Aether- 
atome gegen  einander  ist  es  nothwendig,  dass  das  von  einer  Hfille 
umgebene  Kurperatom  sehr  kräftig  auf  dieselbe  wirke,  wenn  sie 
soll  zusammengehalten  werden. 

Die  Gesetze  dieser  gegenseitigen  Einwirkungen  sind,  ihrem 
analytischen  Ausdrucke  nach,  nicht  bekannt.  Was  die  Anziehung 
der  Körperatome  anbelangt,  so  weiss  man,  dass,  wenn  sie  in 
sehr  grosser  Entfernung  von  einander  sind»  dieselbe  ihren  beider- 
seitigen Massen  direkt  und  umgekehrt  proportional  dem  Quadrat 
ihrer  Entfernung  ist»  wqgegen  in  minder  beträchtlicher  Ferne  noch 
die  Kohäsions-  und  chemische  Anziehung  hinzutreten.  In  Bezieh- 
ung auf  den  iiether  ist  in  dieser  Hinsicht  ?^ichts  bekannt.  Wir 
werden  aber  sagen  können,  dass  die  Anziehung  oder  Abstossuog 
zweier  Atome  —  gleich  viel  ob  Körper-  oder  Aetheratome  —  aus- 
gedrückt werden  könne  durch 

Mmf(r), 

wo  M,  m  die  Massen  der  zwei  Atome,  r  ihre  Entfernung  ist 
Dabei  ist  fix)  so  beschaffen ,  dass  für  einigermassen  grosse  r  (gross 
im  Verhältniss  zur  Entfernung  zweier  Molekularsysteme)  diese 
Funktion  verschwindend  kleine  Werthe  hat.  In  Bezug  auf  die  Be- 
zeichnung wollen  wir,  wenn  nöthig,  durch  die  lateinischen  Buch- 
staben JH,  m  Massen  von  Körperutoroen ,  durch  die  griechischen 
M,  fi  Massen  von  Aetheratomen  bezeichnen.  (Wir  lassen,  wie 
ersichtlich,  die  Schwere  aus  dem  Spiele.) 

Wir  heissen  nun  weiter  einen  Körper  homogen,  wenn  seine 
Anordnung  im  Innern  um  einen  bestimmten  Punkt  A  herum  ge- 
nau dieselbe  ist,  wie  um  irgend  einen  andern  Punkt  B*  Dabei 
ist  es  wohl  möglich,  dass  nach  gewissen  Richtungen  von  dem 
Punkte  A  aus  die  innere  Anordnung  eine  andere  ist,  als  nach  an» 
dern  Richtuogen;    was  aber  vom  Punkte  A  gilt,  moss  asch  gana 
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Bach  deDgelben  RichtoDgen  von  B  gelten.  Sind  alle  Ricbtaogen 
gleicbgiltig,  ist  aUo  die  Anordnung  nach  allen  dieselbe,  so  heisse 
«kr  Körper  Isotrop.  Wir  betrachten  bloss  homogene  KCrper, 
isotrope  Körper  sind  natürlich  in  gan2  besonderm  Grade  homogen. 


Gleichgewichts-  und  Bewegungszustände. 

Ein  Körper  kann  in  seinen  Elementen  (Molekularsystemen)  im 
Gleichgewicht  sein,  oder  diese  Elemente  können  sich  gegenseitig 
bewegen.  Besteht  Gleichgewicht  und  ist  der  Körper  ein  allseitig 
begränzter»  so  kann  dasselbe  in  Folge  der  Wirkung  von  Kräflen, 
die  dem  Körper  selbst  fremd  sind,  hervorgerufen  worden  sein«  in 
welchem  Falle  wir  sagen  werden :  es  bestehe  Gleichgewicht  un- 
ter dem  Einfluss  von  äussern  Kräften;  oder  aber  es  kann  die« 
ses  Gleichgewicht  von  selbst,  d.  b.  in  Folge  der  gegenseitigen 
Einwirkung  der  Elemente  bestehen;  in  diesem  Falle  sagen  wir, 
es  befinde  sieh  der  Körper  im  natürlichen  Gleichgewichte« 

Für  den  Fall  innerer  Bewegtheit  werden  wir  sagen,  jedes 
Atom  habe  Verschiebungen  erlitten,  und  wollen  inskuoftige  die 
Projektionen  der  Verschiebung  des  Atoms,  dessen  Gleichgewichts- 
lage (ursprüngliche  Lage)  durch  die  rechtwinklichen  Koordinaten 
Xf  y,  z  bestimmt  war,  auf  die  Koordinatenaxen  mit  $,  v,  i  bezeich- 
nen. Die  Grössen  £»  v,  t  werden  immer  als  sehr  klein  vorausge- 
setzt werden,  und  zugleich  müssen,  da  die  im  Körper  herrschen- 
den Gleichgewichtszustände  immer  stabil  sein  werden,  dieselben 
in  so  ferne  periodische  Grössen  sein «  als  die  Verschiebungen  w*ech- 
seiweise  beiderseitig  von  der  Gleichgewichtslage  aus  Statt  finden 
werden. 

In  Bezug  nun  auf  die  Bewegungszustände  müssen  wir  mehrere 
Fälle  unterscheiden: 

1)  Da  man  jedes  Molekularsystem  als  ein  ungetrenntes  Gan- 
zes ansehen  kann,  also  bloss  nach  der  Bewegung  des  Schwer- 
punkts eines  solchen  fragt.  Bei  den  Erscheinungen,  welche  in 
den  elastischen  Körpern  auftreten,  mag  diese  Annahme  gestattet  sein. 

2)  Da  man  in  jedem  Molekularsystem  das  Körperatom  als  fest, 
d.  h.  unbewegt  betrachtet,  und  bloss  die  Bewegung  der  Aether- 
hülle  als  Ganzes  untersucht,  d.  h.  bloss  die  Bewegung  ihres 
Schwerpunkts.  Diese  Betrachtung  mag  fiir  die  Lichterscheinungen 
genügen. 
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3)  Da  man  endlich  auf  die  relative  Bewegung  der  Aetherhfllle» 
entweder  um  ihren  Schwerpunkt,  wenn  da«  Korperatom  fest  ist, 
oder  um  den  Schwerpunkt  des  Molekularsystems »  wenn  jenes  sich 
bewegt,  achtet  Hieraus  mögen  die  Wärmeerscheinungen  u«  s,  w* 
erklärt  werden. 

Die  Bestimmung  der  ersten  zwei  Bewegungen  ist  yerhältniss- 
mässig  leicht;  wir  werden  uns  im  Nachfolgenden  auch  nur  mit 
ihnen  beschäftigen. 


III. 

Berechnung  der  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte»  wenn 

man  jedes  Molekularsystem  als  ein  ungetrenntes  Ganze 

ansieht.     Gleichgewicht. 

Wählen  wir  von  den  so  eben  ($•  II.)  unterschiedenen  Fällen 
den  ersten,  da  man  sich  die  ganze  Masse  eines  Molekularsystems 
in  seinem  Schwerpunkte  vereinigt  denkt.  ^  Da  die  inneren  Kräfte 
dieses  Systems  auf  die  Bewegung  desselben  keinen  £influss  aus- 
üben können,  so  wird  mau  von  denselben  absehen  können.  Da 
ferner  die  einzelnen  Moiekularfsysteme  so  weit  von  einander  ent- 
fernt sind,  dass  man  för  die  Berechnung  der  Wirkung,  welche 
jedes  auf  das  andere  ausübt,  dasselbe  als  einen  einzigen  Punkt 
ansehen  kann,  so  kommt  also  die  uns  jetzt  beschäftigende  Frage 
darauf  hinaus,  eine  Anzahl  von  einander  getrennter  materieller 
Punkte  in  ihren  gegenseitigen  Wirkungen  auf  einander  zu  betrachten. 

Seien  nun  x,  y^  z  die  rechtwinklichen  Koordinaten  eines  zu 
betrachtenden  materiellen  Punktes,  dessen  Masse  M  ist;  ar-f^^r, 
y+Jy,  i.+  Jz  die  eines  andern  Punktes  von  der  Masse  m;  r  ihre 
gegenseitige  Entfernung;  so  ist  die  Kraft,  mit  der  m  auf  J/ wirkt, 
gleich  Mmf{r),  wo  f(r)  mit  wachsendem  r  rasch  abnimmt.  Die 
Projektionen  dieser  Kraft,  deren  Richtung  von  M  gegen  m  hin 
geht^  auf  die  Koordiuatenaxen  sind : 

Mmf(r).^.    Mmf{r).^,     Mmf{T)A^ 

Bezeichnet  man  mit  tx,  ß,  y  die  Winkel,    welche   Mm'  mit   den 
Azen  machte  so  hat  man  auch  für  diese  Seitenkräfte: 

Mmf{r)cii8a,    Mmf(r)  cosß,    Minf(T)co8y, 

Bezeichnet  man  durch 

£Mmf{r)co8€c,    i:Mmf{r)coaß,    £JUmf{r)coBy 
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die  (algebraische)  Svmme  aller  der  Seitenkräfte,  die  von  allen  M 
nogebeDden  ond  aaf  daaaefbe  einwirkenden  Punkten  herrühren ,  so 
hat  man«  wenn  Xy  Y,  Z  die  Seitenkräfte  der  Gesammteinwirknng 
auf  M  bedeuten : 

X^MümfirJcoBix,  r=:M£mf(r)coBß,  Z=:M£mf{r)cöay,  (1) 

wo  wir  M  ausserhalb  des  Summenzeichens  setzen  konnten ,  da 
es  in  allen  einzelnen  Theilen  dasselbe  ist.  Die  so  eben  aufge- 
stellten Gleichungen,  die  wir  audi  schreiben  kunnen: 

X==M2m^Jx,  Y=MSm^^y,   Z=MZmf^^z,   (!') 

gelten  offenbar  allgemein.  Dabei  ist,  wenn  m  auf  M  anziehend 
wirkt,  f{r)  positiv,  im  andern  Falle  negativ. 

Angenommen,  der  so  eben  betrachtete  Zustand  sei  der  des 
natürlichen  Gleichgewichts  (§.II.)f  in  welchem  Falle  wir  kOnftig  immer 
den  Koordinaten  u.s.  w.  den  Zeiger 0  anhängen  wollen,  so  ist  offenbar: 

(2) 
2mf^Jj(o— SmflTo) cos  «o=0,  2?m ^'^//^ = Xfli/(ro)co«^o=«. 

Tq  Tq 


Sm^^Jzo=£mf(ro)co8yo^O. 


Deberhanpt  aber  ist  fOr  irgend  einen  Gleichgewichtszustand ,  wenn 
der  betreffende  Punkt  im  Innern  des  Körpers  liegt,  und  A',  F,  Z 
die  Seitenkräfte  der  auf  die  Masseneinheit  im  Punkte  (sc,  y»^ 
wirkenden  äusseren  Kräfte  sind  (Schwere  u.  s.  w.) : 

2:m/(r)cosa+Jf=0,  2:m/(r)cosj5+ F=zO,  2;iii/l[r)cosy+Z=0.    (3) 

Pur  den  Fall,  dass  der  betreffende  Punkt  an  der  Oberfläche  des 
Körpers  liegt,  werden  allerdings  noch  andere  Bedingungen  eintre- 
ten,  die  wir  später  untersuchen  wollen. 

Wir  wollen  nun  aber  annehmen,  der  Körper  gehe  von  dem 
Zustande  des  natürlichen  Gleichgewichts  aus  und  komme  unter 
dem  Eiofluss  äusserer  Kräfte  in  einen  neuen  Gleichgewichtszustand. 

Seien  ^o»  ^o>  ^  ^'^  anfänglichen  Koordinaten  von  iXI;  j:o  +  £, 
yo  +  v»  2o+f  <*«e  »pfite™;  a-o+^/aro,  yo  +  ^^yo»  ^  +  ^2o  die  an* 
fönglicben  von  ni,  also  Xq  +  ^Xo  +  ^+J^,  yo  +  ^^o  +  v  +  Jv, 
ZQ  +  Jz^+i+Ji  die  spätem;  ro  die  anfangliche,  Tq  +  q  die  spä- 
tere Entfernung  beider  Punkte,  deren  Massen  M  und  m  sind. 
In  dem  letzteren  Zustande  sind  also  die  Seitenkräfte  der  auf  M 
einwirkenden  Kräfte: 
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lat  wieder ,  wie  vorhin ,  Jx^ = r^  cos  Oq  » ^jfo = *'o  ^^^  ßo*  ^XQ=ro€08  y^  ; 
sind  ebenfalls  wieder  X,  F,  Z  die  auf  die  Einheit  der  Masse  be 
zogenen  äusseren  Kräfte»  so  ist  für  jeden  Punkt  im  Innern: 

(4) 

Die  GrSsse  ^  ist  gegen  Tq  immer  sehr  Iclein  (§.11.)»  ^o  dass  wir 
die  hohem  Potenzen  derselben  werden  vernachlässigen  dflrfen. 
Unter  dieser  Bedingung  ist  also: 

Demnach  erhält  man  aus  (4): 

X  +  2mf{ro)  cos  «o + ^mqro  cos  «o  ^  [_  f"  A»'o) J  +  -Sm-^  z/|    \ 

F+  £mf{ro)coaßo+£mQroeosßo^^\^-f(ro)~\  +  2mß^dv 

In  Folge  der  Gleichungen  (2)  werden  aus  diesen  Gleichungen 
bereits  einige  Glieder  ausfallen.     Sodann  ist  jedenfalls: 

also 

2roP  +  ^*  =  2ro[cosiv^|  +  co^ß^/lv  +  cosyo^S]  +  -^?+^t;«+  J^. 

Im  Allgemeinen  werden  z/|,  //v,  2^£  der  Art  sein»  dass  man  ihre  zweiten 
Dimensionen  gegen  die  ersten  vernachlässigen  kann»  so  dass  dann  bloss 
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iflt.  Die  Grossen  q^l,  q^v,  qJ^  sind  unter  dieser  Voraussetzung 
ebenfalls  zu  veniacblässigen,   und  setzt  man  zur  AbkOrzung 

80  erhält  man  aus  (5): 

X+  Um  [i(ro)  +  F(to)  cos*ao]  J^  +  ZraFir^)  cos  «^  cos  /?o  ^v 

+  J?iiiF(ro)cosaoCOsyo^{;=0, 

F+2:iiifXro)cosaoCos/?o^S+-2:m[#(ro)+F(ro)co8%]Jt; 

+  2mF(ro)  cos/?o<^o8  yo^t  =0, 
Z  +  £mF(ro)  cos  Oq  cos  yo^| + ZmF{r^  cos  ^^  cos  y«  -^v 

+  2:m[i(ro)+/Xro)€O8Vo]^J=0. 
Nun  ist  aber 9  wie  leicht  ersieh tiicb: 

5)fc  ^fc  5)£  9  -  "  SMfc 

8*1  d>S  9*1 

wenn  man  mit  P  und  Q  die  Aggretate  aller  Glieder  der  dritten 
und  vierten  Ordnung  bezeichnet  und  mit  r^^  schllesst,  was  man 
gewiss  bei  der  Kleinheit  von  Tq  darf.  Setzt  man  v^  t  für  ^,  so  er- 
hält man  die  Ausdrucke  von  ^v,  ^i. 

Da  wir  bloss  von  homogenen  Körpern  handeln,  so  wollen  wir 
sogleich  annehmen  I  es  sei  die  innere  Anordnung  der  Elemente 
80,  dass  jedem  Punkte  drei  aufeinander  senkrechte  Elastizitäts- 
azen  entsprechen,  in  Bezug  auf  welche,  bei  natCirlichem  Gleich- 
gewichtj  die  Korperelemente  symmetrisch  angeordnet  sind.  Wäh- 
len wir  die  Richtung  dieser  Azen,  die  immer  dieselbe  ist, 
für  die  Richtung  der  Koordinatenaxen,  so  entsprechen 
jedem  Punkte,  dem  a^y  /?o»  Ho  zugehuren,  drei  andere,  denen  be« 
zäglich  die  Winkel  WO^-oö.  ß^,  yo;  «6»  180«-i?o>  /o;  «o»  ßo*  \^-yo 
zugehuren.  Daraus  ergiebt  eich  nun  unmittelbar,  dass  die  in  (5') 
zu  nehmenden  Summen  verschwinden  werden,  in  so  ferne  einer 
der  Cosinus  in  ungerader  Potenz  vorkommt.  Die  Glieder  erster 
und  dritter  Ordnung  fallen  somit  alle  weg,  und  es  bleibt  nur  ein 
Theil,  der  der  zweiten  und  vierten  Ordnung,  stehen.  Lässt  man 
das  später  Wegfallende  sogleich  fort,  »o  erhält  man: 
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+  8^8^''o^^®^^^*'^o+  g^,»-o*co8c?ocosyo+^^ro«c6s/joco8y« 

Q4J;  ^54fc  A4fc 

+  A  g^*'o*cos*öö+  A  g-4  ro*eos%  +  «^  g^»"©*  cos  *yo 

8*1  8*£ 

+  *8^''<>*^*^®'^^^®'^o+*ä5^''«*^®**^^^*^o 

8*J  8*5 

+  ^' 8^8p^«*^^® ''o  ^^® ''^o  +  ^8i%''«*  ^^® '''o  ^^*  y<> 

'*'*8i«8^''^*^®®*^o^^®  ^<>^^®  ^^^  +  ^858^*'«*^^®^^^^ 

8*1  8*S 

+  *8^8^''<>*^^®*^^**®'^«^^®*y^^*%%«''^*^^^*^^ 

8*t  8*J 

'*'*ä^8r»''«*^®'^^^®'y<>+'5p?'^<>*^^®''*>^^*'y<>' 

Setzt  man  also: 
i2:ffii^(ro)ro«cos«ao=Go»    l2mS(ro)roHo8^ßo=ffo> 

12;mF(ro)ro*cos*ao  =  A)»   4 ^wFCroK* cos %=-^o» 

i2;mF(ro)ro«co8*yo=^o» 
ii:mF(ro)rQ*cos VoCOS*yo=^o  f  4  ^'nF(ro)ro*cos«aoCos«yo=Qo» 

i^mF(ro)ro«cos*aöco8-'^i3o=Äo* 
iiZmf{ro)ro^  cos*«^  =  Üo,  A-2;ffii^ro)ro*co8*/Jo==»o. 

Ä-2wi'(ro)ro*cos  *yo= <fo  * 
i2:mi^(ro)ro*cos«i5oCos«yo=J^o.  4-2^wi'^(»-o)V^os««oCOs«yo=ö^*  )(6). 

1  £mS{ro)ro*  cos  ?ao  cos  Vo = -S'o » 
ÄZmF(ro)ro*cos  % = ^0 »  iV-2;i»F(ro)ro*cos  % = *o » 

»V2:iiiF(ro)ro*co8öyo  =  ^^o» 
j'42;iiiF(ro)ro*co8*/3o«os*yo=^  *  Ä-SmF(ro)ro*co8*öoCos*yo=Äo, 
5^j2;mF(ro)ro*cos%  cos*yo  =  Wo , 

,'42:mF(ro)ro*cos*i5oCos«yo=Wo,  A^»»F(ro>o*cos*öoCosVo==©o>, 

A2;//iF(ro)ro*cos*aoC08%  =  Po. 

iÄ/iF(ro)ro*co»«CoCOsajSoCOö2y^  =  ö»©; 


Digitized  by  VjOOQIC 


Tkewrie  der  gUuSUekem  Eörfsr.  901 

so  eriiSlt  man  bei  gehöriger  AoordouDg  fttr  das  neue -Gleichgewicht : 

.  .M  8*«    .  .««  8««    .  „  „     3*1»     ,  .^  fl^t 

+2«i J?«:+4®Ä+4irÄ+2ca,  ^ 


in  welchcD  Gleichafigen,  der  Bequemlichkeit  wegen,  der  Zeiger  0  ' 
an  X,  y,  z  und  den  Koeffizienten  G,....R,  ü,,,..<Sl  weggelassen 
wurde. 

Wäre  der  auAngliche  Zustand  nicht  der  des  natürlichen  Gleich- 
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gewicbto»  sondern  der  eines  nnter  dem  Einflasse  Süsserer  Kräfte 
($.  II.)  entstandenen  Gleichgewichts »  und  es  bestände  fiir  dieses 
Gleichgewicht  immer  noch  die  im  Obigen  angenommene  Symme- 
trie  der  Anordnung»  so  würden  die  Gleichungen  (7)  fär  den  neueo 
Gleichgewichtszustand  gelten,  wenn  X,  Y,'Z  die  Seitenkräfte  nur 
derjenigen  Kräfte  bezeichnen«  welche  neu  hinzugelcommen  sind» 
und  man  r^  x,  y^  z  auf  den  ersten  Zustand  bezöge.  Wäre  der 
zweite  Zustand  entstanden  in  Folge  von  Einwirkungen  äusserer 
Kräfte  bloss  auf  die  Oberfläche»  so  hätte  man  in  (7)  die  Grossen 
X9  F,  Z  wegzulassen. 

Begnügt  man  sich  mit  einer  Näherung,  die  mit  r'  schltesst, 
so  nahmen  die  Gleichungen  (7)  folgende  weit  einfachere  Form  an: 

(7') 

(G+i)S+(»+i?)p+(J+0)P  +2ßa^  i-2<?^+^=«' 

immer  natflriicli  unter  den  obigen  Voraussetzungen. 


IV. 

Besondere    Charakterisirung   des   natürlichen   Gleich« 
gewich  tszus  tan  des. 

Seien  ilf ,  m  wieder  die  Massen  zweier  Moleküle,  deren  Ent- 
fernung Vq  im  natürlichen  Gleichgewichtszustände  ist,  so  dass  ihre 
gegenseitige  Einwirkung  durch  MtnfXjr^^  angedeutet  werde.  Ist  nun, 
wie  angenommen,  der  ganze  Körper  im  natürlichen  Gleichge- 
wichte, so  wird  eine  (unendlich  kleine)  Ausdehnung,  parallel  der 
Axe  der  o;  möglich  sein.  Nach  dem  Prinzipe  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten muss  sodann  die  Gesanimtarbeit  dieser  Ausdeh- 
nung Null  sein.  Waren  Xq^  Xq-\- ^x^  die  (nach  x  gerechneten) 
Abscissen  von  M  und  m,  so  werden  sie  nunmehr  x^  -|-  zxq^ 
Xo -f  JXf^  4-  ^0  +  ^^^0  061" 9  ^^"°  ^  konstant,  aber  unendlich  klein 
ist    Ist  ro4-^  die  neue  Entfernung  Mm 9  so  ist: 

r«*=z/:ro*  +  ^yo*+^^*»    (ro  +  P)»=(^^o+«^aro)»+^yo*+^^'. 
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da  Q  und  t  sehr  klein  sind.  Wir  wollen  nun  im  Allgemeinen  die 
Frage  stellen 5  welches  die  Arbeit  «zweier  Atome  ist«  die  ihren  Ort 
ändern«  anlanglich  in  der  Entfernung  r^,  endlich  in  der  Entfernung 
Vi  sich  befinden.  Sei  r  eine  Zwischenlage,  so  ist  Mmf(r)  die 
wirksame  Kraft,  die  nach  der  Richtung  der  yerbindenden  Geraden 
geht,   mithin  ßlmf(r)dr  das  Element  der  Arbeit,    die  (jesammtar- 

beit  also  /       Jtimf(r)dr.    Zunächst  ist  aber  hierri— ro=p,  und  q 

selbst  unendlich  klein;  mithin  ist,  innerhalb  der  Gränzen  der  In- 
tegration, f(r)  als  konstant  =/'(ro)  anxusehen,  und  die  Arbeit  ist 

J^mf(ro)Q  =  J^mfi^o)  •  -r-^ = -Sf m  j/(ro)  r©*  cos  X- 
"0 

Dehnt  man  dies  anfalle  Atome  aus,  und  nimmt  von  der  Summe 
die  Hälfte,  da  hiebei  jedes  Atom  zweimal  gezählt  wird,  so  hat 
man  die  Gesammtarbeit    Da  diese  Null  sein  muss,  so  erhält  man: 

£ZMmf{r^)ro cos«öo  =  0,    2i:Mmf(ro)ro cos%  =  0, 
I!i:Mmfiro)roCOB^o=0; 

woraus  durch  Addition 

£2;Mmf(ro).ro  =  0, 

(wo  die  zwei  folgenden  Gleichungen  in  derselben  Weise  erhalten 
werden  wie  die  erste.) 

Ist  aber  der  Körper  homogen  und  nicht  unter  der  Einwir- 
kung irgend  welcher  äusserer  Kräfte,  so  wird,  wenn  in  (8)  zuerst 
die  Summation  fOr  ein  Molekül  vollzogen  wird,  d.  h.  wenn  man 
die  Grossen  ^f?i/l[ro)rocos*ao*"**  bildet,  jede  dieser  Summen  in 
der  Doppelsumnie  so  oft  erscheinen,  als  Atome  yorhanden,  sind. 
Daraus  folgt  fSr  homogene  Korper: 

^nif(ro)rQCos^€io  =  0,    2:wi/(ro)rocos%=0,         I 

(  (80 
-^m/(ro)rocos*yo=0»    £mfiro)ro=0,  J 

wo  das  Sunfcmenzeichen  dieselbe  Bedeutung  wie  In  §.  III.  hat 

Daraus  ergiebt  sich  endlich,  dass  in  den  Gleichungen  (7)  und 
(7')  nothwendig: 

G<,  =  0,    J5ro  =  0,    Jo  =  0  (9) 

ist.  (Das  Wesen  dieses  Beweises  rfihrt  yon  Professor  Redten- 
baeher  her.    Der  Sats  (8')  selbst  gehOrt  Poisson  su.) 
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V. 

Charakterisirung    irgend    welchen    GleichgewIchtszQ- 

standes. 

Wie  im  Vorstehenden  wollen  wir  annehmen,  die  im  Gleich- 
gewicht befindlichen  Moleküle  erleiden  Verschiebungen»  deren 
Projektionen  auf  die  Koordinatenaxen  seien  fOr  Jf : 

für  m  also: 

a+h(x+Jx)+/lff+Jy)+g(z+Jx),  a'+h\x+Ja:)+r(y+^y)+9'(z+Jz), 

a"  +  h"ix  +  Ja:)  +  r(y+Jy)+g''(z-\-Jz),        . 

wo  a,  af,....g"  unendlich  klein  sind.  Ist  r  die  anföngliche  Ent* 
fernung  von  ilf  und  m,  r+g  die  schliessliche,  so  ist,  wie  leicht 
zu  finden: 

^  i  -  {hJxH  f^xJy +gJxJz  +  h'JxJy  +f'Jy^+g'^yJz+h"JxJz 

+  rJyJz+g"Jz^]. 

Die  durch  die  Verschiebung  verursachte  Arbeit  ist  abermals 
Mmf(T)Q,  d.  b.,  wenn  man  wieder  Jx=rco8a  u»  s.  w.  setzt: 

Mmf{r)r  [A  cos  *a  +  /'cos  a  cos  ^  -f-  ^  cos  a  cos  y  -f  A'  cos  a  cos  y 

+f  cos^^+^'cos  ß  cos  y+A"cos  a  cos  y+f'coaß  cosy +^'cos*y]. 

Sumrairt  man  dies  für  den  Punkt  M,  so  ergiebt  sich  dafür,  unter 
den  in  §.  III.  gemachten  Annahmen  der  Symmetrie  der  Anordnung, 
auch  im  Falle  des  jetzigen  Gleichgewichts : 

2M[hG+f'a+9"J]> 

also  auf  den  ganzen  Körper  ausgedehnt  und  halbirt: 

h£MG+fi:MH+g"£MJ. 

Liesse  man  die  in  §.  111.  angenommene  Symmetrie  nicht  gelten, 
sp  hätte  man  statt  dieser  Grosse: 

(10) 

A  /  a" 

^22]Umf(r)co8*a+^S2MmrfXr)coBacoßßi-...+^2SM7nT/^^^^ 

Seien  X,  ¥.,  Z.die  Sdtenkr&fte  den  in  (xyt)  (d.  h.  in  JU)  auf  die 
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Einheit  der  Mause  wirlceoden  Kräfte»  so  ist  die  Arbeit  der  Resid- 
tireodeD  (auf  Jlf): 

MX(a+hx  +  fy-\-ff2)  +  Mr(a'  -t^hx+f'y+g'z) 

Dehnt  man  dies  auf  den  ganzen  Körper  aus,  und  begreift  also  auch 
die  etwa  auf  die  Oberfläche  einwirkenden  Kräfte  mit  ein,  so  ist 
die  Arbeit: 

aZMX  +  h£lUXaf  +  ....+  g'^SMZz.  (11) 

Man  muss  nun»  nach  dem  Prinzipe  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten, die  Summe  von  (10)  und  (11)  Mull  setzen.  Daraus  folgen 
aber  offenbar  nachstehende  Gleichungen: 

HMX^O,    -r^F=0,    -£JfZ=0, 

2M2Lv+i££Mmrf(r)eo8^a=0,   2]liry+l£21Umrf(r)coB^=0, 
ZMZz  +  \ZZMmTf\T)  cos«y  =  0, 

Zffly  +  i'272?5rmr/(r)cosorco8/3=0,    ZMYx -f  i2727j|fmr/(r)cosaco8/}=:0, 

2?»Jfi+ jX-SiWmr/ltr)  cosacosy  =  0, 

2:jfFi  +  42:Z?ilfmr/(r)cos/Jcosy  =  0,    ZMZx  +  lZ2;il/mr/tr)cos«cosy=0, 
£MZy^i££Mmrf{T)co%ße(my^O. 

Aus  diesen  Gleichungen  zieht  man  leicht: 

-£iifz=o,  i:äf=o,  2:äz=o, 

i:j|fjry— 2?^Far  =  0,  -TilfJfx— £^Zj:=:0,  ZMYz- 2MZyz=:Q, 

welche  sechs  Gleichungen  diejenigen  sind,  die  die  gewöhnliche 
Statik  aufstellt.  Sie  zeigen,  dass  die  äussern  Kräfte  für  sich  im 
Gleichgewichte  sein  mfissen,  gleichgiltig,  ob  die  innern  Kräfte  be- 
achtet werden  oder  nicht,  so  dass  die  gewöhnliche  Statik 
in  ihrem  Rechte  bleibt,  wenn  auch  die  innern  Kräfte 
vorhanden  sind. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Gleichungen  (8')  ans  obigen 
Gleichungen,  unter  den  Voraussetzungen  des  §.  IV.,  wieder  her- 
vorgeben. Man  hat  übrigens  fOr  homogene  Körper  im  Allgemei- 
nen, wenn  sie  im  Zustande  des  naturlichen  Gleichgewichts  sind: 

2:mrfl/(ro)cos«iKo=0,  -£mro/(ro)eo»«/?o=0,  -2:iiirfl/(ro)cos^o=0> 
ZwT^T^coBo^cosßQ^O,    Zmrofiro) coaa^coaYo^O,        (12) 
^mrcfiro)  cos  ßo  cos  /o  =^  0. 

Tbsii  x\m.  21 
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VI. 

Bestimmung  des  Ausdehnungs-KoefricienteD. 

Wir  denken  uns  in  einem  Zustande  (der  z.  B.  Gieichgemcbt 
sein  mag)  ein  unendlich  kleines  reclitwinklicbes  Parallelepiped, 
dessen  an  einander  stossende  Kauten  da:,  hy,  dz  seien,  so  dass  der 
betreffende  Eckpunkt  durch  den  Punkt  {Xyy,z)  gehe.  Allerdings 
sprechen  wir  damit  aus,  der  Körper  sei  als  eine  stetig  zusam- 
menhängende Masse  (Kontinuum)  anzusehen,  da  sonst  nur  Mole- 
knlarsysteme  angenommen  wurden  und  nicht  unendlich  kleine 
Parallelepipede.  Allein  die  Vorstellung  einer  Ausdehnung  oder  Ver- 
dichtung hängt  mit  der  Vorstellung  eines  Kontinaunis  so  enge  zu- 
sammen, dass  die  eine  ohne  die  andere  keine  rechte  Klarheit  hat. 
Uebrigeos  mag  man  sich  den  KOrper  wie  immer  aus  seinen  Ele- 
mentarbestandtheilen  zusammengesetzt  denken,  immerhin  wird  man 
die  nachfolgenden  Erürterungen  auf  ihn  anwendbar  linden»  wenn 
man  sich  seinen  Raum  durch  eine  stetig  vertheilte  Masse  erfüllt 
denkt»  die  an  den  Punkten»  wo  die  Atome  sieb  befiodeo»  sich 
verhält  wie  der  Kürper  selbst. 

Es  erleide  nun  (taf.  VI.  Fig.  2.)  der  Punkt  M(x,y,z)  die  sehr 
kleine  Verschiebung,  deren  Projektionen  |,  v,  f  sind.  Man  wird 
nun  als  Projektionen  der  Verschiebungen  erbalten: 

von  M:    S,  v,  f; 

„     ]U':   g+|8x.    v  +  ^dx.  t+gso:; 

»  p'--  ^1%+!^'  «+1«*+^''  f+l^+ia^' 
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Bereits  in  §•  111.  ist  angegeben  worden,  dass  ^f,  ^v,  J^  der 
Art  aiod^  dass  man  ihre  bubern  Dimensionen  Ternacht^'ssigen  kann. 

Daraas  folgt»  dass  man  die  hubern  Üimensionen  von  ^>  ^,u.8.w.y 

gegenüber  den  ersten,  ebenfalls  wird  vernachlässigen  dürfen.  Daraas 
folgt  weiter,  dass  die  neue  Linie 

ist    Eben  so  hat  man  für  die  neue  Linie: 

Demnach  ist  im  neuen  Zustande: 

MJa'z=zPP"z=.NN'=P'N",   MP=,M'P"  =  1SP'=N'N", 
M]S=PP'z=iM'N'-P"N", 

d.  h.  der  Elementarkörper  ist  im  neuen  Zustande  noch  immer  ein 
Parallelepiped. 

Die  neae  Seite  MM'  macht  mit  den  Azen  Winkel,  deren  Cosinos 
sind: 

dx    .,  ■  8£.        8ar    dv         dx    8t. 
MM'^^^dJ'    MM'dx'    MM' ix' 

eben  so  (Br  die  neue  Linie  MP: 

Jl/>8y'    MP^^^d^'    MPdy' 

ist  der  Cosinus  des  Winkels  beider  Linien  t    ' 

21' 
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85      8t» 
Sff'^dx       _8g     8v 


wenn  man  obige  Vernacblässigungen  znlässt.    Aber*  ö~  +  ^    i^t 

verscbwindend  klein,  dieser  Cosinus  ist  also  Null»  d.  b.  die  Linien 
steben  auf  einander  senkrecht.  Man  scbliesst  bieraus,  dass  das 
neue  Parallelepiped  nocb  rechtwinklich  ist.    Sein  Inbalt  ist: 

(8:r+|8^)(8y+|8y)(8z  +  |8*)=8^,8.[l  +  §  +  |  +  |fl. 

Daraus  folgt  endlieh»  dass  mau  für  den  Ausdebnungs-Koef* 
fizieuten  &  bat: 

Fällt  S  positiv  aus,  so  hat  man  Ausdehnung;  fallt  es  negativ  aus« 
Verdichtung. 


VII. 

Bestimmung  der  auf  ein  Element  Statt  findenden  Pres- 
sungen. 

Denken  wir  uns  eine  durch  ein  Molekül  M  gebende,  auf  der 
Aze  der  o*  senkrecht  stehende  Ebene,  in  der  wir  uns  ein  sehr 
kleines,  M  enthaltendes  Flächenelement  a  denken  wollen.  Seien 
X,  y,  z  die  Koordinaten  von  M\  seien  weiter  m,  m',  m",....  eine 
Reibe  von  Molekülen,  die  sämmtlicb  auf  derjenigen  Seite  der 
Ebene  liegen,  die  nach  den  positiven  x  gewendet  ist  (also  aus- 
serhalb der  Ebene);  i?t|,  Tif^,....  seien  Moleküle,  die  auf  der  ent- 
gegengesetzten Seite  der  fraglichen  Ebene  liegen.  Auf  das  Element 
c  errichten  wir  einen  senkrechten  Zylinder,  dessen  Höhe  h  gros- 
ser sei,  als  der  Halbmesser  der  Wirkungssphäre  des  Moleküls  ilf 
(d.  h.  als  diejenige  Entfernung,  bis  auf  welche  hin  die  Wirkung 
noch  merklich  ist).  Diese  Hube  sei  gegen  die  negativen  x  hin 
gerichtet;  das  Volumen  des  Zylinders  ist  eh. 

Die  Gefammtwirkung  nun  aller  Moleküle  m,  m',....  auf  alle 
in  dem  Zylinder  enthaltenen  Moleküle  macht  die  auf  a. wirkende 
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Pressnog  aas.  Dieselbe  wird  übrigens  nur  dann  Pressung 
genannt  werden,  wenn  sie  nach  der  Seite  der  negativen  x  hin  ge- 
richtet ist»  Zug  im  entgegengesetzten  Falle.  Wäre  sie  nach  der 
Richtung  von  c  selbst  gerichtet ,  so  wflrde  sie  bloss  ein  Gleiten 
des  Elements  verursachen  wollen. 

Diese  Gesammtwirkung  nun,  bezogen  auf  die  Einheit  der  Fläche, 
sei  P\  ihre  Seitenkräfte  nach  den  drei  Axen:  A,  B^  C,  so  dass 
Ptf,  A^^  Ba,  Ca  die  betreffenden  Grossen  für  a  sind.  Wir  mos- 
sen  uns  dabei  freilich  denken,  die  Moleküle,  welche  die  Ebene 
einschliesst,  seien  durch  starre,  unveränderliche  Gerade  verbun* 
den  mit  denen,  die  auf  ihren  beiden  Seiten  liegen.  Man  über* 
sieht  hieraus  schon  wieder,  dass  man  ein  anschaulicheres  Bild 
erhielte,  wenn  man  den  Korperraum  als  stetig  erfüllt  ansehen  wdrde. 

In  so  ferne  a  sehr  klein  ist,  wird  man  wohl  annehmen  kön- 
nen, uro  AI  herum  hätten  alle  Moleküle  gleiche  Masse  und  seien 
gleichmässig  vertheilt.  Bei  der  von  uns  vorausgesetzten  Homoge- 
neität  wird  diese  Annahme,  in  so  weit  sie  im  Nachstehenden  he* 
nützt  ist,  nichts  Unpassendes  enthalten.  Bei  Körpern  von  drei 
senkrechten  Elastizitätsaxen  (§.  III.)  wird  man  die  Axen  der  Koor- 
dinaten parallel  denselben  wählen  und  somit  der  eben  ausgesproche- 
nen Bedingung  genügen. 

Stelle  nun  (Taf.  VI.  Fig.  3.)  /  die  durch  M  gehende  Ebene  dar; 
//,  ///  seien  mit  ihr  parallel  und  stehen  gleich  weit  von  ihr  ab. 
Sei  m  ein  Molekül  in  //,  Mm=zr,  a  der  Winkel,  den  Mm  mit  der 
Axe  der  x  macht,  rcosa  =  d,  so  ist  ö  die  Entfernung  der  Ebenen 
/  und  //,  mithin  konstant  für  alle  in  //  liegenden  Moleküle*  Ist 
nun  weiter  m'  ein  Molekül,  das  zwischen  /  und  //  liegt,  so  wird 
man  in  dem  zwischen  /  und  ///  liegenden  Stücke  des  oben  ge« 
nannten  Zylinders  ein  Molekül  JU'  aufGnden  können,  so  gelegen, 
dass  üfm' cos a'=:d,  wenn  a'  der  Winkel  ist,  den  ill'm'  mit  der 
Abszissenaxe  macht.  (Es  giebt  deren  viele,  säromtlich  gelegen 
In  einer  durch  M'  gehenden,  mit  /  parallelen  Ebene.)  Sei  nun  n 
die  Anzahl  der  Moleküle,  die  in  dem  zwischen  /  und /// liegenden 
Zylindertheile  enthalten  sind,  so  wird  man  für  jedes  derselben 
eine  zwischen  /  und  //  liegende  Ebene  erhalten  können,  die  pa- 
rallel /  ist  und  von  ihm  in  der  Entfernung  ö  liegt.  Die  Gesammt- 
wirkung aller  in  dieser  Ebene  liegenden  Moleküle  auf  das  betrach- 
tete ist  offenbar  gleich  der  Gesammtwirkung  aller  in  //  liegenden 
auf  JH. 

Diesen  Satz  wollen  wir  nun  zur  Berechnung  der  Grössen 
A<t  n.  s.  w.  anwenden»  Zu  diesem  Behufe  denken  wir  uns,  wenn 
9  den  Halbmesser  der  Wirkungssphäre  bedeutet,   von  /  aus  nach 
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rechts  und  lioks  hin  parallele  Ebenen-,  die  In  unendlich  kleiner 
Entfernung  e  von  einander  liegen.  Dia  Anzahl  derselben  sei»  links 
und  rechts,  je  gleich  s\  die  links  liegenden  sollen  mit  ///f,  itl^,.^ 
...,  ///«;  die  rechts  mit  //, ,  /A^,....,//«  bezeichnet  iverden:  zugleich 
ist  SS  =  Q,  Die  Ebenen  ///  theilen  den  Zylinder  in  unendlich  viele 
Stück^  und  man  kann  offenbar  annehmen,  dass  die  innerhalb  jedes 
dieser  Stückchen  liegenden  Moleküle  in  der  betreffenden  Begrän- 
zungsebene  liegen.  Bezeichnen  uir  mit  Tq  die  Entfernung  irgend 
eines  in  der  Ebene  /  liegenden  Moleküls  von  M,  mit  Oq  den  Win- 
kel, den  Tq  mit  derAxe  der  x  macht;  mit  r^  die  Entfernung  irgend 
eines  in  der  Ebene  //^  liegenden  Moleküls  von  ilf,  und  mit  «x 
den  Winkel,  den  r,  mit  der  Axe  der  x  macht  u.  s.  w.,  so  wird 
man,  da  die  Anordnung  der  Moleküle  rechts  von  /  mit  der  links 
von  /  übereinstimmt,  leicht  übersehen,  dass 

ins.  m/IJro)  cos  a^  +  MS.  mf\ri )  cos  a^  + ....  +  MS .  mfixt)  cos  oc» 

die  Wirkung  sämmtlicher  Moleküle  rechts  von  /  auf  M»  zerlegt 
nach  der  Axe  der  x,  angiebt,  wenn  das  Zeichen  iS  sich  jeweils 
auf  die  in  einer  Ebene  befindlichen  Moleküle  bezieht.  Seien  nun 
^0»  ^19  n^*"">  n*  die  Anzahl  der  innerhalb  des  Zylinder»  zwischen 
/  und  bezüglich  /,  ///| ,  lii^,.,,.,  illg  liegenden  Moleküle,  so  lie- 
gen davon  in  den  Ebenen  /,  ///i,  Ill^f....^  lih  jeweils  »0,  »i— »o» 
«2~'Wi,....,  n%  —  w«— 1.  Jedes  der  n^  Moleküle  in  /  erleidet  die- 
selbe Wirkung,  wie  J/;  die  Gesammtwirkung  aller  rechts  von  / 
liegenden  Moleküle  auf  alle  in  /  liegenden  Moleküle  <les  Zylinders 
ist  mithin  (zerlegt  nach  der  Axe  der  x)\ 

n^il/[S.OT/i;r„)cos  a^+ S.  iw/(r,)cosa,+Ä.  m/(r  Jcoscf,+...+ Ä.m/(r,)cosflf J. 

Betrachten  wir  nun  die  in  Uly  liegenden  Moleküle,  so  werden 
sie  von  den  in  //«  liegenden  keinerlei  Wirkung  erleiden,  wohl  aber 
von  den  in  /,  //j,  //a,....  //«~i.  Nach  dem  eben  Auseinanderge- 
setzten wird  die  Gesaromtwirkung  auf  eines  derselben  dieselbe 
sein,  als  wenn  es  in  M  iMge  und  auf  dasselbe  die  in  //|,  II^,,,.,  //« 
liegenden  Moleküle  bloss  ihre  Wirkung  ausübten.  Somit  ist  die 
Gesaromtwirkuog  auf  alle  (zerlegt  nach  der  Axe  der  x) : 

M{ni  —  nQ)[S.mf(r i)  cos  a^  +  S.mf(r^  cos  0^+. .,.  +  Smf(rM)co8as}. 

Ganz  eben  so  ist  diese  Grosse  für  die  in  II2  liegenden: 

Jlf(ii2  — Wi)  [S.mf(r2)  cos aa  +  jS.ni/'(r3) cos «8 +....+  S.mf(r»)co8a^} 

u.    8.    w. 

Die  Addition  aller  dieser  GrOssen  giebt  offenbar  die  Grosse  As, 
die  man  sucht,   und  man  hat: 
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/ 

....  +  fi«$.m/(r«)co6or«]. 

Diese  Grosse  kann  man  offenbar  auch  dorch: 

MZZnmfXr)  cos  a 

bezeichnen,  wo  die  Sanimenzeichen  sich  auf  n  und  r  (wie  m)  be- 
ziehen und  man  dadurch  andeutet,  dass  alte  r  flQr  alle  rechts  von 
/  liegenden  Molekflie  zu  nehmen  sind,  wobei  jeweils  a  der  Win* 
kel  Ton  r  mit  der  Aze  der  x  bedeutet  und  m  die  Masse  des  be- 
treffenden Moleküls  ist;  dabei  ist  unter  n  jeweils  die  Anzahl  Mo* 
lek de  verstanden,  die  sich  zwischen  /  und  der  durch  das  betreffende 
MolekGl  mit  /  parallel  gelegten  Ebene  beOnden,  wenn  man  diese 
Ebene  links  Von  J  in  gleicher  Entfernung  wie  vorhin  legt  und  nur 
die  Moleküle  innerhalb  des  Zylinders  beachtet.  Sind  ß,  y  die 
Winkel  von  r  mit  den  Axen  der  3^,2*   so  bat  man  offenbar: 

A0=Mi:£mnf{r)co»a,    Ba=MZ2mn/[r)coaß»  ) 
Ca = MZErnnflr)  cos  y.  I 


Was  nun  n  anbelangt,  so  kann  diese  Grosse  auch  anders  1 

gedrückt  werden.     Sei  nämlich  St  die  Summe  der  Massen  aller 

Vi 
Hoiekflie  in  dem  Zylinder,  d  seine  Dichte»  «o  ist  d=-i  (so  dass 

also  d  die  in  der  Einheit  des  Volumens  enthaltene  Masse  bedeu- 
tet); da  h  die  Hohe  des  Zylinders,  so  ist  die  Samme  der  Massen 

aller  Moleküle  in  einem  Stucke,  dessen  Hohe  4  gleich  "x.  =~r~^^^^' 

Da  dieselbe  aber  :=znM  ist  (wenn  n  den  der  Ebene  in  der  Ent- 
fernung /  entsprechenden  Werth  bedeutet),  so  ist  also  7tJi;=<T/d, 

cK      cd 
n  =  -ig=='^.rcosa,  wobei  0,  d,  M  konstant -sind.    Daraus  folgt 

endlich : 

A=ö£nnf(r)co9^a,  B=öl!mrf(r) coßacoaß,  C=8Smrf(r)coBaco9^. 

Wie  bemerkt,  bezieht  sich  das  Zeichen  £  nut  auf  die  rechts 
von  /  liegenden  Moleküle  (in  ihrer  Wirkung  auf  ilf);  will  man,  wie 
früher,  dieses  Zeichen  auf  alle  rings  um  M  liegenden  Moleküle 
aosdeiinen,  so  hat  man  ganz  offenbar:' 

A:=^K  2mrf(r)  cos  *« ,    i?  =ö-  Emrf(r)  cos« cOiS  ß , 

^9  ■       \   .■    ■      }      (15) 

C=  2  Emrfir)  cos  «  co«  y ; 
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oder»  wenn  man  liebtof  will : 

AJ^Smfi,)^,    BJ^Zmm-J^>    C=|2:«./(r)^.  (16') 

Wie  bereits  bemerkt,  sind  dabei  die  Elastizitätsaxen  als  Koordi- 
nateoaxen  gewählt. 

Deckt  man  sich  eben  so  durch  M  gehende,  auf  den  Axen 
der  y  und  %  senkrecht  stehende  Ebenen»  und  bezeichnet  mit 
A\  B',  C\  A'\  J5",  C"  die  SeitenkrSfte  der  auf  ein  Element 
wirksamen  Pressungen»  bezogen  auf  die  Einheit  der  Fläche ,  so 
hat  man  eben  so : 

A'^2  ^^^fir)  cos  «r cos  /?»    *'  =  2  ^^^f(^^  ^^^  ^ß  * 


C  =  £mrf{r)coaßcoay; 
A"  =2  ^in^f(T)  cos  a  cos  y ,    Ä"  =  a  2mrf{r)  cos  ß  cos  y » 


(lö) 


C"=  2;mrAr)  cos  «y. 

Man  hat  somit  immer: 

A'^B,    A"^C,    B'^C.  iyj) 

Die  Kräfte  A^S  ^  C"  sind  normal  auf  ihre  Ebenen  gerichtet»  die 
andern  tangential. 

Ist  der  Kurper  im  natürlichen  Gleich gevrichtszustan de»  so  ist 
(§.  IV.)  jede  der  so  gefundenen  Pressungen  Null»  wie  zu  erwar 
ten  war. 


vni. 

Fortsetzung    der   Bestimmung   der  Pressungen»    wenn 

der  Kurper  vom  natfirlichen  Gleichgewichte  aus  durch 

Verschiebung  seiner  Moleküle  in  einen  andern  Zustand 

versetzt  wird. 

Sei»  anter  dieser  Voraussetzung»  ^^  die  im  natfirlichen Gleich- 
gewichtszustande in  M  herrschende  Dichte;  S»  v»  f  die  Verschie- 
bungen von  M  nach  den  Axen»  d  die  schliesslich  hemchende 
Dichte»   80  ist  nach  (15'): 
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+  r,F(ro)co8»/J,^i;+r,PCr„)co8«/J.co8y,^ 
+2r,^(ro)cosM«; 

+roF(ro)  co82/J^  cosy^-iv 

+roF(ro)coß|JoCos«yo^5+»-o'<'Wco8Mt 

■\r^f(ro)oosy^Jv; 

+  2roi(ro)co«yo'«^f; 

iiv =ro  cos  «0  g^  +  »"o  cos  Po  ^  +  ^0  cos  yo  g;^ ' 
z/tr=roCOsa,g^  +roC08^o  g^"  +roCoeyog— • 

Setzt  man  diese  Werthe  ein,  macht  dieselben  Voraussetzon- 
gen  wie  in  §.  III.,  und  lässt  sogleich  G^,  H^s  Jo  weg  (§.  IV.),  so 
erhält  man : 

Zugleich  1»t  (§.VI.): 

Setzt  man  dies  in  obige  Werthe  ein  und  vernachlässigt  die  hohem 
DimensioDen  der  Differentialquotieaten  (§.  VI.),  so  erhält  mao  endlich: 
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Nimmt  man  nicht  an,  der  anfängliche  Zustand  sei  der  des  natCr« 
liehen  Gleichgewichts,  dagegen  ein  solcher,  in  welchem  flie  io 
{.  Hl.  vorausgesetzte  symmetrische  Anordnung  Statt  findet ;  bezeich* 
Bct  i  alsdann  die  Dichte  im  Punkte  (o;,  y,  z)  im  ersten  Zustande» 
80  erhielte  man: 

fi=a[(fl+Ä)|+{G+Ä)g^],  G=a[(/+e)|+(G+e)|] u 
A'=B,  >B'=*[«+«(^-S-|)+i«fa^+Äa|+/>l4(ifl) 

Behielte  man  die  Dichte  ^^im  neuen  Zustande  bei,  so  hätte  man: 

^=^[(?+(2«+l)|+ä|+o|], 

A'=B,    Ä'=^[Ä+Äg  +  (2Ä+iIf)|+p|].        |(19') 
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IX. 

Bestiminnng   der    Pressuogen  auf   irgend    eine  durch 
einen  Punkt  gelegte  Ebene  für  einen  isotropen  Kör- 
per,   (§.  I.) 

In  §.VIIL  wurden  die  Pressungen  bestimmt,  welcheStatt  finden 
in  drei  Ebenen,  die  durch  den  Punlct  {Xf  y,  z)  gehen  und  auf  den 
Koordinatenaxen  senicrecht  stehen.  Wir  Hollen  nun  aber  anneh- 
men, man  lege  irgend  eine  andere  Ebene  durch  denselben  Punlct, 
und  uns  die  Frage  stellen,  ob  man  die  auf  dieselbe  ausgeübten 
Pressungen  ebenfalls  noch  bestimmen  kunne.  Dabei  setien 
wir  den  Kurper  als  isotrop  voraus  und  nehmen  an,  im 
Falle  das  anfängliche  Gleichgewicht  nicht  das  natürliche  war,  die 
Bedingungen  des  Isotropismus  seien  für  dasselbe  noch  erfüllt 
Unter  dieser  Annahme  werden  wir  beweisen  (§.  XL),  dass 

P=Q  =  Ä,    L=irf=:iV=3P,  (20) 

welche  Beziehungen  wir  sofort  nun  einführen  wollen* 

Denken  wir  uns  nun  durch  den  Punkt  Xf  y,  x  eine  Ebene 
gelegt,  so  wird  die  eine  Seite  derselben  nach  den  positiven,  die 
andere  nach  den  negativen  x  gerichtet  sein.  In  diesem  Punkte 
(M)  errichte  man  eine  Normale  auf  dieselbe  und  zwar  nach  erster 
Seite  hin;  dieselbe  mache  mit  den  durch  M  mit  den  positiven 
Koordinatenaxen  parallel  gelegten  Geraden  Winkel,  deren  Cosinus 
a,  /},  /  seien,  wo  diese  Winkel  immer  der  Art  sind,  dass  a=], 
wenn  man  die  Ebene  so  dreht,  dass  sie  auf  der  Axe  der  x  senk- 
recht steht,  und  dieselbe  Seite  den  positiven  j?  zuwendet  wie  vor- 
hin u.  s.  w. 

Durch  den  Anfangspunkt  lege  man  nun  ein  neues  rechtwink* 
liebes  Koordinatensystem  der  x' ,  y' ,  z%  so  dass  die  Axe  der  or' 
parallel  der  so  eben  bestimmten  Normale  und  gleich  gerichtet  mit 
ihr  sei.  Sind  V »  ^  y  H  die  Verschiebungen  von  M  parallel  den 
neuea  Axen,  A' y  B',  C  die  Werthe  von  J,  ß,  C  für  die  neuen 
Axen/so  hat  man  nach  $.  VIIL,  da  das  neue  System  den  dorti- 
gen Bedingungen  noch  entspricht: 
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Daraas  ergiebt  sich  nun»  .wenn  man  (30)  und  die  Relationen 
«wischen  a».«.«,c:  beachtet: 

+  (aß  +  ab)  ^+26^1  +  (ßc  +  by)  g  +(«/ +  «c)§ 

+2|.ij|+(By+i?f)|+(ay  +  «c)g+(^c+ay)|+2yf  !]=§-'. 

Parans  ergiebt  sich  leicht: 

aA'  +  aß'  +  aC'=aA+ßB+yC.       * 

Nun  ist  aber  tfA'  +  aB'  +  aC  offenbar  die  Seitenkraft  der  Pres- 
sang  aaf  die  neue  Ebene,  zerlegt  nach  der  Axe  der  a;  heissen 
also  Ai,  Bi9  Ci  die  Seitenkrfifte  dieser  Pressung»  nach  den  Axen 
der  Xy  ffy  z,  so  hat  man  endlich: 

B,=aA'+ßB'  +  yC\  j   (21) 

Vermittelst  dieser  Formeln  und  denen  des  §.  VIII.  kann  man 
nun  die  Pressung  auf  jede  Ebene  darstellen.  Man  wird  diese 
Formeln  benutxen  mfissen,  um  bei  Kräften,  die  auf  die  Oberfläche 
wirken  (§.  HL)»  <^i®  besondern  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
darzustellen. 

Wir  haben  allerdings  sehr  spezielle  Annahmen  fiir  die  Be- 
schaffenheit des  Kurpers  gemacht  Es  wSre  übrigens  nicht  gerade 
schwer,  allgemeiner  zu  verfahren,  wenn  man  in  §.  Vll.  die  ßedin* 
gong  der  symmetrischen  Anordnung  nicht  aufnehmen  wfirde;  die 
Formeln  würden  dadurch  aber  eine  Weitläufigkeit   erhalten,   die 
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wir  T^rflieideti  woHten.  In  BcKiigaaf  die  ekn  berfibtt»  Anwe»» 
duDg  der  FormelD  (21)  ivird  man  in  folgender  Weise  verfahri^Q: 
Hat  man  nach  §.  111.  die  Grossen  £,  v,  ^  als  Funktionen  von  x,  y,  % 
gefunden 9  so  wird  inan  nach  §.  YIII.  und  (21)  die  Pressungen  be^' 
rechnen j  die  in  jedem  Elemente  der  Oberfläche,  in  dem  nook 
Süssere  Kräfte  wirken,  herrschen  mtissen,  und  sie  diesen  äussern 
Kräften  (bezogen  auf  die  Einheit  der  Fläche)  gleich  setzen «  wodurch 
die  nOthigeo  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  willkiibrlichen  Grös- 
sen erhalten  werden. 


Geometrische  Konstruktion    der   Pressungen   auf  die 

durch  einen  Punkt  gelegten  ebenen  Elemente  ffir  einen 

isotropen  Körper. 

Die  Formeln  (21)  bestimmen  die  drei  Seitenkräfte  der  (auf 
die  Einheit  der  Fläche  bezogenen)  Pressungen  auf  ein  Element, 
dessen  Normale  mit  den  Axen  Winkel  macht,  deren  Cosinus  €c,  ß,  y 
sind.  Wir  wollen  uns  nun  zunächst  die  Frage  stellen ,  ob  die  so 
bestimmte  Kraft  senkrecht  stehen  könne  auf  dem  Element,  also 
mit  der  Richtung  der  Normale  zusammenfalle.  Denken  wir  uns, 
es  sei  dies  der  Fall,  so  rodssteD,  wenn  F  die  resultirende  Kraft 
wäre,  ihre  Seltenkräfte  «F,  ßF,  yF  sein.    Man  hätte  also  in  (21): 

aA  +  ßB+yC=:uF, 
aB+ßJB'+yC=ßF,  ^  (a) 
aC+ßC'+yC'—yF,^ 

wenn  man  die  Beziehungen  (17)  beachtet  Ist  es  non  möglich, 
aus  (a)  die  Grösse  F  zu  bestimmen ,  so  wird  es  also  auch  eine 
Kraft  geben,  deren  Richtung  auf  ihrem  Elemente  senkrecht  steht 

Darch  Eiiliiiiiatioa  voa  — «  —  ans  (a)  folgt  aber  bekaontlich  di« 
deichong; 

'   (b) 


— J8»(C"— F)  +25CC'=0» 


} 


(vergleiche  s.  B. :  „Vorlesungen  über  dib  Anwendungen 
der  Infinitesimalrechnung  auf  die  Geometrie  vonCancJhy, 
dentseh  Ton  Schnnse;  S.  191.  tL**),  welche  Gleichung  immer 
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drei  reelle  WnrselD  bat    Hat  man  bieraos  die  drei  Werthe  Ton  t 

gefundeh ,  so  geben  (a)  die  zugehörigen  Werthe  ron  - 1   ^    nnd 

m^n  .zieht  aus  a^  +  |^  +  )^=l  die  schliesslichen  Werthe  von 
tf*  /?»  y.  Man  schliesst  bekanntlich  ans  den  Gleichungen  (a),  da»s 
<^e  zugehörigen  Elemente  (Ebenen,  die  durch  (Wt^gz)  gehen)  auf 
einander  senkrecht  stehen. 

Hat  man  nun  diese  drei  auf  einander  senkrechten  Ebenen»  ver* 
mittelst  der  (a),  bestimmt«  so  wollen  wir,  indem  wir  den  betracb« 
teten  Punkt  (x,yfZ)  zum  Anfangspunkt  wählen«  die  Richtung  der 
Koordinatenaxen  mit  den  Normalen  auf  diese  Ebenen  zusamnaen- 
(allen  lassen.  Seien  nun  Fi,  t\f  F^  die  drei  (reellen)  Wurzeln 
von  (h),  so  wird  also  In  §.  VIII.: 

J=Fi,  JB=0,  CM),  i<'=0,  Ä'=Fj,  C'=dO,  ^'^ft  i?"=0,  C"=F^, 

wo  wir  die  Fi  entsprechende  Normale  zur  örAze  u.  s.  w.  gewählt 
haben. 

Für  ein  anderes  Element«  das  in  (21)  bestimmt  wurde,  ist  mithin : 

i<i=«Fi,    Bi^ßF^,    C\=yF„ 
demnach : 

Sei  nun  Fi*>Fa«>Fj«,  so  ist  immer  J^^-hAi^-l-Ci*  zwischen 
F|*  und  Fs^  enthalten.  Daraus  folgt  nun,  dass,  wenn  man  um 
den  jetzigen  Anfangspunkt  als  Mittelpunkt  ein  Ellipsoid  konstru- 
irt,  dessen  Halbazen  F^,  F^,  F^  sind,  jede  Pressung  auf  irgend 
eine  durch  den  Anfangspunkt  gehende  Ebene  durch  einen  Radius 
vector  dieses  Ellipsoids  dargestellt  werden  kann.  Wir  wollen  nun 
untersuchen«  welches  die  einem  bestimmten«  eine  Pressung  vor- 
stellenden Radius  vector  entsprechende  Ebene  Ist. 

Sei  also 

jp  +  ]^  +  J^=l  (c) 

die  Gleichung  des  Ellipsoids;  (a:',  y',  zf)  ein  bestimmter  Punkt 
seiner  Oberfläche«  r^  der  liach  demselben  gezogene  Radius  vector, 
so  stellt  r^  nach  Grösse  und  Richtung  die  Pressung  vor«  welche 
(bezogen  auf  die  Einheit  der  FIftche)  im  Mittelpunkt  auf  eine  noch 
zu  bestimmende  Ebene  ansgeöbt  wird.  Sind  a,  j3«  /  die  Cosinus 
der  Winkel«  welche  die  Normale  auf  diese  Ebene  mit  den  Axen 
macht«  so  ist«  da  x\  y*,  z'  die  Seitenkräfte  der  Pressung  r'  vorstellen : 

a'i=«Fi.    sTsr/JF,,    »'=yF,;    «=^,    /J=^.    y=^. 
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^^+fi 


'1 


'r»=;Oi  '■      ••  ■      •      :-'v 


oDd  Sie  ist  mithin  TSlIig  bekannt.  Diese  Ebene  HKift  aber,  n^ 
»an  sich  leicht  überzeugt,  parallel  mit  der  Tangentialebene  kni  di% 
Pt&che>  deren  Gleichung  ist  .      ;0 

■     •  •  ■  .....      J 

die  in  denjenigen  Punict  dieser  Fläche  gebogen  ist»  in  welchem 
dei  .verlängerte  Radius  r*  dieselbe  trifft. 

Die  FiSche  (d)  stellt,  wenn  F^,  F^,  F3  von  demselbenZeichen 
sind,  ein  Eilipsoid  Vor;  sind  aber  diese  Grössen  niehi  alle' von 
demselben  Welchen,  so  stellt  sie  zwei  Hyperboloide  (mit  eintem  odisr 

zwei .  Fächern)  vor,,  welche  durch  den  Asymptotehkegef 

•  •   '"  •  -  ■  .i        ,  . 

I 

geschieden  aind^  /   .   .     >    *. 

Wir  bemerken  noch,  dass  wenn  eine,  oder  die  andere  War- 
ze! von  (b)  positiv  ist,  sie  einen  Zug,  wenn  sie  negativ  ist,'  eine 
Pressung  vorstellt*}.  Denn  hätte  man:  zul^Ujg.  uf sprunglich  die 
nun  einoefuhrten  Axen  gevväblt,  so  würde  man  die ^  drei  Wertbe 
von  F  für  die  auf  den  drei  Elementen  des  §.  VlII.  ausgeQbten 
Pressungen  erhalten  haben,  woraus,  mit  dem  dort  Gesagten  zu- 
sammengehalten, die  Richtigkeit  der  Behauptung  folgt.  W^ir  wol* 
len  nun  die  einzelnen  Fälle  besonders  betrachten : 

1)    Die  drei  Wurzeln  von  (b)  sind  positiv.  , 

In  dlescm^Falle  stellen  i^,  F^,  F^  Uoss  Zflgewor  (AndrOdl^en 
des  Zylinders  in  §.  VH.  gegen  seine  Grundfläche).,  l^änvkpnstiiiipe 
nnn  die  zwei  £llipsoide 

und  lege,  Talld  man  wissen  will,  auf  welche  ^svch' den Mittelponkt 


*y  Wfr  nennett  beide,  '  der  Kürze  halber,'  Immer  Prewong»'  JTftf 
„Zvg*^  Itfinnie'msn  poHitive  PreB«oii|j[' ielseö  and  fsr  „Preftang**  dailA 
MgBtiV^-Prestdlff^.    -  •••..».;    fl:ji<   I.  .•;.'.   ..i    .       .    ^. 

Theil  XXIII.  aSI 
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gelegte  Ebene  ein  beetimmter  (gegebener)  Zog  ausgefibt  wird,  in 
das  erste  einen  Radius  rector,  gleich  dem  gegebenen  Zuge  (der 
zwischen  i^  und  F^  liegt,  wenn  Fi^F^^F^  und  in  demselben 
Maasse  wie  Fi  gegeben  ist),  bemerke  den  Punkt,  in  dem  er  das 
«weite  EUipsgifl  trifft  >  ziehe  in  demselben  eine  Tangentiai ebene 
aa  letzteres,  so  ist  dieselbe  parallel  mit  der  'gesuchten  Ebene. 
Der  Radius  vector  stellt  zugleich  die  Richtung  des  Zuga  vor. 
Wie  man  umgekehrt  verfahren  kann,  ist  klar. 

'  Eigentliche  Pressungen  kommen  in  diesem  Falle  (um  x,  y^  i 
herum)  nicht  vor.  Denn  gesetzt,  es  kämen  solche  vor,  so  mCisste, 
Wenb  man  stetig  fortschritte  bis  zu  einer  der  Halbaxen  den  ersten 
Ellipsoids,  diese  Pressung  in  einen  Zog  fibergegangen  sein;  beim 
Uebergang  hätte  man  weder  Pressung  noch  Zug,  d.,  h.  es  nifisste 
Ebenen  geben ,  In  denen  die  resultirende  Kraft  bloss  eine  tangen- 
tiale wäre.  Die  Richtung  derselben  läge  also  in  der  Ebene  und 
es  müssten  folglich  Tangentialebenen  des  zweiten  Ellipsoids  so 
liegen  können,  dass  der  zu  ihnen  gehörige  Pahrstrahl  in  ihnen 
läge»  was  nicht  möglich  ist 

2)    Die  drei  Wurzeln  von  (b)  sind  negativ* 
'  .  Man  konstruire  die  zwei  Ellipsotde 

lind  verfahre  ganz  wie  so  eben.    In  diesem  Falle  hat  man  bloss 
Pressungen. 

3)    Die  drei  Wurzeln  von  (b)  haben  nicht  dasselbe  Zeichen. 
Man  konstruire  die  vier  Flächen: 

so  wird  die  erste  ein  Ellipsoid,   die  zwei  andern  Hyperboloide, 
die  letzte  den  Asynpt»lenkegdi  derselben  vorstellen. 

Zeichnet  man  nun  wieder  in  dem  Ellipsoid  einen  Radios  vec- 
tor, so  «teilt  er  nach  Grosse  und  Richtung  einen  Zug  (oder  eine 
Pressung)  vor.  Die  z«  ibm  gehörige  Ebene  (auf  welche  er  aus- 
geübt wird)  ergiebt  sich  durch  die  Tangentialebene  ao  diejenige 
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der  drti  anden  PlSebeti»  f^elehe  von  ihm  getroffen  wird.  Trift 
dieser  Rftdiae  den  Kegel,  m>  föllt  die  Tangentialebene  ia  den 
FabrstraM ;  alsdann  ist  also  die  auf  das  ebene  Element  wirkende 
Kraft  bloss  eine  Tangentialkraft»  so  dass  der  Kegel  diejenigen 
Ebenenrichtongen »  in  .denen  Pressungen  Statu  inden,  tob  denen 
scheidet,  in  denen  Zug  Statt  findet.  Aqf  der  einen  Seite  bloss 
Pressung,  andererseits  bloss  Zug. 

Sind  nun  zwei  der  Wurzeln  von  (b)  positiv,  so  wird  das  ein- 
f&cherige  Hyperboloid  von  denjenigen  Fabrstrahlen  getroffen  wer- 
den» die  ZQgen  entsprecheni  ist  nur  eine  positiv»  Von  denen^ 
welche  Pressungen  darstellen.  Konstruirt  man  also  nach  der  an- 
gegebenen Weise,  so  stellt  der  FahrstraM,  wenn  er  das  einHiche- 
rige  Hyperboloid  trifft,  eine  Kraft  von  derjenigen  Art  vor,  von  der 
zwei  durch  (b)  gegeben  sind;  trifft  er  das  zweifacherige,  eine  der 
Art,  von  der  nur  eine  durch  (b)  gegeben  ist. 

Ist  eine  der  Wurzeln  von  (b) ,  z.  B.  F| ,  Null ,  so  gehen  die 
eben  betrachteten  Flächen  In  Ellipsen,  Hyperbeln  und  deren 
Asymptoten  über,  und  man  wird  leicht  die  Konstruktion  nun  fin- 
den können.  Sind  zwei  Null,  so  liegen  alle  Kräfte  in  derselben 
Geraden. 


XI. 

Beziehungen    zwischen    den    Koeffizienten    der    Glei- 
chungen (7). 

Wir  haben  in  §.  HI.  eine  bestimmte  Annahme  hinsichtlich  der 
Anordnung  der  Korpermolekule  gemacht.  Diese  Anordnungsweise 
wollen  wir  beibehalten,  also  die  Koordinatenaxen  purallel  de^ 
Elastizitätsaxen  gelegt  denken.  In  gewissen  Fällen  kann  nun  die 
Anordnung  der  Art  sein,  dass  rings  um  eine  oder  mehrere  det 
Elastizitätsaxen  hemm  dieselbe  ganz  gleich  sei,  also  nicht  mehr 
bloss  symmetrisch  wie  In  §.  lU. 

Setzen  wir  also  zuerst  voraus,  der  Körper  sei  der  Art,  dass 
er  uro  die  Axe  der  %  herum  nach  allen  Seiten  ganz  gleich  geord- 
net sei ;  alsdann  kommt  es  in  den  Summen  (6)  nicht  darauf  an^ 
was  a  und  /?  seien,  indem,  bei  konstantem  /,  alle  betreffenden 
Holekäle  in  einem  Kegel  liegen ,  dessen  Axe  die  der  %  ist..  4So* 
mit  ist  gewiss: 

C=a  h^M,  P^Q.  il=Ä  »=*«,  0^^>,  Mtszt,  »s:®,lB=>, 

22* 
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Ob  damit  aber  alle  Besiehinigen  erscbSpft  siodif  IflsÄt  B\t^  nicht 
eotscbeiden.  Wir  werden  desswegcn  folgenden  Weg  eniAchligen. 
Man  ändere  die  Lage  der  Axen  der  o?  und  y  beliebig,  lasse  aber 
die  der  %  vngeändert;  alsdann  dürfen  die  in  (6)  vorkominenden 
Grossen  ibre  Wertbe  nicht  ändern.    Setzt  man 

/ix  a     ^y  ^^ 

cos  er  =  — »    cosj5=:i— ^»'  co8y=:  —  i 

so  sind  dieselben: 

Gz=z\2mS{r)./1x'^,    H=ilSmf(r).Jy^,'  J=l2:m9(r)Jz'^,  vt.s.w. 

Istnan  tf;  der  (beliebige)  Winkel,  den  die  neue  Axe  der  x^ 
mit  der  der  x  macht,  so  ist 

/Ix'  ==  /fx  cos 'fp-y-  Ay sin  H> ,     Ay'  =  /ly cos  t/; — z/orsin  "ip ; 

also 

. »     Ax'^  =  -^a:*  cos  *^  +  ^AxAy  cos  ^  sin  ^ + Ay^  sin  ^  u.  ».  w. 

Nun  ist  aber:  2:mS(r),Jx'^=2mS(r)Ax'*,  u.  s.  fl  bleiben  alle 
Summen  der  Formeln  (6)  dieselben,  wenn  man  Jx',  Ay'  für  Ax, 
Ay  setzt.  Thut  man  dies,  so  erhält  man,  indem  man  sogleich 
die  Summen«  welche  ungerade  Potenzen  von  Ax,  Ay  enthalten, 
weglässt: 

GrrGcos^  +  aAnhlf, 

Ä  =  ÄcosV+6rsin^, 

L  =£»cos*i/;+6Äcos^sin^+^sin*t(;, 

ilf=ilfco8V+6Äcos*if;sin^+i8in*i/;, 

P  =  Pcos**/;  +  Qsin*tp, 

iO  =  Qcos>  +  Psin>, 

R = Äcos*i;;+Xcos^sin«i/;-4Äsln^cos«t/;+il!fsin«t|;cosV+  Äslo^, 
M=AcoB^  +  fcoa^6in^  +  Ti6\n^, 
3J  =  ]Bcos*^+i'cos*^sin*i(i  +  ilsin*if;, 
Diz=Dcos*^+«sin*if>,  * 

C  s=  Ccos^  t|- ICi  sin^, 

ß  s=  i!cos*i(;+6iIcos>sin^--4f  sin*!f;cos«^6]Bcos*^sin^+i^sinVi 
0= 0 cos «4^ -f  ]5y eo0^p0l1l*4^  Untcos^sin^ + ^ shi c^,  • 
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£  =  £co8V  +  Äs^*^» 

St=]ncosVH-^Pcos^8iD^tf;-|-08in^«co8^tf;— SHtcos^siii^ 
t  — 8Pco8*tf;sin^^+*co«V8>nV+6Wcos*i/;8in*^+p8iDV* 

9  =  Xcos  V  +  Cütcos  ^sln  V+  ®  »•»  V»  ^ 
(D  =  &C08  V  +  Aco8^8in^if;-|-)tsin^if;y 

9=:=Peo8^-^6IHcodV"tn^-f48inV<^»^~^<^o8^8in^    - 

— 8ttco8^sin*V;  +  <0^co8*VÄ>n**+öPcösV8fn*if;+OT8in*tf;, 

A=:<Stco8^'4;-f6®co6V^>D^~*^®<^0'9^fi'iDN'  +  61Ico8*i/;siii*'^ 

-1-^810^. 

Die8e  Beziehangen  sind  richtig,  was  auch  ^  sei.    Man  setze  also 
f=9^,  80  erhält  man: 

G=£r,  i=.w,  p=e,  ii=»,  D=ff,  0=*,  «=£,  in=p.  »:=®; 

welches  die  bereits  gefundenen  Beziehungen  8lnd.    Vermögt'  die* 
8er  Bezie|iung^n  werden  obige  Gleichungen  zu: 

L  ="L  (cos  V  +  8«n  V)  +  6Äcos>sin  V,- 

Ä  =  Ä(co6V— 4»>n*^cosV+««n*^)+2L8in*tf;co8V» 
iSiTzzA^  (co8*i/;  +  sin*ij;)  +  i^co8*i/;sin  V» 
fz=zf  (cos*i/;  — 4gih*t/;cos*t/;+8in*i(;)+12il8in*^cosV> 
(B>  =  O»  (cos  «1/;  +  sin  V)  + 15111  cos'if;  sin  ^ , 
in=:]n(cos^'^2co8^i^sin^^i4-8in  <^t/;)  +  (S-sin^^cos*!/;*      -.  *  '. 
11=11  (cos*i/;+««n*^)+®cos*^8inV» 
a=<B(cos*iJ;— 4cos^«in^  +  sin*i(;)  +  121lco8*^sinV' 
Mao  setze  hier  ^=45®,   so  hat  man: 

L=ZR,    S=2£l,    e=6m,    Ä=21I; 

welche  Bedingungen  die  sämmtüchen  Gleichungen  identisch  machen, 
was  auch  if;  sei.  ^Man  hat  also  in  diesem  Falle: 

»=*=5M,   Ä=£,  jn=P,   Ä=<J=iaL 
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Die  entoprecbenden  Be^«biiDgtn  i&r.deo*  Fall»  wens  die  Aam 
der  X  oder  y  an  die  Stelle  der  von  z  treten ,  sind  hieraus  leicht 
abzuleiten* 

Ist  der  Körper  isotrop ,   so  folgt  hieraus,  dass 

G=H=J,    L^Ht=,N,   P=Q^R,   il=5J=«,    \ 

D  =  2il,   0=5Ä,  «1=2»  ) 

ist,  so  das«  nur  noch  (?»  P,  M,-  »bleiben,  swischeo  welchta 
keine  Relation  besteht  Für  den  Fall  eines  isotropen  Korpers 
sind  nunmehr  die  (7): 

n.  s.  \v.,  welche  Gleichungen  man  unter  etwas  Qbersichtlicbere 
Form  bringen  kann,  wenn  man  beachtet,  dass  ($.  VI.): 


«_af  .»«.as 


ist,  und 


^    a^  .  a«t. .  a>M    _.  _.     s^.Phi  .  d*.Bht  .  a«.z)»» 


setzt: 


(G+/^D»i>+2Pg^  +  (Ä+Jt) Z>».  /)»t>+4».  i)«.g^4  F=  0,  }  (24) 
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Berechnung  der  Arbeit,  welche  nothwendig  iet,  einen 
Kurper  aas  dem  natörlichen  Gleicbgeifichtszastande 
in  einen  neueb  (verschobenen)  Zustand   filierzufd^reii. 

Seien' wie  fr§her  üf,  m  die  Massen  zweier  Melckfile^  r^  ih^^ 
dem  natürlichen  Gleichgewichtszastande  entsprechtndil  Entf^aiibg, 
rQ-h^  die  dem  neuen  Zustande  entsprechende,  so  ist  die  durch 
die  Verschiebung  beider  entwickelte  AWrkungsgrusse  (§.  IV.): 

To  O  O 

«Jfm[^/tro)  +  ^/'(ro)], 

wenn  man  die  hohem  Potenzen  von  ^  verwirft.  Summirt  man 
diese  Grösse  für  alle  um  M  liegenden  Punkte,    so  ergiebt  sich: 

MSmKr^  +  ?|mey'(ro).  (•) 

Summirt  man  nunmehr  die  Grosse  (a)  fflr  alle  Punkte  des  Kör* 
pers  (d.  h.  für  alte  Jf)  und  nimmt  voin  Ganzen  die  Hälfte,  so  er- 
hält man  die  Gesammtwirkungsgr5sse 

XSMZmAr^  +  \£MZm(/^r(T),  (b) 

welche  Ton  den  innem  Kräften  des  Systems  herriihrt 

Man  hat  nun  wieder  .  ) 

d.  h. 

und  wenn  man  der  Kürze  wegen  ^£cosa-f  ^t;cos/}-|-z^£cos/=:«  setzt: 

.-.  ,  (zg)H(^v)H(^ö^     ^ 
mithin 
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^  i  Wir.^tz.eii  »Voraus^,  dk^ki  §.  III*  erlÜSrte  Syrometrlii  Bek  An- 
ordnung bestehe  im  besten  Zustande',  so  dass  die  Summen,  weiche 
ungerade  Potenzen  der  Cosinus  enthalten ,  in  Wegfall  kommen. 
Die  Entwickelung  der  Grössen  4£>  4^,  ^i  ^ird  jetzt,  da  die  ersten 
Dimensionen  i^egfallen  werden,  h\s  zur  zweiten  gehen  mQsisen  in 

Bezug  auf  die  Diflerentialquotienten  a~,  u.  s.  w.  Daraus  folgt  zu- 
nSchst: 

'      +n)\^g;<^«»+g^cos/3+gjco8y^cop/? 

wo  man' die  uMehste  Dimension  hicht  sehreiben  wir^l,  4adeiii  .sie 
immer  ungerade  Potenzen  der  Cosinus  enthalten  würde,  Daraus 
folgt  (§.  IV.): 

=  '       •         2?mE/l[*'o)  =  0. 
Ferner  ist 

(zft)»  +  Vf )«  +  (^ö»=r«  [(§)*  C08  V  +  (D'cos  V  +d)*«:««V 

<  ^    .  .  ....       ISi      •  • 


+ 


wo  die  noch  hinzuzufugenden  Glieder  wieder  ungerade  Potenzen 
enthalten*  '*' 
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Endlich  ist  nan: 


Äcfet  rtimi  M«r'  RTt  Jg,  2/vy^8  Ihf©  WeHfe  (§IH1;),    »o  ergicfbt 

Somit   ist   die  von  .der  Verscblebung    von  jlf  herrühreode   Wir- 
kuDgsgr5ase:       ,  ,  ^  '\  ;        .        — 

Vergleicht  man  dieses J(le^u(tat  iiiU.<(len  Fprmeli)  (18) ,  so  über- 
zeugt man  sich  leicht,  dass  die  so  eben   erhaltene  Grosse  gleich 

ist    Somit  ist  die  Gesammtarheit  der  inneren  Kräfte: 

(26) 


■•  t<i*DiKI*D]|' 
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kt  der  neue  Zustand  abermals  der  eines  61eichgewidbts^>  ä6 
ist  diese  Grosse  gleich  der  Gesanuntarbeit  der  äusseren  Krifte. 


XHL 

Andere  Form  deiGleicbongen  d«s  Gletchg0wlehts  ib  $.10^ 

-  •  •  i 

Begnfigt  hian  sich  mit  den  Gleichungen  (T')  in  §.  III.,  was 

frobi  in  den  meisten  Füllen  Statt  finde«  wird»  so  kana  man»  «u« 

ter  Bezugnahme  auf  die  Formeln  (18) »   diesen  Gleichnngeo  eine 

etwas  veränderte  Form  geben»  die  zuweilen  nicht  ohne  Nutzen  bt 

SexwKW,  jr»  t  d(e  KeordinateD  des  Piknktes  M  im  iieoeii 
Zustande;  Xq,  y^t  Xq  \m  frühem»  so  ist 

St- 
und man  Icann  die  höbern  Dimensioneik  von  ^  n.  fs.  w.  venifch- 

lässigen.    Daraus  folgt»   dass 

S^      hx '  ^xl     By  (Sxl      dz  dxo  * 

da  £»]  Vw  i  offenbar  Fufiktioaex^  vop  x»  y,  i  sein  ^efden  und  ^^i  v^  % 
von  äTo»  yo>  *o  abhängen.  ^Aber  "^  /  \  T 

vXo  BXq        vXo       OXf,        OXo       OXq 

m#tbi»:    • 


K, 


dzcTBi  "•" Sa-  dzo  ■•"  dtf  dxt  '*'  3*3*, * 
i 
Zieht  mao  hieraus  die  Werthe  von 

k      81      H 
mid  vtonachlSMigt^.  wie  imgegeben»  so  findet  man: 

3S/  VXo  *    By    By^     &    Bt^ 
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Eben  so 

8v_  Bv       dv  _dv 

a.  8.  w.^  d.  h.  man  darf  in  den  frühem  Foitiieln  die  Differeniiatio* 
Den  nach  den  anfänglichen  Koordinaten  des  Punktes  ilf  durtih  die 
nach  den  spätem  ersetzen.  - 

Ist  nun  der  anföngliche  Zustand  der  des  natQrliclien  Gieich- 
gewicbts  und  man  beachtet  die  Forniein  der  §§.  IlI.94V,i  VII.,  so 
ergeben  sich  statt  der  Gleichungen  (7'): 

itB    dB'     aC      .«   '       L 

fc+^+^  +  '^-O,  ?  (26) 

wo  X,  fff  2  die  Koordinaten  des  betreffenden  Pupktes.im  neuen 
Zustande  y  d  die  Dichte  des  Kl^rpers  in  demselben  Pofikte  eben- 
falls im,  neuen  Gleichgewichtszustande  bedeutet 


XIV. 

Aufstellung    der    Gleichungen    der    Bewegung,    immer 
unter  der  Voraussetzung  des  J.  III. 

Nach  dem,  was  in  §.  III.  gesagt  wurde,  werden  unter  den  dort 
gemachten  Vi>raussetzungen ,  wenn  man  von  irgend  einem  Gleich- 
gewichtszustände ausgeht,  in  welchem  die  dort  angeföhrten  Be- 
dingungen der  Symmetrie  der  Anordnung  Statt  finden,  und  wenn 
X,  T,  Z  wieder  die  auf  die  Einheit  der  Masse  bezogenen,  erst 
neu  (zur  Erzeugung  der  Bewegung)  fainzugetretemm  äussern  Kräfte 
sind,  die  Gleichungen  dei^  Bewegung  des  Punktes  M  sein : 
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JÜe^rfe  der  )aäsifydlim' Jitd^et^'  ^^ 

g=(/+iV)g+(^+P)P+.«?+<?)g+2p|^,  +  2eg^^+Z. 

•  Ehe  Tvir  srnratlgeineiii«!!  Inüigi^tlon  df^ser'G^ieUhtm^n'  sckttef* 
ten,  wollen  wir  zwei  besondere  interessante  Fälle  betracbteiif 
(Wir  bemerken  übrigens ,  dass^  wenii  der  aojTängüiche  Cleichge- 
wicfatszustand  der  natürliche  war^  man  den  Koeflizienten  (S>,....,<Sly 
so  wie  X,  y,  2  den  Zeiger  0  anzuhängen  und  (9)  zu  beachten  hat. 
Im  allgemeinern  Falle  können  x^y,  %  die  Koordinaten  im  anföng- 
lichen  Zustande  von  ilf  oder  in  einem  spätem  sein,  gemäss  §.  XIII.; 
besser  ist  es^nber.  immer ,  dad  Ersteteiza  «rttfaten.)-  '''>    '•»  " '  'f 

.     -.     ?v.  ,,   .    ,      ,.     ,.,  . 

Schwingungen    einer    gera^dlinigen    gespannten    Saite« 

Wir  denken  uns  (Taf.  VI.  Fig.  4.)  eine  durchaus  gleich  dicke 
und  überall  gleich  gespannte  Saite  vam  Ge.wicbte  jp^. deren  Län^f« 
/  und  deren  Querschnitt  c3  sei ,  im  natiirliohen  Zustande  ein^.  G^* 
rade  bildend.  Dieselbe  sei  in  A  befestigt  upd  ip;,^  durch  e^ 
Gewicht  P  gespannt  Unter  der  Wirkung  von  P  trefft  V)l)P  fHfl 
neuer  Gleichgewichtszustand  ein. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  nahjBzu  die  Saite  als  eine 
gerade  Linie  von  Moteküfen  ansehen  kaTin  *  (weoigsteifs  'gelten  die 
nachfolgenden  Resultate  nur  unter  dieser  Voraussetzung),  so  dass 
in  §.  III.  (6),  wljnn  man  sich  mit  (7')  ge^«(gt:  «o=0^.  i^o=yo=90^» 
wobei  AB  alsNAbscissenaxe,  A  als  Anfangspunkt  gewählt  ist. 
Daraus  folgt  Ho=zJo=No=:Mo  —  Po—Qo=iio—0.  Veruach- 
lässigt  man  die  fremden  Kräfte,  so  geben  äbo  ^  <?/) y -^/weiiii  maA 
zugleich  beachtet,   dass  Gq  (§.  IV.): 

während  v,  f  gar  nicht  vorhanden  sind.  Da  far'''iro  ^0  kddi  ^i^Üi 
indem  A  unveränderlich  befestigt  ist,    so  ist  b=zO,  also  |=a^o. 

Die  Pr^smigen  sind  (6.  VIÖ;>,  da Sr^dsa:       ^    „i  '  ^ 
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A^i^aLo,    Ä=0,    C=:0,    R=0,    C'=0,    C'==0. 

Es  herrscht  also  io  der  ganzen  Sdte  die  Pressung  (Spannnn^ 
aSoLof  gerichM  nach  AB  hin.    Daraus  folgt,  dass  in  B,  wo  die 

P  P 

Spannnng  g  herrscht,  man  bähe  4i^oA>=  g»  9o  das«  mithin 


A,= 

p 

Nun  ist  aber 

aiolga 

=p. 

w«  p 

die  Bwcblemiigniig 

der  8cllwe^ 

kraft. 

also  ^0 

_  P 

mithin 

« 

Ito= 

ap 

"Was  die  Grosse  a  anbelangt,  so  ist  nach  §.  VI.:  Os=:g<^t=:iiy  also 
ist  a  die  lineare  VerlSngerung  der  Längeneinheit ;  ist  mithin  a  die 
ganze  Verlängerung  der  Saite,  so  ist  a=ial,  a=-j,  also  endlich 

1.0  =  ^.  (a) 

Man  nehme  nuii  an,  es  treten  in  dem  neuen  Gleichgewichtszu- 
stände kleine  Verschiebungen  ein,  wodurch  Bewegungen  der  Mo- 
lefkdle  der  Saite  veranlasst  werden,  so  hat  man,  wenn  man  wie- 
der alle  fremden  Kräfte  vernachlässigt  und  bloss  (27^  beibehält: 

Nm  ist  «^Bsfa-f  «To»  ^^ 

d  d 

(pach  $.IV.)v  Somit 
G=:ia£mro^jT9fir^)=laXmroY(rgHiaIkKr^^^^ 
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£=l2:mr«|0/i:r))=|irv(^'J?^)=lW/'(r)-i25»r/(r) 

-laJSmro  ^JXofiro))=  i-£ff»roV'(ro)+ia2;mro(2ro^'(ro)+r>/"(r.)) 
— iaimroVfr.)  -  4oläitr,/(r.)=  f  *f2G+  iaaiMr.»/*^«)-  G 

Nun  ist  aber 

lö=i^iiiro»|jjQA»'o))=i-2?fliroV(ro)-i2J»BroAi*o) 


demnach 

..i'i 


=i2äm-or{ro)=^^ 


QDd  wenn  mitn  alhmr^^fi^oi  vernachlässigt: 

da  —  sehr  gross  ist,  so  ist  nahezu  L-f  £r=— — ;  also  sindend- 
a  "  crp 

lieh  die  Gleichungen  der  Bewegung: 

d^%_PP9    3*1      a««_P/^  3««      ^i     Pia   ^      _. 

wie  bekannt    (Vergleiche  Poisson  Mechanik.  IL  (.  483.) 

XVI. 

.Schwingungen   einer   elastischen   Ebene. 

Wir  denken  uns  eine  begränzte  Ebene»  welche  eine  einzige 
Lage  von  Molekülen  bilde;  sie  sei  zur  Ebene  der  osy  gewählt.  Sie 
Zierde  an  ihrem  äusseren  Umfange  4urch  eine  überall  in  ((er  Itich-p 
tung  der  Ebene  und  senkrecht  auf  demselben  gleiche  Kraft,  die 
^1  iH  Einheit  der  Ftäcbe  de«  Querschnitts  belegen)  gleich  F 
seii  gespannt  lo  diesem  Falle  wird  die  fragliche  Ebene  nahezu, 
da«  bilden,  was  man  eine  elastische  Membrane  (elaatiscbeEben^l 
za  nennen  pfleget.,  .Man  |iat  hier  offenbar,   wenn  mim  vom  naitilr- 
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jicj^en  Gleichfwichte.a(fsgeht/^^^  fifsfle  WiiacMSssigt 

und  einen  rteuön  Gfeiclit^evTicIitfizasUnd  vorausWzh'f^!±=9Ö^  also 
-/Vo=0,  Po  =  Qor^O  und  mni^t  ,Go^Ii^,=;:JQ=0.;  fei;ner,.  wenn 
man  die  Membrane' als  isotrop  änn"ri|jint  (§.  Xl.j:  'jfco==^iWi=3/?oi 
80  dass  die  (7')  sind:  -; 

Die  Grosse  ^  kommt  nicht  vor,  ist  natOrlicb  fitu^  gar.nifli^  yor- 
handen.    Die  Pressungen  geben:  \  •>   •  -     •      *    «       -- 


C=0,    *:^*o/?o[Ä+3|j:   C=0. 


A'=B,    ^"=0.    B''=0,    €"=0.  I, 


Bei  der  voraiuigeset^teii' Gleichheit  d£r  »pitoneiideiXt  Kraft  moss, 
indem  A'=B  ist,   auch  A=B'  sein,  d.  h.  man  muss  haben: 

wodurch  die  Gleichungen  (a)  geben: 

d.  h.  -.  .-,     .  ,:   .\       ,•-■; 

Mithin  darf  in  ögj-  +  g--  kein^D,  in  ßgT"  +  g^  ke>n  oto  vorkom- 
men,  d/h.  es  müssen  g— ^  und*  g^'   tdn   i©    und   y^   unabh&ngig 

8^ia,  .o4#r  man  bat  g-T=;=n,.  -g—  ^  ft,  mitbin;    £'^.49ofrf/9>(«o)i 

«=:rÄ:ri+t//(yo!);  wo  9  und  Tp  tr!llktthrliche  Funktionen  si^d.'''Däraiür 

^(ä'^y— cj-o+tt/  '»P'fyö)  — <?yo  +  ?«   yoa  und  ß  Null  iüW'V^erd^il,' 
Wenn  dät  "Ätifängspünkt    efii   f<b$ter   Punkt  'icTt;'*    Alitf'''t(Aidri£fa: 
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ä^R^.Ac.  B^dol^ia-^bh  0=0,  ^'=*o«o(fl+^)-  Ä'=*o^.4c 

Für  die  Axe  der  x  ist  gewiss  J^^O,   also   allgemeio  a=— 6» 
so  dass 

Endlich  ist,    wegeo   der  Urofangspressung,    in  der  Axe   der  x: 
J=F,  also  4cao/?o  =  F. 

Nehmen  wir  nun   an,   die  elastische  Membrane  wird  in  dem 
neueo  Zustande  \n   transversale   SchwingongeD   versetat,    so  hat 

man  (S  =  v^O)\ 

da  J=iV^=P=ö=0  ist 

Setzen  wir  oben  a,  ß  der  Einfachheit  wegen  gleich  Null  Tor« 
aus,  Bo  ist 

a:=Xo^cxo+agos    y=yo— ö^+cjro» 
also 

Jx  =  Jxq  +  c^Xq  +  aJtfQ ,    Jif==  ^ifo"^  «^^0  +  cJffo^ 

r»==^j:H^ya=z/xoH-^^oH2^aroM:ro+fl0yoH2^/yo(e-^yo-^^ 
=ro*+2cro*,    r  =  ro  +  cro=  (1  +  c)ro, 

wenn  man  die  hohem  Potenzen  von  a  and  c  vemachlSssigt.    Also: 
=  i2m[^  +  g|  (lf(rS)  •  ero']  [.#V+2^*o(a^»o  +  c^*o)] 

=^\SmrQf(ro)co8*cio  +  c£mrJ{r^)co8*ao  +  aZmro/(ro)coscf^°oo8/3<' 
+  |i:mra«F(ro)cos««o=.7-2^'»»»'o'^(»-o)«08'«o  (§«IV.,  III.) 
=1  i:iWo«fXro)co»*«i>(co8«ao+co««/Jo)  =|'2?mro*l^ro)co«««(o 

+  |x»iro*iFXro)  cessio  CO«  »/Jo= c[3Äo  + JRo]=4c'?o=^' 

Tiicnxxni.  8s 
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abo>«iidlich  die  GleichuDg  der  Transversabchwingnngeii: 


(29) 


XVII. 

▲IlgemeiDe    Integration    der    Gleicbungen   der    Bewa 
gung  (27),  unter  der  Voraussetzung,  JIl,  Y,Z  seien  NulL 

Sei  9(tt)=3'^cos»-f  J^sinUt  wo  A  und  B  willkjibriiche  Kon- 
stanten sind,  so  genügt  man  den  Gleichungen  (27),  vrenn  man  setzt: 

6=cosa.9)(aa:  +  %+C2  +  Ä'0,   t;  =  cos/5.<)p(aa:  +  6y +  cr  +  iCO, 
Setzt  man  diese  Wertbe,  so  erhält»  man 


Ä\:osa  =  (G+L)a«cosa+(£r+Ä)6*cosi5+(JfQ)cacosa 
+  2ßa6co8/?'t-2Qaccosy-|-(il  +  <9)a^co8ft 
+  (»+»!)  Ä*cosa+(tf+i:)c*cosa+(i'+6P)a*Z»2cos« 
+  («+6©)o«c«cosa+  (J)+öl)Ä«c2co8«+4Po»6co8/J 
+  4JlTa6'  cos  ß  +  2Äo6c^  cos  ß  +  4Ö>a'c  cos  y 
+  2C!la6^c  cos  y + 4jCac'  cos  y , 

i:«cosp=(^+iW)6«co«/3+(G+Ä)a2cosi5+(J+P)c«cos/J 
+  2/?aÄ  cos  a  +  2Pbc  cos  y  +  (13  +  *)  6*  cos  j8 
+  (il+P)a*cosj3+(tf+«)c*cosiS+(i^+6jn)a2/;2cos/3 
+  (D+61l)6«c2cosj8+(e+Ä)a«c«cosj^+4IITfl6»co«a 
•f  4Pa^6  cos  a  -{-  24SUiAc^  cos  a  ^  AUb^c  cos  y 
+  2<Sla^6c  cos  y  +  4Ä6c'  cos  y , 

Ä^osy  =  (J+A")c«cosy+(£f+P)6«co8y+(G+<?)a*cosy 
+  2P6CCOS/J  +  2©accosa  +  (tf  +  3f)c*cosy 
+  (}J+ll)6*cosy+(il+Ö>)a*cosy+(»+6»)6»c«cosy 
+  ((E^^6f )  a^c^cosy + (i  +  Ä)  a«6«cosy +4Ä6c»co8/J 
4-  4)l6'c  cos  ß  -f  2<Sla^6c  cos  ß  -f  4irac'cos  a 
+  2Äfl6*c  cos  «  +  4®  o'c  cos  «. 

Blan  set:^  zur  Abkfirsung: 


\ 


(30) 
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+  (€  +  £)«*  +  (>  +  6P)o«*»  +  («  +  6®)a«c» 

+  («+»)c<+(i'+6in)fl»6«+(3E>  +6»)*««« 
(e+Ö)«»+(i5f  +  P)6«+(^+iV)c«+(iH-®)a*+(»+ll)6*  ^  (31) 

+ (« + 5')<j*+ (i>+e»)Wc»+(« +ei)av 

+  (^  +  Ä)o«6»=C, 
2P6e -I- -UtA«* -f  4jr6*c +2tta%c=  i>, 
2(?flc+4®o»<j+2Caa6"c  +  iin(*=E, 
2fia6-|-  4Pa>6  -f  4)D<>6S  -f  'MXabi^= F; 

M  heissen  die  GleicbungeD  (30) : 

K^o8UT=Acoaa-i-Fco8ß+Eco8'y,  \ 
K*co8ß=BeoBß+FcMa+DeoBY.  >  ^00 

K*C08Y=  CcoSy  +  l>C08^  -|-£C08C(.    / 

Ans  diescD  GleicbuDgen  ergeben  sich  bekaontlich: 
iA-K*)(B-K^iC-K*)-ß'{4-K*)—E'(B—K*) 


-FHC-K^  +WEF=0, 


0 


COS« cos/? cosy i  ^v 

dbl 

^i/)F-£(B-ip)ihi£/^-/>(^-a:^)IH{(^-ä*)(ä-a:«)-^PJ*/ 

weDD  man   setzt  co8^d-|-cos*/3-f  cos^=l,  was  wir  zum  Voraus 
aDuahmen. 


^1 

[(320 


Die  erste  dieser  Gieicbutigen  ist  auch: 

—^tBC  +  2lZ>2  +  J?wE2+ CF«— 2/>£F=0, 

ond  giebt  immer  drei  reelle  Wurzeln  für  K\ 

Da,  wie  aus  der  Natur  der  Sache  folgt,  die  mit  den  deutschen 
Buehstaben  in  (6)  beaeicfaneten  ClrOssen  (ü, ....,  <&)  immer  sehr 

23* 
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klein  sind  im  Verhältniss  zu  den  andern  (G, ....,  Q),  so  werden 
die  Werthe  von  A,....,F  vorzugsweise  von  letztern  abhängen. 
Die  Grossen  A,  B,  C  sind  immer  positiv,  wenn  man  filr  a>  6,  c 
nur  reelle  Werthe  wählt,  was  wir  voraussetzen  wollen.  Alsdann 
folgt  ans  (320,  dass  die  Summe  der  drei  Werthe  von  K^  positiv, 
gleich  A  +  B+C  lat,  so  dass  diese  drei  Werthe  nicht  säromtlich 
negativ  werden  können.  Auf  eine  nähere  Ontersuchung  dieser 
Wurzeln  in  gerade  dieser  Beziehung  wollen  wir  uns  für  den  Au- 
genblick nicht  einlassen,  da  es  in  der  Natur  dieser  gewiss  periodischen 
Bewegungen  liegt,  dass  die  Werthe  von  K  reell  seien.  Sind  nun  JT^*, 
K^^,  K^^  die  drei  Wurzeln  von  (23'),  so  hat  also  K  die  sechs  Werthe: 

+  Ki,  —  Äi,  +K29  — K^f  +^t»  — ^f» 

wobei  aber  zu  db^i  u.  s.  w.  dieselben  a,  ß,  y  geboren.  Bezeich- 
net man  also  die  zu  db^i  gehörigen  Werthe  von  a,  ß.  y  mit 
^»  ßi»  Vi»  ^'  ^^  t'f  so  übersieht  man  leicht,  dass  man  haben  werde: 

«=3 
{  =  2cosan[(pn(aa:+by  +  cz  +  Knt)  +  i/;«(aar+&y +cz— ä«/)]» 
«=1 

«=8 

i  =  £cosyn[(pn{ax^by^cz'{^Knt)^r'^n{ox^by^e7r-'Knei\, 
«—1 

worin 

ipn{ax  +  6y  +  cz-\'Knt) 
=  AnCOB{ax  +  by  +cz+Ä'j,0  +  B%B\n{ax^by-\^ci  +  Jf.O, 

tj^«  (aar  +  6y + C2 — Ar«0 
=:CliCOs(aa:+6y  +  C2  — Äi<)+/>fisin(iur  +  6y+cz — Knt)  9 

und  das  Zeichen  Z  bedeutet,  man  solle  die  Summe  derjenigen 
Grössen  nehmen,  die  man  erhält,  wenn  man  n=:l,  2,  3  setzt« 
Die  Grössen  il|,  B^,  6\,  />i,  A^,  B^,  Q,  />]|,  A^,  B^,  C«,  D^ 
bleiben  ganz  willkuhrlich.  Die  zweiten  Seiten  der  Gleichungen  (33) 
besteben  also  jeweils  aus  zwölf  Gliedern  mit  zwölf  willk ehrlichen 
Grössen,  ausser  den  ebenfalls  willkiihrlichen  a,  6,  c.  Ehe  wir 
weiter  gehen,  wollen  wir  zur  Gleichung  (32')  zurückkehren. 


XVIII. 

Untersuchung  der  Gleichung  (32'). 

Diese  Qleichung  wird  laater  gleiehe  Werthe  für  £'  Uefim^ 
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Ä^B=C,  D=E=F=0. 

Damit  I>=£=F=0  sei,  mfiuen,  bei  der  Kleinheit  des  einen 
Theils  der  KoeflGzieDten  in  (6)  gegenfiber  dem  andern:  P=  Q=R=0 
sein,  was  jedoch  nie  der  Fall  sein  kann.  Somit  hat  diese  Glei- 
chung, bei  beliebigen  Werthen  yon  a,  6,  c,  nie  drei  gleiche  Wurzeln. 

Fflr  den  Fall,  dass  der  RSrper  isotrop  ist,  hat  man: 

G—B=J.    L=M=N,    P=Q=R,    M=-»=€,    D=«=^, 

e=*=zy,  «=it=jn=»=®=p,  l=zp,  D=2ii, 

Daraus  folgt  leicht,  wenn  man 

a«  +  Ä«  +  c*=r» 
setzt: 

A=(G+  P)r«+2/>a»+  (J+«)r«  +  4»aV. 

i?=(G+ />)r«  +  2Pft»+ («  + «)r*  +  4«*>r«, 

C=(G  +  P)r»+ 2Pc«  +  (J  +  »)r*  +  4MA*, 

D=2ne+4Ma»,  E=2Pac+4,1laer»,  F=:'iPab+41Mr'. 
Setzt  man  (€?+P)r«+(il+«)r*=S,  2P+4»r»=3r,  so  ist  also 
A=S+Ta*,  B=S+Tb^  C=S+T<fl.  D=Tbe,  E=Tae.  F=Tab, 
mithin  die  (32'): 

(S+  ra«-Ä«)(Ä+  Tb*-K*)(S+  Tt»-K*)-  y»*V(S+ra*-Jt») 
-r«o«c«(S+  Tlfl-K*)—T»a'»bHS-t-  7'c»-£«)+2T»a«6V=0; 
d.  h. 

(S—  K*)*  +(S~  K*)*Ta*+{S-  K^*Tb* + (S—K)*Tt» 
+  (S— Ä")  r*fl«6«+(S-  £«)  T*a»d»  +  (5— Ä«)  r»6V+  T»(MV 
-(i%-£«)  3r«6V—  T'a^V-C«— A:*)  r«a«c«—  r»a«6M 
-(S—K')  T*a*b^-~  T»o«AV+27'»a»6*c»=0, 
d.  h. 

(S-Ä»)»+(5-iC*)»IV*=0  oder  (S-Ä«)«[S-lC«+5rr*]=0, 
d.  h.  endlich  die  (32')  ist: 
[(C?  +  /^fa  +  (<+»)r*-JK»]«[(G+3P)r«+(Ä+MI)**-Ä»]=0 


Digitized  by  VjOOQiC 


313  Dienger:   Studien  %ur  miMemaHtcAen 

sie  bat  mitbin  zwei  gleiche  Wurzeln : 

und  eine  ungleiche:  ^  (34) 

Är3«  =  (G  +  3P)r«+{il  +  5«)r*. 

Man  weiss,  dass  die  durch  die  Gleichungeo  (32)  bestimmteo 
drei  Richtungen  auf  einander  senkrecht  stehen.  Konstruirt  mau 
übrigens  das  Ellipsoid: 

Ax^  +  Biß^  +  Ci^  +  2Dyz  +  2£.tz  +  IFxy  =  1,         (35) 

so  sind  jr  *  '^  *  W  ^^^  Längen  seiner  Hauptaxen  und  die  Glei- 
chungen (32)  geben  die  Richtungen  derselben.  Für  den  Fall 
eines  isotropen  Körpers  sind  die  zwei  ersten  Hauptaxen  einander 
gleich ,  ihre  Richtung  wilikuhrlich  in  der  auf  der  dritten  Axe  senk- 
rechten Ebene.  Wirklich  ergiebt  sich  auch»  dass  die  zweiten 
Gleichungen  (32)  unbestimmt  werden,  wenn  man  für  K^  die  Werthe 
Ki^,  K^  aus  (31)  setzt,  dagegen  bestimmte  Werthe  liefern,  wenn 
man  K^z=zK^  setzt. 

XIX. 

Ebene  Wellen.     Fortpflanzungs-Geschwindigkeit. 
Oszillations'dauer.    Polarisations-Richtungen. 

Wegen  der  linearen  Form  der  Gleichungen  (27)  genügt  schon 
eines  der  durch  (33)  ausgedrückten  Systeme  denselben.  SteDeo 
wir  dasselbe  so  dar: 

f  =  \f:p{ax  +  by  f  cz  +  /ff)  +i/; (aa:  +  6y  +  et— /fO] cos«,  J 
<F=r[9?(aa:  +  6y  +  CJ  +  Ä)+i/;(iur  +  &y  +  c2— Ä0]co8/5,>  (35) 
f  rx [9 {ax  +  6y  +  C2  +  Kf)  +  -^ (ßx  ■\'hy'{'C%^^  K€j\ cos y, ' 

so  stellen  diese  Gleichungen  eine  Elementarbewegung  oder,  ^ wie 
wir  sagen  wollen,  eine  Elementar  welle  dar.  Mabei  ist  K  drei- 
fach, eben  so  wie  a,  j?,  y\  diese  Werthe  hängen  übrigens  von 
a^  h^  c  ab.  Aber  eben  wegen  der  linearen  Form  der  Gleichen* 
gen  (27)  wird  man  ^Cir  a,  6,  c  alle  möglichen  reellen  Werthe  wäh- 
len'können,  wo  dann  zu  jedem  solchen  Systeme  von  Werthen  (ur 
a,  6,  c  drei  Formen  wie  (35)  gehören.  .AUe  so  erhaltenen  (drei* 
fach  unendlich  vielen)  Formen  genügen  in  ihrer  Summe  ebenfalls 
den  (27)  ond  stellen  das  aUgemeine  Integral  dieser  Gleichungen  vor. 
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BetriMAteo  wir  nan  ein  bestimihtts  Sy«l6m  Von  Wettfecoa  fiir 
a,  69  c.  Aus  (35)  folgt  alsdann,  dass  alle  Punkte,  welche  in 
der  durch 

aa:  +  by  +  C2z=zm  (36) 

charakterisirten  Ebene  liegen,  für  denselben  Zeitmoment  dieselbe 
Bewegung  haben,  in  so  ferne  man  bloss  die  durch  (35)  gegebene 
Elemeotarwelle  betrachtet.  Legt  man  dem  m  versebied^ne  Wertke 
bei,    so  erhält  mar)  eine  Reihe  paralleler  Ebenen,  in  denen  allen 

—  jede  fiir  sich  betrachtet  —  in  demselben  Zeitmomente  ffir  alle 
Punkte  dieselbe  Bewegung  vorhanden  ist. 

Die  Entfernung  der  Ebene(36)  vom  Anfangspunkt  ist  ---r=zr^i====i 
=  — •    Wählen  wir  nnn  zwei  Ebenen,  die  beide  mit  der  Ebene 
aas  +  by  +  cz^O  (37) 

parallel  laufen,  die  eine  in  der  Entfernung  — ,    die  andere  in  der 

Entfernung  ,  so  werden  für  dieselben  flj:  +  6^+C2=m  und 

=m-f  2^  sein,   so  dass  9  und  tf;  ihre  Werthe  nicht  ändern  för 

denselben  Werth  von  t.     Diese  Ebenen  sind  von  einander  um  — 

r 

entfernt  und  man  schliesst  hieraus,   dass  man  durch  den  (als  un* 

begränzt  gedachten)  Körper  eine  Reihe   Ebenen   parallel  zu  (37) 

und  in  der  gegenseitigen  Entfernung  —   legen  kunne,    in    denen 

allen  zu  derselben  Zeit  dieselbe  Bewegung  herrscht.    Die  Grösse 

—  heisst  desshalb  die  Wellenlänge  für  die  durch  (35)  gegebene 
Elementarwelle. 

Ans  (35)  gebt  ferner  hervor,  dass  ein  jeder  Punkt  nach  der 

Zeit   -jy   wieder  in  diejenige  Lage  zurückkehrt,  die  er  am  Anfange 

dieser  Zeit    inne   hatte,    so  wie   dass    die  Bewegung,  desselben 

geradlinig  sei.  Die  Grösse  -g  heisst  in  Folge  dessen  die  Os- 
zillationsdauer. 

Denken  wir  uns,  die  Bewegung  gienge  anßtnglich  von  der  Ebene 
(37)  ans,  so  werden»  nach  Umfluss  der  Zeit  -j7,  alle  Punkte  die- 
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•er  Ebene  wieder  die  an  Angliche  Lage  angenommen  haben;  alle 

Punkte  Inder  mit  (37)  parallelen,  in  der  Entfernang  —  befindlichen 

Ebene   sind   in   demselben  Aaf^enblhck    ganz  genau  in    derselben 

Lage.    Die  Punkte  in  der  ersten  Ebene  setzen  ihren  Weg  fort, 

indem  sie  ihre  Bewegung  zum  zweiten  Male  machen;    die  in  der 

zweiten    Ebene   wollen    ihn    zum    ersten    Male   anfangen.     Somit 

2«  2n 

pflanzt  sieb  die  ErschQttemng  In  der  Zeit  -j^r  durch  den  Weg  — 

fort,  und  die  Geschwindigkeit  dieser  Fortpflanzung  ist 
also  — •  Die  Schwingungen  in  allen  den  mit  (37)  parallelen  Ebe- 
nen bleiben  sich  fortwSbrend  parallel,  indem  cos  er,  coaß,  cosy 
nur  von  a,  b,  c,  K  abhängen,  und  zwar  sind  sie  parallel  derjeni- 
gen Hauptaxe  des  Ellipsoids  (35),  deren  LSnge  =-j7  ist. 

Ffir  dieselbe  Ebene  (37),  welche  wir  Wellebene  heisseo 
wollen,   giebt  es  drei  Werthe  von  K;    es  gehören  also  zu  jeder 

2» 
Wellebene  dreierlei  Elementarwellen,  deren  Wellenfänge  —  die- 
selbe fiir  alle  ist,   deren  Oszillationsdauern  jr»  -rr»  ^  und  deren 

Äi    Aa    Äs 

K     K     K 

Fortpflanzungs- Geschwindigkeiten   — »  — ,  —  yerschieden  sind. 

Die  Schwingungen  in  jeder  der  drei  Wellen  bleiben  immer  paral- 
lel mit  einer  der  drei  Hauptaxen  des  Ellipsoids  (35),  wesshalb 
man  sagt,  sie  seien  polarisirt  und  diese  Richtungen  die  Pola- 
risationsrichtungen nennt 

Betrachten  wir  also  bloss  ein  einziges  System  von  Werthen 
för  a,  6,  c  (d.  h.  eine  einzige  Wellebene  (37)),  so  erbalten  wir 
dadurch  schon  drei  Eleroetitarwellensysteme,  die  mit  un- 
gleichen Geschwindigkeiten  und  ungleichen  Oszillationsdauern,  aber 
mit  derselben  Wellenlänge  den  Korper  durcheilen«  Die  Schwin- 
gungsrichtungen in  den  dreien  stehen  auf  einander  senkrecht  und 
bleiben  sich  immer  parallel.  Alle  Punkte,  welcbe  in  Ebenen  lie- 
gen, die  parallel  mit  (37)  gehen  und  in  der  gegenseitigen  Entfernung 

2« 

—  sind,  befinden  sich  für  einen  bestimmten  Zeitmoment  in  dem- 
selben Bewegungszustande,  indem  sie  es  in  Folge  jeder  einzeln 
der  drei  Wellensysteme  ja  sind. 

Das  EHipsoid  (35)  wird  im  Allgemeinen  ein  anderes,  wenn 
a,  6,  c  sich  ändern.  Gesetzt,  man  lasse  a,  6,  c  in  ^a,  qb,  qc 
flbergehen,   wo  ^  willkfihrlich,   ao  wird  die  Wellebene  (37)  sich 
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Dicht  ändern,  dagegen  wird  die  Wellenlänge  zu  — '  werden.  Es 
herrscht  also  in  der  Ebene  (37)  und  den  mit  ihr  parallelen  Ebenen 

nicht  nur  die  durch  die  Wellenlänge  —  charakterisirte  Bewegung, 

2» 
sondern  auch  die  durch  die  Wellenlänge  —   festgestellte,    wo    q 

g&nz  ikrillklihrlich  ist.  ^ 

WSrde  man  in  (31)  die  Grossen  Ü,....,  <St  vernachlässigen /so 
ergäbe  (32),  dass  i^in  pi^  fibergienge,  wenn  a,  fr,  c  in  qa,  qb,  ge 

29V 

übergiengen,  so  dass  die  entsprechende  OszillatioDsdaner  — jf>  wäre. 

K 

Die  Fortpilanzungs-Gescbwindigkeit  bliebe  — ,  wie  vorbin,  so  dass 

sich  mitbin  Schwingungen  von  verschiedener  Oszillationsdauer  mit 
derselben  Geschwindigkeit  fortpflanzen  wQrden.  Da  dies  den  wirk- 
lichen Erscheinungen  zu  entsprechen  scheint,  so  liegt  hierin  ein 
erfahrungsgemässer  Beweis,  dass  Ü,. ...,<&  sehr  klein  sind  im  Ver* 
hältniss  zu  G,  ....,ß.  Lässt  man  die  eben  erwähnte  Anpahme 
nieht  gelten,  so  geht  K  nicht  in  qK  über  und  die  Fortpllttozungs- 
Geschwindigkeit  ist  nicht  dieselbe.  Darauf  mfisste  eine  D Isper« 
sion  der  ebenen  Wellen  in  festen  Körpern  beruhen,  die  bis  jetst 
von  der  Erfahrung  nicht  nachgewiesen  zu  sein  scheint. 

Für  den  Ausdehnungskoeffizienten  (§.  VI.)  erhält  man  aus  (35) : 

(38) 
S={acoBa+bcosßi-ccoay)[g>'(aa:+bjf+cx-\'Ki)+'ilf'(ax-^-bif+cx^Kt)]. 

Der  Witikei  s,  den  eine  Polarisations-  fSchwingnngs-)  Riefalnng 
mit  der  auf  der  Wellebene  (37)  errichteten  Normale  macht,  ist 
bestimmt  durch  die  Gleichung: 

a  cos  a  +  6  cos  j3  4- c  cos  y 
cos  e= =- 

r 

4DF'-E(B^K^]+b[EF-'mA-K^)^+(^(A'-K^(B-^K»)^F9i 
'^  rs  * 

wenn  wir  mit  s  den  letzten  Nenner  in  (32)  bezeichnen. 

Für  den  Fall  eines  isotropen  Korpers  nnd   Jr*=:(Cr-f  3P)r* 
+  (il  +  5«)r*ist 


also 
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cos«     coaß      cosy       .  I 

=r— rri-  = ^s5  +  -r=  I, 

a  b  €        =^Vaa+6«+^ 

d.  h. 

iicosa^6cosjS4- ccosy     fl*  +  6*  +  c*      ,  ^ 

eos,= :^ ^=____=,,   ,=0, 

d.  b.  die  entsprechende  Schwingangsrichtang  steht  «eokrecbt  aof 
der  Wellebene,  die  zwei  andern  liegen  folglich  darin.  Für  diese 
letztern  ist  also  acosa-i-  bcosß-j- cco»y=::0,  d.  h.  nach  (38)  die 
Verdichtung  oder  Ausdehnung  Null. 

Je  mehr  ein  K5rper  sich  dem  isotropen  Zustande  nfihert»  desto 
mehr  sind  die  eben  gemachten  Folgerungen  richtig. 

Die   Wellenfläche. 

Wh'd  In  ^nem  Punkte,  z.  B.  dem  Anfangspunkt  der  Koordi« 
oaten,  eine  Bewegung  erregt  und  unterhalten,  so  kommt  nach  ond 
nach  der  ganze  (unbegränzte)  KOrper  in  Erregung.  Die  entspre« 
ebeode  Bewegung  rersinnlichen  wir  uns  dadurch,  dass  wir  sagen, 
es  durcheilen  ebene  Wellen  in  unendlicher  Anzahl  denselben;  in 
jeder  ist  andere  Oszillationsdauer  und  andere  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit. 

Ist 

•ine  Wellebene,  so  gehören  zn  Ihr  dreierlei  ebene  Wellen  von 
Terschiedenen  Polarisationsricbtungen  und  verschiedenen  Fort- 
pflanzungs- Geschwindigkeiten.  Am  Ende  der  Zeit  t  ist  die  am 
Anfange  im  Anfangspunkt  erregte  ebene  Welle  in  der  Ebene 

ax  +  6y  +  C2  =  p 

amgelangt,  wo  q^s^KL  Fragen  wir  nun >  wohin  die  Bewegung  über- 
haupt am  Ende  der  Zeit  t  gelangt  sei,  so  müssen  wir  a,  b,  c  alle 
möglichen  Wertbe  beilegen  und  sodann  diejenige  krumme  Fläche 
suchen,  welche  durch  die  Durchschnitte  aller  Ebenen,  deren  GleicfboDg 

aa+by  +  C2=iKi 

ist,  gebildet,  d.  h.  von  allen  berührt  wird,  wenn  man  a,  b,  c  alle 
möglichen  (reellen)  Werthe  betlegt.  In  dieser  FISche  treten  alle 
Elementarwellen  znsammen  undjnan  wird  dadurch  eine  Itir  unsere 
Sinne  wahrnehmbare  Bewegung  erhalten,  während  die  der  einael: 
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neu 'Elementatwelle  iiieiut  wabroefambftrlst  (sie  ist  im  Gnin^  nicht 
TorltoDden»  Hoodern  bloss  zur  besseren  VerdeoHlcbung  ans  dsol 
Resultaten  der  Recbouog  bergeoQnutieD).  Wir  setsea  tut  Bequem- 
lichkeit ^=1  und  verstehen  also  die  Gestalt  der  gesuchten  Fläche 
nach  Unifluss  der  Zeit  1  vorzugsweise»  wenn  wir  von  der  WeU 
lenfläche  sprechen. 

bie  Bestimmung  der  Wellenfläche  für  den  Fall,  da  von  der- 
selben Wellebene  aus  Wellen  von  verschiedener  Fortpflanzungs-^ 
Geschwindigkeit  fortgehen,  ist  eine  gewisse  unbestimmte  Aufgabe, 
indem  die  fragliche  Fläche  an«  einem  Systeme  von  Flächen  be* 
steht.  Wir  wollen  nur  denjenigen  Fall  betrachten,  in  dem  man 
il,.^.,<&  vernachlässigt.     Setzt  man  dann 

a«  +  6«;fc«  =  r^    ~==w,    7  =  «*  l=P*   7  =  0; 

so  ist 

»»wr*+»y+/w;=S  (a) 

die  Gleichung  der  Wellebene,  o  die  Fortpflanzungs-Geschwindig- 
keit, gegeben  durch 

(b) 

wo 

^'=:(G+i)m«  +  (Ä+Ä)n»-f  (•/.+(?);»% 

und  zugleich 

i»«  +  »«+p*=l.  (c) 

Denken  wir  uns  für  m,  n,p  alle  zwischen  — 1  und  -|-1  liegenden 
Wertbe,  welche  (c)  genügen,  so  erhalten  wir  alle  möglichen  Wellebenen. 

Da  p  von  m  und  n  (durch  (c))  abhängt,  so  sind  drei  nahe  an 
einander  liegende  Wellebenen: 
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'  Um  die  KoordiDaten  ihres  Dnrchscfciiittipnnlites  sn  erhalten, 
Mtoet  man  alle  drei  zugleich  beateheo.  Man  übersieht  leicht,  dass 
bei  der  WillkGhrlichkeit  von  dm,  Bn,  dm',  dn'  dieselbeo^  zurück- 
kommen auf 


map 


(bO 


Bestimmt  man  rp  >  ^  aus  (c),    g-»  ^  aus  (b)  und  eliminirt  dann 

m,  n,  p,  o  aus  (d),  (c)  iind  (b),  so  erhält  man  die  Gleichung  der 
Wellenfläche. 

MaYi  fibersiebt  unschwer,   wie  man  zu  verfahren  hätte,    wenn 

nicht  il,....,4Sl  vernachlässigt  werden.    Alsdann  mfisste  man  z.B. 

die  Wellenfläche  fflr  alle  diejenigen  Wellen  suchen,    die  von  den 

verschiedenen  Wellebenen  ausgehend  dieselbe  Wellenlänge,  z.  B. 

2n 

— t  hätten.    Man  hätte  dann: 
Q 

(4-Ä«)(Ä-ir«)(C-Ä'«)-D»(i<-Ä«)«iB«(fi-.Jf*)^ 

a«  +  6«  +  c«=^a,  (c') 

und  hätte  aus  (V),  (c')f  (dOi    nachdem  die  Differentialquotienteo 
erhalten  worden,   o,  6,  e,  £  zu  eliminiren. 

Die  Durchführung  der  Rechnung  ist  von  geringerem  Interesse, 
sie  mag  daher  unterbleiben. 

Wir  wollen  im  Nachfolgenden  nun  noch  einige  Betrachtungen 
zufügen,  welche  sich  bloss  auf  elastische  isotrope  Körper  (§.  I.) 
beziehen. 


XXI. 

Bedingangen,  unter  denen   man   von  der  Wirkung  der 
äusseren   Kräfte   absehen  kann. 

In  der  Regel  sind  die  fremden  (Massen-)  Kräfte  die  der  Schwere, 
oder  sie  rfihren  von  Anziehungen,  die  umgekehrt  proportional  sind 
dem  Quadrat  der  Entfernung,  her.    In  beiden  Fällen  kann  man  die 


Digitized  by  VjOOQIC 


Tkeürte  der  eUMieAen  KIhrper.  349 

Betrachtung  dieser  Kräfte  in  folgender  Weise  angeben.  Geht 
man  von  einem  beliebigen  Gleichgewichtszustande  aas»  am  zu 
eioem  andern  zu  gelangen,  und  Ternachlässigt  die  GrSssen 
il,....,tt,  so  hat  man»  unter  der  Voraiissetzang  eines  isotropen 
Körpers  (S-IU): 

Angenommen  nan»  man  IcCnne  diesen  Gleichungen  genOgen, 
wenn  man  X,  Y,  Z  weglässt,  und  seien  £| »  vj ,  £|  die  dadurch 
sich  ergebenden  Werthe  von  |»  v,  (>  ^^  ^ird  es  oft  nicht  schvrer 
•ein,  gewisse  Grössen  fo«  ^o,  Ib  z»  finden»  der  Art,  dass  £i-ffo» 
«i+vo»  ti+Jb  fö'  f»  V»  t  den  Gleichungen  (39)  genägen.  Wir 
wollen  dies  in  den  beiden  beröhrten  Fällen  nachweisen. 

Seien  X,  F»  Z  im  Allgemeinen  konstant»  gleich  n,  6,  c» 
60  wird  man  leicht  finden: 

^="2(G+3/^'^*'  ''^==""  2(C+3703^''  ^=""2(G+37^**  ^^ 
Denn  unter  dieser  Voraussetzung  ist 

n.  s.  w.  Die  Werthe  (40)  sind  also  Werthe  von  fo*  t;©,  &,  wie 
sie  verlangt  wurden. 

Ruhren  JT»  F»  Z  von  Anziehungskräften  her»  ao  seien 
ff»/}»/  die  Koordinaten  eines  Punktes  des  anziehenden  Kör- 
pers; s,  y^  X  die  des  betrachteten  Punktes  unseres  elastischen 
Korpers;  M  die  Masse  dieses  Punktes;  f(a,  ß,y)  die  Dichte  des 
anziehenden  Korpers  im  Punkte  (a»  ß,  y),  so  ist  die  Wirkung  des 
anziehenden  KOrpers  auf  den  Punkt  M  nach  den  drei  Axen  i 
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WO  die  dreifachen  Integrale  auf  den  ganzen  anziehenden  Körper 
auezudehnen  sind  und 

ist.    Daraus  folgt: 
llan  setee  dua 

J^fJ^eaBßBr^s,  (b) 

so  folgt  ans  (a): 

^-a«'  '^-ajr'  ^-a»'  ^*> 

wobei  die  positive  Richtung  der  Azen  tod  (xyt)  g^en  (a/3/)  geht. 
Setzt  man  endlich 


y = iJXf^'^  ^'  y^  *8«®^'        <•*) 


80  genfigen  den  (39): 

_         ,1       8T 
*"— ~G  +  3/>ax' 

Denn  ans  (41)  folgt: 


t_    _J_?T     _       I     8y  ._       1     ar  ,.,. 
*"— "cTsPax'  *»— ~(;  +  3i»5^'  » — c  +  3Pa*'  ^"' 


s%_       1     a»r 
a«»""~'G  +  3P^F 

-    •       t         /yy*/r„  «  .^  3(«  - X) [(p  -y)H(y-«)»1 .  .-. 

a«fo_       1      8»r 

■5y«~-""€?+3/*S5ä^ 
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wovon  die  Summe 
Ist.    Eben  so 

^^.?!ro.  ^fi) i__  r?!I!  j.  ^1.  -L  um 

Setzt  man  dies  In  (30),   so  erhält  man: 

<'^+*^  V  8^  +  ^  +  W  "'^      V8**  +  S^a^f  ^  8  W 

=  -JXff^'"'  ß'  V)  ^  da3ßdY=-X. 

d.  b.  man  genügt  der  ersten  Gleichung.  Eben  so  würde  man  den 
andern  zwei  genügen.  Kann  man  so  £q,  vq»  io  bestimmen »  so. 
braucht  man  nur  die  allgemeinen  Werthe  von  |,  v,  {;  zu  suchen, 
welche  den  Gleichungen  (39)  ohne  J^,  Yf  ^  g^uCigen,  um  die 
allgemeinen  Werthe  zu  haben,  die  den  (39)  mit  X,  Y,  Z  genü- 
gen werden. 

Man  kann  das  Gesagte  auch  leicht  auf  die  Gleichungen  (27') 
anwenden,  die  in  diesem  Falle  sind: 

g^= (c+p)^g^ + äp + &«; + 2'' to + spi  +  fei«; + ^- ) 

Gesetzt,  ^,  Vo,  £o  seien  Werthe«  bestimmt  wie  so  eben,  so 
wird  man  bloss  die  allgemeinen  Werthe  von  £,  v,  {;  zu  suchen 
haben,  welche  den  Gleichdngen: 
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gjy=(6+i')^g^  +  gp  +  g^J+2P(^gjg^+g^+jp^j,   J    (43) 

genügen,  um  durch  Zufligung  von  lo»  ^O'  £b  ^>^  zu  erhalten,  die 
den  (42)  genügen.  Dass  man  ähnliche  Resultate  für  die  allgemei- 
nern Formeln  (27)  erhalten  könnte,  ist  nicht  schwer  zu  QberseheD. 

XXII. 

Weitere    Betrachtungen     über    die    Gleichungen    (43). 
Transversal-  und   Longitudinal«Schwlngungen. 

Die  Gleichungen  (43),  oder  die  allgemeineren: 

p^ =((;+ni>»£+2P  H +(ii+»)Z)«.2«+«t.Z)«,|| , 

|^  =  ((;+/>)Z)a»+2/'|^4(iH-«)Z>«.Z)««+4Jr./>».^,    \  (43') 

worin  die  Bezeichnung  aus  §.  XI.  klar  ist,  wurden  bereits  in  §.  XVII. 
integrirt  und  wir  haben  dort  gesehen,  dass  zu  jeder  Wellebene 
dreierlei  Wellen  gehliren,  wovon  die  eine  ihre  Polarisattonsrich- 
tung  senkrecht  auf  die  Wellebene,  die  andern  zwei  in  der  Well- 
ebene haben,  und  alle  drei  Richtungen  aufeinander  senkrecht  stehen. 

Die  ersten  Schwingungen  wollen  wir  dessbalb  Longitudi- 
nalschwingungen,  die  andern  Transversalschwingangen 
heissen.  Die  letztern  erzeugen  weder  Verdichtung  noch  Verdün- 
nung. Die  longitudinalen  Schwingungen  pflanzen  sich  mit  der  Ge- 
schwindigkeit VG+"3P,  die  transversalen  mit  V  G  +  P ♦)  fort 
(wobei  6=0  ist,  wenn  man  vom  naturlichen  Gleichgewichte  aus- 
geht). Ist  ^aac  +  fty  +  C2=0  die  Gleichung  der  Wellebene,  so  wird 
diePqlarisationsrichtung  der  erstern  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

cosc cos  P     cos  y 1 


•)  VernBchläatigt  man  SC,  St  nicht,  so  wären  diete  GrStien  (S.XVIIL): 
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wobei  entweder 

oder 


i:=rV(G+P)  +  (4l  +  «)r«,   <icosa+6co8/}-hcco8y=:0, 
cos*«  +  cos  */J  +  cos*y  =  1. 

Die  Gr58se  A  in  (44)  bleibt  willkührlich.  Ein  jedes  der  obi- 
gen 16  Systeme  genGgt  för  sich  den  (43');  die  Summe  mehrerer 
oder  alier  genügt  eben  so,  i^^obel  die  wilikahrliche  Konstante  A 
bei  jedem  eine  andere  sein  kann.  Lä^st  man  a,  b,  e  alle  mug* 
lieben  Werthe  durchlaufen»  so  erhält  man  durch  SammiroDgen  weit 
allgemeinere  Integrale.    (§.  XIX.) 

Da  man  hat: 

4».i>«.g  +  (iH-1l)./)«./>«|=D«.[4«.g  +  ^il  +  «)Z)«|] 

=Z,..[(il  +  61t)||+(il  +  «)||(|-|)  +  |^-|)(]. 

tt.  8.  w.,    SO  wird  man    die  Gleichungen  (43')  auch  in    folgender 
Form  schreiben  können: 

p  =  [(G+3P)+(il+5«)/)«.]  g- 

+[<c+«+(«+«,fl..][|C4-ä)4(M)3. 

^=[(e+3/')+(il+5JI)0>.)^ 

+[(«+«+(''+»)'^][s(S-|)+^(s-|)l| 

g=  [(C+3P) + « + s»»».]  35 
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in  welehen  GleichnngeD  die  gedrängte  symbolische  Bedeatung  da- 
dorch  leicht  verständlich  werden  wird,  dass  wir  die  erste  dersel- 
ben etwas  aosfuhrlicber  schreiben.    Sie  wäre: 

.«+.,i..[4(|-£).»@-g)]. 

wobei  wir  ans  erinnern,  dass  -^•*'=gp  +  n~ä  +  gT- 

Aus  den  Gleichungen  (46),  welche  identisch  sind  mit  (43')» 
folgt  nun,  dass  die  Longitudinalschwtngungen  sowohl  als  die  lYans» 
Tersalscbwingungen  für  sich  allein  bestehen  können.  Es  folgt 
dies  allerdings  bereits  schon  aus  dem,  was  wir  in  $.  XVII.  ff.  ge- 
sehen haben;  jedoch  mag  es  nicht  ohne  Interesse  sein»  es  hier 
nochmals  zo  erweisen. 

Angenommen  uärolich,  man  habe  bloss 

i=t«.+m(«.,»-.j[4(5-|)+^(|-g)]. 

und  man  setze  für  £,  v,  ^  eines  der  Systeme  (45),  so  ergieibt  sich 
Ä*cosa=[(G+A^+(il+Ä)r*][r^co8a— ö(öco8a+6co8/?+ccosy)], 
lf»cos/3=[(G+/^+(Ü+tr)r«][r«cos/?-J(flcosa+6cos/3+ccosy)], 
Ä«cos7t=[(6'+P)+(iI+tl)r«][r*co87-.c(acosa+6cos/J+ccösy)]. 

Ans  diesen  Gleichungen  folgt  ganz  unmittelbar,  indem  man 
die  erste  mit  a,  die  zweite  mit  6,  die  dritte  mit  c  multiplizirt  und 
addirt: 

tÄ»-[(G+/^  +  (il  +  Ä)ra](r*-ra)Kacos«+6cos^+ccosy)=0, 

d.  h.  da  nicht  i?^=0^  so  Ist  nothwendig: 

oco8a  +  6cos/3+ccesy=:0,   if*Ä[(4B+/0  +  (il+»)r*]r*» 
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Die  erste  dieser  Gleichungen  ergiebt  dann  auch«  dass  ^=ä^~^äL 

-|-g-=09    SO  dass  dieselben  Wertbe»    welche  den  (47)  genilgeD, 

auch  den  (46)  Genüge  leisten.  Da  0=0,  so  sind  dies  Transver- 
saLschwingungen^   welche  somit  f6r  sich  liestehen  können. 

Gesetzt  nun  weiter ,  man  habe  bloss  die  Gleichungen : 

(48) 

0=[G  +  3/>  +  (il  +  5»)D«.]|f,   gJ=[G+3PHil+5Ä)^.J^|, 
0  =  [G  +  3P+(iI+5tl)Z>«.]|j, 

und  setze  wieder  für  SfV^i  eines  der  Systeme  (45),  so  erhält  man: 

K^coaa 
==[6r+3P+(il+5Ä)r*][r^cos  cc^b(a  cos  ß-bcos  a) + c(a  cosy— c  cos  a)], 

K^cosß 
=[G+3P+(il+5»)r«][racos/3 +/r(6  cos  a-  a  cos  ßHc(b  cosy— c  cos  j5)], 

Ä*cosy 
=[G+3P+  (Ü + 6B)r*J[r^osy-f  fl(c  cos  a— o  cos  y)+6(c  cos  ß  —b  cosy)]. 

Man  multiplizire  die  erste  mit  6»  die  zweite  mit  a,  und  subtrahirej 
sp  hat  man: 

(6cosa — acos^)if^=0,    also  Acosa— acos/3=0. 

Eben  so  leicht  acosy  —  ccosa=0,  6cosy  — ccos^  =  0,  aud  dann 

Jfa=[G  +  3P+(i|  +  5«)r«]r«, 

Aus  Äcostt— acosj3=0,  acosy— cco«tt=0,  Acosy— .cgos/}=0 
folgt  aber  auch,  dass  zugleich: 

dx^dy'   8i""82"-"'   8^""gi-"' 

d.  h.,  dass  dieselben  Werthe,  welche  den  (48)  genfigen,  auch  den 
(46)  genügen.  Daraus  folgt  der  behauptete  Satz  unmittelbar. 
Kennt  man  die  allgemeinen  Integrale  von  (47)  und  (48),  so  erfolgt 
aus  der  Summirung  beider  ein  Integral  von  (46). 
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XXIII. 

2      1 

Mechanische  Bedeatnng  der  Grosse  g'p"3f    (§•  VIIL) 

Wir  wollen  ans  ein  Prisma  denken,  das  vertikal  aufgethän^^ 
sei;  es  sei  dassellre  einer  Zugkraft  F  (auf  die  Eiolieit  der  FlAehe) 
unterworfen,  die  an  seiner  untern  Fläche  angebracht  üei,  während, 
aof  die  Seitenflächen  keine  fremden  Kräfte  wirken.  Ist  (Taf.  VL 
Fig.  5.)  AD  die  Axe  der  a:»  AB  die  der  y,  AE  dei  z,  so  wird 
man  setzen  können: 

t=  — cor,     v  =  —  ay,    t=/5z, 

wo  «  and  ß  zwcii  Konstanten  sind.  Diese  Annahmen  genCgen  den 
Gleichungen  des  §.  III.  und  widersprechen  der  Natur  der  Sache 
offenbar  nicht.  Hieraus  folgt  (§.  VIIL),  wenn  wir  den  Körper, 
als  isotrop  voraussetzen: 

A=SoPo{ß''ial  l?'=doPo[(5-4a],  C^oPol^ß-^l  B^C^C'^. 

Da  aber  auf  die  Seitenflächen  keinerlei  Druck  ausgeflbt  wird,  so 

mössen  24=B'=0sein,  d.  h.  /3=r4a,  also  C'^=*o^oWa=^|JP,>Äo; 
diese  Grösse  ist  aber  ==  F,   also 

ß  ist  aber  die  lineare  Verlängerung  (-j  des  Prismas,  wenn  seine 
Länge  2=1;  daraus  folgt,  dass 

2  1 
die  Grösse  K'T'p  ^i  isotropen  Körpern  die  Verlänge- 
rung bedeutet,  welche  ein  Prisma  von  der  Länge  J  er- 
leidet, wenn  im  Sinne  seiner  Lange  auf  die  eine  Grund- 
fläche eine  Zugkraft  =1  (auf  die  Einheit  der  Fläche) 
ausgeultt  wird  und  die  andere  Grundfläche  fest  ist,  wäh- 
rend keine  Massenkräfte  und  keine  seitlichen  Kräfte  auf 
dasselbe  wirken. 

Wir  schliessen  hiemit  diese  Betrachtnngen.  Es  lag  natflriieh 
nicht  in  unserer  Absiebt,  Anwendungen  auf  spezielle  Beispiele  zu 
naefaeo,  wir  wollten  mir  die  allgemeinen  Gesetze,  namentlich  die 
Bildaog  der  allgemeinen  Differentialgleichungen  klar  und  ausfiihr- 
lieh  entwickeln»  und  missen»  was  speziellere  Beispiele  «nbetangt^ 


Digitized  by  VjOOQIC 


S58  Dienger:  Siu(Ue»9iirmaikem.TkeofU  der ekuOscken Körper. 

etwa  auf  das  bereits  in  der  Einleitung  berfihrte  Werk  von  Lam^ 
verweisen.  Lam^  hat  allerdings  einen  durchays  andern  Weg  ein- 
geschlagen, auch  in  so  ferne  andeie  Resultate  erhalten,  als  er 
von  schliesslich  zwei  bleibenden  Konstanten  in  den  Gleichungen 
(39)  spricht,  wobei-  er  naturlich  sich  denkt,  es  sei  vom  natSrIichen 
Gleichs^ewichtszustande  ausgegangen  ^n  welchem  Falle  £r=:0 
wäre);  andernfalls  enthalten  auch  unsere  Gleichungen  (39)  zwei 
bleibende  Konstanten  P+  G  und  2P,  Das  im  Vorstehenden  ErSr* 
terte  ist  hinreichend,  um  zum  Stadium  eines  spezielleren  Werkes 
die  nöthigen  allgemeinern  Kenntnisse  zu  geben.  Der  Vorfheil  der 
obigen  Betrachtungen,  wie  sie  von  Na  vier,  Poisson,  Cauchy 
herrühren,  gegenüber  denen  von  Lam^,  scheint  uns  vorzugsweise 
in  dem  klaren  Verständnisse  dessen  zu  liegen,  was  die  jeweils 
eingeführten  Grossen  zu  bedeuten  haben,  wie  sie  folglich  zu  be- 
rechnen und  zu  behandeln  sind  «^  ein  Vortheil,  der  gewkw  nicht 
zu  niedrig  anzuschlagen  ist 

Tn  der  vorliegenden  Arbeit  wurde  neu  gegeben:  die  Ent- 
Wickelung  der  Gleichungen  (7)  bis  zur  vierten  Ordnung  und  Alles, 
wias  nun  damit  zusammenhängt,  ^so  wie  die  Darstellung  in§.  XVIL 
auch  in  einer  Weise  elementar  geführt  wurde,  dass  zum  leichtem 
V«rstkndnis8  ein  vielleicht  nicht  unwichtiger  Schritt  gethan  wurde. 
Wie  man  bei  wirklichen  Beispielen,  also  bei  gegebenem  Anfangs- 
zustande sich  zu  benehmen  habe,  ist  allerdings  nicht  aus  einander 
gesetzt  worden,  jedoch  nach  allgemein  bekannten  Lehren  der 
hohem  Mathematik  nicht  schwer  durchzuführen.  Die  §§.  VII.,  IX., 
XL,  XII.,  XV.,  XVI.  u.a.  m.  enthalten  ebenfalls  manches  Neue, 
80  dass,  wie  schon  Eingangs  gesagt  wurde,  in  dem  Vorliegenden 
nicht  bloss  alt  Bekanntes  aufgeführt  wurde« 

Schliesslich  mag  noch  eine  Bemerkung  in  Bezug  auf  die  An* 
Wendung  des  Vorstehenden  auf  die  Theorie  des  Lichtes  hier 
Platz  finden^  In  §.  II.  haben  wir  den  dortigen  zweiten  Fall  spe- 
ziell als  hieher  gehörig  betrachtet,  und  behalten  uns  vor,  in  einem 
folgenden  Aufsatze  denselben  zu  erörtern.  Man  hat  aber,  und 
vorzugsweise  Caucby,. schon  die  obige  Theorie  (erster  Fall  des 
§.  II.)  geradezu  auf  die  Lichtbewegungen  angewendet.  Dabei 
stellte  sich  jedoch  der  Uebelstand  heraus,  dass  man  die  Licht- 
zerstreuung (Dispersion)  nicht  erklären  konnte,  wie  dies  aus  §.  XIX. 
auch  hervorgeht,  indem  bei  der  (seither  gebräuchlichen)  Beschrän- 
bäüg  auf  die  Gleicb«ngea  (27^  Wellen  von  verschiedener  Oszilla- 
tionsdauer mit  derselben  Geschwindigkeit  skh  fortpianzen  würden. 
G^iuchy  hat  desahalb  durch  weiter  getriebene  „riäherung'S  wie 
er.Bdgt«  idie  Dispersion  zu  erklären  gesucht.  Der  etgentttehe 
Grund  e^jiker  Rechnungen  läge  in  der  Annahme  der  Gleichungen  <27), 
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deneo  allerdingfi  Ba^eh-Q.  XUL  eine  I>i8peMipn  folgen  wilrd«. 
Allein  es  mOsste  dieselbe  alsdann  anch  kii  leeren  Räume  Statt 
fioden,  was  abermals  den  Erscheinungen  widerspricht»  so  dass 
die  Cauchy'sche  Theorie  wieder  nicht  mit  der  Wirklichkeit  über- 
einstimmt. Wir  werden  im  Nächstfolgenden  sehen»  das»  unter 
den  Voraussetzungen  des  $.  IL  die  Dispersion  in  den  versehlede- 
nen  Medien  sich  ganz  natürlich  erklärt. 

Endlich  ist  es  noch  meine  Pflicht,  anzuführen»  dass  manche 
Anregungen  zu  obigen  Ausführungen  aus  gemeinschaftlichen  Be- 
spreebangen  und  Studien  mit  den  Herren  Professoren  Red  teil'- 
bacber  nnd  Dr.  Wiener  der  hieeigen  polytechoisoben  'Schule 
hervorgegangen  sind. 


xvm. 

Misceljen. 


Folgerungen  aus  dem  in  Theil  XXII.  S.  334.  bewiesenen  Satze. 

Von    Herrn  Professor   J.  K.  Steczkowski  an  der  UniTersität 
au   Krakttu. 

Erster  Satz.  Sei  APC  (Taf.  VI.  Fig.  6.)  ein  geradliniges 
Dreieck,  in  welchem  der  Winkel  A  ein  spitziger  Winkel  ist;  er- 
richtet man  auf  seinen^  drei  Seiten  Quacfrate  und  fällt  aus  dem 
Scheitel  C  auf  AB  das  Perpendikel  Cm,  so  ist  die  Fläche  des 
auf  der  Seite  BC  kleiner  als  die  Summe  der  Flächen  der  auf  den 
beiden  andern  Selten  errichteten  Quadrate;  dieser  Ueberschuss 
ist  gleich  der  Flache  eines  Kechtecks,  dessen  zwei  anliegende 
Seiten  ^AB  und  Am  sind»  d.  h.  wenn  man  der  Kürze  halber  die 
Quadrate  auf  AB  und  AC  durch  P  und  Q  bezeichnet»   BCDE 

Beweis.  Nach  dem  in  Tbl.  XXII.  S.  364.  des  Archive  bewie« 
senen  Lehrsätze  tat; 

P+Q=BCGF. 

Da  aber  BCGF=iBCMHf   so  ist  augenscheinlich   das  Quadrat 
BCDE  kleiner  als  das  Rechteck  BCMHy    also  kleiner  als  das 


Digitized  by  VjOOQIC 


360  msceilen. 

Paralleloi^raitim  BCGF,  und  endlich  kleiner  als  die  Samme  PfQ 
um  das  fiLeohteck  DEÜM.  d.  L 

BCDE=P+Q--DEH1U. 

Verifingere  vnnit  HM  bid  /  so,  dass  HI'=it^AB,  nnd  ergänze  das 
Rechteck  HEPl^  schneide  dann,  auf  HE  HK=:^Am  ab  und  ziehe 
die  Gerade  KL  parallel  zu  Hl^  i%elcfae  CM  in  N  schneidet«  ziehe 
zuletzt  die  Diagonale  HP.    Im  Dreiecke  PHi  ist 

HN:NP=iHM:MI, 

weil  aber  HM:=^DE  und  MI^DP,  so  ist  auch  HN.NP^DEzDP, 
d.  u  die  drei  Punkte  H,  JS,  P  liegen  in  einer  und  derselben  Ge- 
raden HP,     Die  Figur  zeigt,    dass 

DEHM^  HKNM  +  DEKN, 

und  bekanntlich  das  Rechteck  DEKN=z]SLiM,  desswegen 

DEHM=  HKNM+NLJM=  HILK=HIxHK=2ABxAm, 

also  BCDE  ^zP+Q--  2ABxAm,  w.  z.  b.  w. 

Zweiter  Satz.  Sei  ABC  (Taf.  VI. Fig. 7.)  wieder  ein  gerad- 
liniges  Dreieck,  in  welchem  der  Winkel  A  ein  stumpfer  Winkel 
ist;  errichtet  man  auf  seinen  drei  Seiten  Quadrate  und  fallt  aus 
dem  Scheitel  C  auf  die  gegenüberliegende  Seite  AB  das  Perpen- 
dikel Cm,  80  ist  das  auf  der  dem  stumpfen  Winkel  gegenüber- 
liegenden Seite  errichtete  Quadrat  grosser  als  die  Summe  der 
Quadrate  auf  den  beiden  andern  Seiten,  und  dieser  Ueberschuss  ist 

fleich  der  Fläche  des  Rechtecks,   dessen  zwei  anliegende  Seiten 
AB  und  Am  sind,   oder,    die  obige  Bezeichnung   beibehaltend: 

BCDE=P+Q  +  2ABxAm. 

Beweis.  Nach  dem  vorher  erwähnten  Lehrsatze  'mt  P+Q 
=  BCGFr=BCMH.  Da  aber  BCMH  =  BCDE---BEHM,  so 
ist  auch  P^QrrzHCDE—DEHM.  Verlängere  man»  £;/>  bis  P 
so,  dass  EP'=z2AB  sei,  und  schneide  auf  EH  EKrrzAm  ab, 
aiiehe  dbnn  ATL  pilrallel  zu  EP,  welche  die  Seite  CD  des  Qaa- 
drats  im  Punkte  N  schneidet,  ziehe  endlich  die  Diagonale  El,  so 
kann  man  wieder  beweisen,  dass  der  Punkt  N  in  dieser  Diago- 
nale Hegt.  Nun  ist  ersichtlich,  dass  das  Rechteck  DEHM 
=  DEHN  4-  HKNM  sei  und  dass  man  statt  des  letztem  das  ihm 
gleiche  DNLP  nehmen  könne.    Auf  diese  Art  hal»en  vvir 

P^Q  =  BCDE^DEHM  =  BCDE^{DEK]S+HKNM) 
, .      =BCJ)E--(DEKN+DNLß^  =  BCDE  —  EKLP 
z=zBCDE''EPxEK=  BCDE-2ABX  Am, 
also 

BCDE=^P+Q^2ABxAm. 
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Einfacher  Beweis  des  Lehrsatzes,  welcher  behauptet^ 
dass  zwei  dreiseitige  Pyramiden,  die  einander  gegen- 
bildlich (symmetrisch)  gleich  sind,  gleich  grossen  Raum- 
inhalt haben« 

VoD  dem 

Herrn  Reallehrer  P.  G.  H.  Heinemann 
in  Marburg  *). 


'  Man  beschreibe  am  eine  gegebene  dreiseitige  Pyramide  eine 
Kagel,  in  deren  Oberfläche  die  eämmtlichen  Eclcpunkte  dieser  Py- 
ramide  liegen. 

Man  erweitere  die  vier  GrenzflSchen  der  genannten  Ppamide 
bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Kugeloberfläcbe. 

Man  hat  alsdann»  wie  Taf.  VII.  Fig.  1.  zeigt,  ausser  der  drei- 
seitigen Pyramide»  die  wir  mit  P  bezeichnen  wollen,  noch  fol* 
gende  zwei  Arten  von  Raumstilcken  In  dieser  Kugel  dargestellt: 

I)  Sechs  zweieckige  Stflcke,  welche  längs  den  Kanten  der 
dreiseitigen  Pyramide  liegen.  Sie  sind  In  Taf.  VII.  Fig.  1.  mit 
hf  H*  Hf  <4*  '5  ^^^  ^  bezeichnet.  Jedes  derselben  ist  einge- 
schlossen  Ton   zwei  ebenen   Kreissegmenten,   welche  zu  Kugel- 


^)  Gleich  nachdem  ich  meinen  Beweis  diesee  Satzes  im  siebenten 
Theile  dieser  Zeitschrift  pag.  28^.  d.  ff.  belcannt  gemacht  hatte,  fand 
Herr  Heine  mann,  welcjier  damals  mein  Zuhörer  war,  den  Torliegen- 
4en  Beweis  und  theilte  ibn  mir  und  einigen  Freunden  mit.  Da  mir 
dieser  nene  Beweis  sehr  interessant  in  sein  scheint,  so  habe  ich  Herrn 
Helnemann  emneht,   ihn  in  TeröffentlicheB*  Pro£  Hassel« 

TheUXUD.  i& 
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kreisen  gehören,    und  von  einem   zweieckigen  KugelflächenstOck, 
das  TOD  den  Bogen  dieser  Kreissegmente  begrenzt  ist. 

2)  Vier  dreieckige  Raumstücke,  welche  auf  den  Grenzflächen 
der  Pyramide  aufliegen.  Sie  sind  in  Taf.  VII.  Fig.  1.  bezeichnet 
mit  dl,  d^y  d^  und  d^.  Jedes  derselben  ist  eingeschlossen  von 
einem  ebenen  Dreieck,  welches  zugleich  Grenzfläche  der  Pyra- 
mide ist,  von  drei  ebenen  Kreissegmenten,  welche  in  den  Erwei- 
terungen der  drei  übrigen  Grenzflächen  der  Pyramide  liegen  und 
von  einem  dreieckigen  Kugelfläcbenstiick,  das  durch  die  Bogen 
dieser  drei  Kreissegmente  begrenzt  ist. 

$tollt  man  das  zu  einer  beliebigen  Spiegelebene  VF  ge- 
hörige Spiegelbild  der  so  zortheilten  Kugel  Taf.  VII.  Fig.  2.  dar, 
so  enthält  dasselbe  ein  Spiegelbild  der  in  Taf.  VII.  Fig.  1.  vorhan- 
denen Pyramide,  welches  wir  mit  77  bezeichnen  wollen.  Dasselbe 
enthält  aber  auch  die  zweieckigen  Raumstücke  tf|,  a^,  (Tg,  c^,  c^ 
und  6^,  die  der  Ordnung  nach  die  Spiegelbilder  der  Stücke  $i,  s^, 
hf  ^4>  ^6  ""^  ^6  ^'^^^'  ^^  enthält  endlich  die  vier  RaumstQcke 
^i>  ^29  ^8  u"^  ^4>  welche  der  Reihe  nach  die  Spiegelbilder  der 
Raumstücke  di ,  d2»  d^  und  ^4  sind. 

Bezeichnet  man  die  Kugel  in  Taf.  VII.  Fig.  1.  mit  F  und  die 
ihr  congruente  in  Taf.  VII.  Fig.  2.  mit  O,  so  kann  man  die  In- 
halte beider  Kugeln  ausdrücken  durch  folgende  Summen: 

F=P+[n+*a+'8+'4  +  '5+*6]  + [^1+^2  +  ^8+^4]. 

woCiU  wir  setzen  wollen: 

und 

was  wir  bezeichnen  wellen  durch: 

a>=7I+-S  +  ^. 

Nun  Ist  jedes  der  Stteke  ^i,  $2*  H»  ^4»  h  und  s^  der  Ordnung 
nach  congruent  dein  mit  derselben  Ordnungszahl  bezeichneten 
unter  den  Stucken  Ci,  a^»  ^^»  <^4>  ^6  ^^^  <%>  <^®Dn  es  ist  z.  B. 

weH  der  Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen  anketudamb  in  TaL  VII« 
Fig.  1.  gleich  Ist  dem  Neigungswinkel  der  Ebenen  aifti^i  auf  «im,Ai 
Id  Taf.  VII.  Flg.  2.,  während  zugleich  die  Kreiseegmente  ami  und 
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aifii&i9  sowie  die  Kreissegroente  amb  und  OfiHiAi   einander  con- 
gnient  sind. 

Es  folgt  hieraus»  dass 

*1  +  %  +  «8  +  *4  +  *5  +  «•  =  <^l  +  <y«  +  «^8  +  «^4  +  ^5  +  <^e  t 

also 

S=z£ 

ist 

Es  Ist  ferner  jedes  der  SAcke  di,d^,  d^  und  d^  der  Ordnung 
nach  an  Grosse  gleich  dem  mit  gleicher  Ordnungszahl  bezeich- 
neten unter  den  Stocken  ^i,  dg,  dg  und  ^4;  denn  es  guht  diese 
Gleichheit  z.  B.  fiir  di  und  d|  daraus  hervor,   dass 

und 

ist,  indem  die  Kugelsegmente  [<^i +'1 -f Sg+^s]  und  [^i+^i-Fii^-l-^'s] 
einander  congruent  sein  mQssen,  weil  ihre  kreisförmigen  Grenz- 
flächen, in  welchen  die  einander  congruenten  Seitenflächen  aob 
und  ^lOi^i  der  Pyramiden  liegen,  in  den  beiden  einander  con- 
gruenten Kugeln  F  und  O  gleich  weit  von  deren  Mittelpunkten  ent^ 
fernt  sind,  während  die  Gleichheit  der  Summen  [9i  +  i^  +  Ss'\  OüA 
[^1  -h  ^  -f  0^5]  daraus  folgt,  dass  die  einandef  entspi'echehdill' 
Glieder  derselben  congruent  sind. 
Ist  abet 

cii=d],  d^ssd^p   dysdg  und  c^a^d^; 

so  ist  auch 

Da  also  überhaupt 

oder 

und 

S  =  £, 
so  wie 

DttoJ 
Igt,  M  fat  attcb 

P=JI 


2ft» 


Digitized  by  VjOOQIC 


364     Chr,  Pauiui:    Ein  Beiirag  %um  ffeomeOiscAen  ZHchnm, 


Ein  Beitrag  zum  geometrischen  Zeichnen. 

Von 
Herrn  Christoph  Paulus^ 

Lehrer  der   Mathematik    an  der  £rziehung;tansUlt   auf  dem  Smlon  bei 

Ludwigsburg^. 


Mit  Recht  wird  von  Seiten  der  Behörden  and  Lehrer  dem 
Unterricht  im  geometrischen  Zeichnen  immer  mehr  Ausdehnung 
eingeräumt,  denn  es  ist  dieses  Fach  nicht  nur  für  die  Industrie 
dui:cb  seine  vielfache  Anwendung  in  den  Gewerben»  sondern  such 
ffir  den  theoretischen  Unterricht  in  der  Geometrie»  dem  es  ein 
frisches  und  reges  Leben  einzuhauchen  vermag,  von  grosser  ^Vich- 
tigkeit.  Auch  hat  nicht  leicht  ein  anderer  Unterrichtszweig  in  so 
kurzer  Zeit  gleich  grosse  Fortschritte  gemacht.  Es  ist  nicht  nuthig, 
in  dieser  Beziehung  an  die  rasche  Entwickelung  der  Projektions- 
lehre (g^ometrie  d^scriptive)  zu  erinnern,  welche  fast  ihrem  gan- 
sen  Umfange  nach  ein  Produkt  der  neueren  Zeit  ist  und  den 
höheren  Theil  des  geometrischen  Zeichnens,  die  Zeichnung  der 
körperlichen  Gestalten  in  sich  scHliesst;  denn  auch  der  erste, 
niedere  Theil  des  geometrischen  Zeichnens,  nämlich  die  Lehre 
▼on  den  Construktionen  ebener  Gestalten,  hat  eine  reiche  Ent- 
wickelung hinter  sich.  Zu  diesem  ersten  Theile  des  geometri- 
schen Zeichnens  rechne  ich  nicht  nur  die  Construktion  ebener 
Figuren  auf  dem  Papiere,  sondern  auch  diejenige,  welche  im 
Dienste  der  FeMmesskunst  auf  der  Oberfläche  der  Erde  vorge- 
nommen wird.  In  beiden  Beziehungen  sind  Fortschritte  gemacht 
worden.  Ich  erinnere  nur  an  die  neueren  Leistungen  hinsichtlich 
der  Construktion  der  in-  und  umbeschriebenen  Vielecke,  mancher 
Construktionen  am  Kreis  und  einer  noch  grosseren  Zahl  an  den 
Kegelschnitten,  an  die  neueren  Mittel,  gerade  Linien  auf  dem  Felde 
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ausaEastecken»  die  BiDderntsse  halher  nicht  visirt  werden  kSmieii» 
und  ao  manches  Andere.  Zu  diesen  materielien  FortscfaritteB  ge- 
sellen sich  noch  andere  formelle,  die  Methode  deft  geometrischen 
Zeichnens  betreifende,  welche  von  nicht  geringerer  Bedeutoag 
sind.  HiesD  rechne  ich  dasjenige,  was  geschehen  ist,  um  die 
Grundlagen  des  geometrischen  Zeichnens,  das  Ziehen  von  Gera* 
den  und  Kreislinien ,  oder  also  den  Gebrauch  des  Lineals  und  des 
Zirkels  selbst  einer  Cnteisuchung  zu  unterwerfen,  und  zu  bestim- 
men, in  wie  weit  diese  Grundlagen  ffir  das  Zeichnen  nothwendig 
und  unentbehrlich  oder  zulässig  und  vortheilhaft  seien.  Mit  die- 
sen Untersuchungen  haben  sich  in  neuerer  Zeit  angesehene  Mathe* 
matiker  dreier  Nationen  beschäftigt. 

Der  Italiener  Mascheroni  hat  in  seiner  „Geometrie  des 
Zirkels'',  von  Carette  in's  Franzosische  und  von  GrGson  in*s 
Deutsche  (1825)  fibersetzt,  gezeigt,  dass  alle  geometrische  Con- 
struktiooen  allein  schon  durch  den  Zirkel  ohne  Gebrauch  des 
Lineals  ansgeffihrt  werden  k5nnen  und  dass  häufig  diese  ctrku- 
lären  Construktionen  vor  denen  des  Lineals  durch  eine  grössere 
Scb&rfe  sich  auszeichnen,  wodurch  sie  besonders  fiBr  Mechaniker 
zur  Anfertigung  feiner  Instrumente  sich  eignen  sollen.  Gewiss 
ist,  dass  diese  Methode  gekannt  zu  werden  verdient  und  im  geo- 
metrischen Zeichnungsunterrtcht  nicht  ganz  übergangen  werden 
sollte.  Schon  wegen  der  Vermehrung  des  Uebungsmatertals  ver- 
dient sie  Beachtung. 

Franzosische  Mathematiker,  Brianchon,  Poncelet  u.  A«, 
haben  schon  längst  auf  zahlreiche  geometrische  Construktionen* 
hingewiesen,  welche  blos  mittelst  des  Lineals  ohne  Hilfe  des 
Zirkels  ausgeführt  werden  kOnnen.  Diese  lineare  Construktion 
hat  übrigens  eine  ziemlich  beschränkte  Anwendung,  denn  es  eig- 
nen sich  fiir  dieselbe  nur  die  Figuren  von  ganz  allgemeinem 
Charakter.  Wenn  eine  Figur  durch  Gleicbsetzung  gewisser  Ele- 
mente bereits  eine  gewisse  Symmetrie  oder  Regelmässigkeit  an 
sich  trägt  und  dadurch  eine  besondere  Art  von  einer  allgemeinen 
Gattung  vertritt,  so  ist  sie  nicht  auf  linearem  Wege  zu  construi- 
ren.  So  kann  man  auf  linearem  Wege  wohl  vier  harmonische  Punkte 
oder  einen  harmonischen  Vierstrahl  constrniren,  nicht  aber  eine 
Strecke  oder  einen  Winkel  balbiren,  verdoppeln  und  auch  nicht 
swei  auf  einander  senkrechte  oder  zwei  einander  parallele  Gerade 
sieben;  auf  linearem  Wege  kann  man  ferner  wohl  eine  Figur 
seiehoen,  welche  einer  anderen  gegebenen  collineär  ist,  aber  nicht 
eine  solche,  welche  Ihr  affin,  ähnlich  oder  congruent  wäre;  auf 
linearem  Wege  kann  man  sodann  wohl  ein  Vieleck  von  allgemein 
Her  Gestalt,  aber  nicht  ein  gleichschenkliges  oder  gleichseitiges 
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Pvciieel:,  ^  Quwlritt,  Rhomtmi»  R«clitoek  imd.  fibcrhanpi  mchl 
ein  PaifiJtelograinin  »eiehnen;  aaf  liAttarem  W«ge  kann  naa  end- 
lich vToiil  eipe  Corve  sweiter  Ordnmg  conetniireny.  welche  durch 
flSnf  Elemente«  aeien  es  Penkte  oder  Tangentenrichtangen»  gege* 
ben  ist»  aiber  nicht  eine  Parabel,  welche  durch  vier  Elemente  he- 
stimmt  iet,  auch  nicht  eine  gleicheeitige  Hyperbel,  nech  einen 
Kreis,  wenn  diese  Curven  durah  drei  Elemente  gegeben  sind. 
Trota  dieser  beschränkleren  Anwendung  verdient  die  lineare  Con- 
stndEtien  um  se  mehr  Beachtung,  als  sie  nur  die  einfachsten 
Elemente  des  Raumes  bu  ihrem  Zwecke  gebraucht  und  daher 
eine  tiefe  Einsicht  in  die  Natur  der  Raumgestalten  voraussetat 
und  verlangt.  Sie  bat  daher  auch  bis  in  die  neueste  Zeit  nicht 
aufgehört,  dem  Forschungsgeiste  der  Geomet^c  Nahrung  zu  geben. 

.  Zwischen  den  swei  Extremen  der  linearen  und  der  cirkulflren 
Gonstraktionsmethode  hat  Professor  Steiner  einen  Mittelweg  in 
einem  besonderen  Werkchen  (1832)  bekannt  gemacht,  eine  bedingt- 
lineare  Construktions weise,  welche  sich  zwar  auf  den  ausschliess- 
lieben  Gebrauch  des  Lineals  beschränkt,  aber  doch  dabei  voraus« 
setzt»  dass  in  der  Ebene  des  Zeichiiungfeldes  ein  fester  Kreis 
gegeben  oder  su  ziehen  erlaubt  ist.  Diese  bedingt«  lineare  Gen- 
strnktion  Ist  nicht,  wie  die  rein-lineare>  blos  auf  eine  kleinere  Zahl 
von  Figuren»  sondern  ganz  allgemein  auf  alle  Figuren,  auch  auf 
die  symmetfischen  und  regelmässigen,  anwendbar,  fährt  aber  nieht 
selten  zu  ziemlich  grossen  Verwickelungen.  Wenn  man  gestattet» 
clen  Hilfskreis  so  zu  ziehen,  wie  es  fiSr  die  jeweiligen  Umstände 
am  zweckniäs^igsten  ist,  so  macht  sich  die  Gonstruktion  oft  ein- 
facher als  man  erwartete.  Wird  der  Gebrauch  des  Zirkels  noch 
etwas  mehr  frei  gegeben  und  erlaubt  man,  zwei  feste  Kreise  nach 
Wahl  zu  ziehen,  so  gewinnt  die  Coiistruktion  häufig  eine  über- 
raschend einfache  Gestalt,  welche  nichts  zu  wiinschen  (ihrig  lässt 
und  vor  jeder  anderen  den  Vorzug  verdient.  Ich  verweise  in  die- 
ser Hinsicht  auf  die  bedingt  lineare  Gonstruktion  der  Kegelschnitte, 
welche  Ich  im  VI.  Buch  meiner  Grundlinien  der  neueren  Geometrie 
mitgetheilt  habe,  sowie  auf  den  letzten  Abschnitt  (D)  dieser  vor- 
liegenden Abhandlung« 

Wie  es  nun  aber  ftir  die  Methede  des  geometrischen  Zticb* 
mens  von  grosser  Wichtigkeit  war,  die  Dienste  kennen  su  lersfls, 
welche  von  den  gebräuchlichsten  Instrumenten  zu  erwarIcAsind» 
und  die  Vortheile,  welche  mit  dem  Gebrauch  des  einen  odei  des 
anderen  verbunden  sind,  so  ist  es  nicht  minder  nothwendlg»  anch 
ikt  Ebene,  auf  welcher  die  Gonstruktion  vollzogen  werde«  solK 
einer  Untersuchung  zu  unterwerfen.  Denjunildem,  dass  die  Figur 
an«  desa  abstrakten  Reich  4es  Gedankens  heraus  ui  die  Wifklioh* 
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Ml  der  Welt  hereiiitreten  und  wirklich  constrairi  werden  soll,  hei 
man  eich  nicht  nur  nach  den  Instraroenten ,  welche  hiebel  dleneU 
kdnnen»  nmzoeehen,  «oDdern  man  hat  auch  den  Raum,  hier  die 
Ebene  kennen  zu  lernen,  welche  die  Figur  fassen  soll;  weil  auch 
diese  Ebene  die  Unvollkomroenheiteu  der  Realität  an  sieh  tragen 
und  der  Ausfuhrung  neue  Schwierigkeiten  in  den  Weg  setsen  kann^ 
welche  durch  neue  Hilfsmittel  der  Wissenschaft  überwunden  wer- 
den müssen.  Solche  Schwierigkeiten  werden  sich  in  dem  vorlie- 
genden Falle,  theils  aus  der  Begrenzung  und  der  damit  verbun* 
denen  beschränkten  Ausdehnung  der  Ebene  erheben,  welche  zur 
Conetruktion  dargeboten  wird,  theils  aber  anch  aus  den  Uneben- 
heiten Ihrer  Oberfläche.  Diese  Schwierigkeiten  sind  nun  zwar 
seither  nicht  übersehen,  aber  doch  auch  nicht  in  Ihrem  ganzen 
Umfange  aufgefasst  worden,  und  desshalb  konnten  die  Mittel  ihrer 
Hebung  in  ihrer  Allgemeinheit  auch  nicht  namhaft  gemacht  Wer* 
den.  Beides  liegt  in  dem  Plan  der  folgenden  Zeilen,  eäitüich  eine 
umfassende  Beleuchtung  jener  Schwierigkeiten  und  eine  ebenso 
allgemeine  LOsung  derselben ;  das  erste  wird  zu  einer  Reibe  meist 
neuer  Aufgaben,  das  zweite  zu  einigen  allgemeinen  Methoden  Ihrer 
Auflösungen  führen. 

A.    Unzugängliche    Figuren. 

In  der  Feldmesskunst  heisst  man  einen  Punkt  nnzogingllcb, 
wenn  er  so  gelegen  ist,  dass  kein  gangbarer  Weg  zu  demselben 
führt,  während  er  übrigens  von  verschiedenen  Punkten  der  Ebene, 
in  der  er  liegt,  gesehen  werden  kann.  Diese  UnzugängKchkelt 
ist  keine  absolute;  sie  macht  es  zwar  unmöglich,  die  Entfernungen 
jenes  Punktes  von  den  anderen  Punkten  der  Ebene  unmittelbar  . 
zu  messen,  aber  sie  gestattet  doch,  Richtungen  zu  ziehen ,  welche 
durch  denselben  gehen.  Der  Punkt  ist  also  (ur  die  in  ihm  con* 
vergirenden  Richtungen  zugänglich  und  diese  Zugänglichkeit  bie- 
tet sodann  auch  die  nuthigen  Mittel,  um  die  Entfernungen  dee 
Punktes  von  anderen  gegebenen  Punkten  der  Ebene  zu  berecb* 
nen.  In  einer  reineren  Form  treten  die  unzugänglichen  Punkte 
beim  geometrischen  Zeichnen  auf,  wo  von  einer  unendlichen  Ebene 
nur  ein  kleines  Stück  im  Rahmen  der  Zeichnung  eingeschlossen 
gegeben  Ist.  Alle  Punkte  dieser  Ebene,  welche  ausserhalb  des 
Rahmens  der  Zeichnung  liegen,  sind  absolut  unzugänglich;  es 
kann  weder  die  Entfernung  eines  solchen  Punktes  von  einem  an- 
deren Punkte  der  Ebene  unmittelbar  gemessen,  noch  können  auf 
nnmittelbare  Welse  Richtungen  gezogen  werden,  welche  la  den* 
selben  coovergireiK  Das  erste  dieser  Merkmale,  nämlich  die  lü« 
mittelbare  Maassnahme  der  EntfemiiBg  zweier  Punkte,  setzt  aber 
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da«  zweite»  nimUch  das  Ziehen  der  in  dem  Punkte  convef|(ireii-> 
den  Richtungen  voraus;  da  eine  Strecice  nicht  measbar  iat,  wenn 
sie  nicht  gezogen  werden  Icann.  Das  Hauptmerlcmal  der  Unsa« 
gftnglichkeit  eines  Punktes  besteht  also  darin,  dass  Richtangen, 
welche  durch  denselben  gehen  sollen,  nicht  unmittelliar  gezogen 
werden  können. 

Ein  Punkt  heisst  also  unzugSnglich,  wenn  es  Hin- 
dernisse halber  nicht  gestattet  ist»  Richtungen  un- 
mittelbar durch  denselben  zu  ziehen. 

Der  Rahmen  der  Zeichnung  ist  nun  nber  von  einer  unendlichen 
Ebene  umgeben,  deren  Punkte  sämmtlich  unzugingllch  sind  und 
welche  sich  nach  Belieben  zu  unsugfinglichen  Figuren  grupptren  lassen. 
Zwei,  drei,  vier  oder  mehrere  unzugängliche  Punkte  bilden,  wenn 
sie  in  einer  Richtung  liegen,  eine  zwei-,  drei-,  vier«  oder 
▼ielpfinktige  unzugängliche  Reihe,  und  wenn  von  jenen 
Punkten  nicht  drei  in  einer  Richtung  liegen,  so  bilden  sie  eine 
unzugängliche  Strecke,  ein  unzugängliches  Drei-,  Vier- 
oder Vieleck.  Wenn  sich  ein  Punkt  in  der  unzugänglichen 
Ebene  bewegt,  so  beschreibt  er  eine  unzugängliche  Linie« 
Eine  Gerade  oder  eine  Curve  heisst  daher  unzugänglich,  wenn 
alle  ihre  Punkte  unzugänglich  sind.  Es  verssteht  sich  aber  von 
selbst,  dass  solche  Linien  auch  zum  Theil  zugänglich  und  zum 
Theil  unzugänglich  sein  kunnen.  Wenn  eine  Linie  ganz  zugäng- 
lich sein  soll,  so  rouss  sie  in  sich  seihst  zurückkehren  wie  der 
Kreis,  die  Ellipse  etc.;  die  Gerade  kann  nie  ganz  zugänglich,  wohl 
aber  ganz  unzugänglich  sein. 

Trotz  ihrer  Unzugänglichkeit  können  solche  Figuren  vollkom- 
men bestimmt  sein.  Durch  zwei  zugängliche  Gerade,  die  aber 
nicht  bis  zu  ihrem  Durchschnitt  verlängert  werden  können,  wird 
ein  unzugänglicher  Punkt  bestimmt;  durch  drei  solche  Gerade, 
welche  nicht  in  einem  Punkt  convergiren,  wird  ein  unzugängliches 
Dreieck;  durch  vier  solcher  Geraden,  von  welchen  nicht  drei  in 
einem  Punkte  convergiren,  werden  sechs  unzugängliche  Punkte, 
welche  vier  dreipilnktige  Reihen  und  drei  einfache  Vierecke  bil- 
den,   bestimmt;    überhaupt    werden    durch    n    solcher    Geraden 

— jT-s —  unzugängliche  Punkte  bestimmt,  welche  n  unzugängliche 

(fi-r«l)pünktige  Reihen  und  — ^ —  unzugängliche  einfache  Vielecke 

zusammensetzen.  Durch  drei  unzugängliche  Punkte  wird  auch  ein 
Kreis  bestimmt,  der  wenigstens  zum  Theil  unzugänglich  ist,  durch 
Tier  solche  Punkte  wird  eine  unzugängliche  Parabel,  durch  ftnf 
eine  wenigstens  zum  Theil  unzugängliche  Curve  zweiten  Grades 
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und  durek  mehr  Punkte  eine  sum  Theil  unsogSogliche  Curve  höhe- 
rer Ordniing  bestimmt  Das  kleine  Stflek  der  Ebene,  welches  im 
Rahmen  der  Zeichnung  eingeschloRsen  und  dem  angehinderten 
Gebrauche  überlasset  ist,  reicht  also  hin,  um  alle  nur  denkbare 
Figuren  zu  bestimmen,  die  ihrer  Haoptausdehnung  nach  in  dem 
unzugänglichen,  unendlichen  Theil  der  Ebene  liegen,  welche  das 
Zeichnungsfeld  umgiebt. 

Mit  allen  diesen  unzugfinglichen  Gestalten  ist  jedoch  der  in 
Rede«>stehende  Gegenstand  noch  nicht  erschSpft;  denn  es  war 
bisher  nur  von  der  UnzugSnglichkeit  die  Rede,  welche  in  der  be- 
schränkten Ausdehnung  des  Zeichnongsfeldes  ihren  Grand  hat. 
Ein  anderer,  eben  so  sehr  zu  beachtender  Fall  der  Unzugänglich- 
keit  entwickelt  sich  aus  der  Beschaffenheit  der  Oberfläche,  auf 
der  gezeichnet  werden  soll.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  man,  wie 
solches  beim  Feldmessen  geschieht,  mit  den  Unebenheiten  der 
Erdoberfläche  zu  kämpfen  hat,  die  hier  als  Zeichnungsebene  dient 
Diese  Unebenheiten  und  auch  schon  die  grossen  Ausdehnungen, 
die  hier  in  Betracht  kommen,  machen  Veränderungen  des  Zeich- 
nens und  Construirens  nothwendig,  die  bis  auf  die  Elemente  des- 
selben sich  erstrecken.  Ein  eigentliches  Zjehen  der  Linien  ist 
nicht  möglich;  man  b^rachtet  vielmehr  eine  Linie  als  gezogen, 
wenn  dieselbe  durch  enie  Reihe  von  lothrechten  Stäben,  die  in 
kleineren  Abständen  auf  einander  folgen  und  als  Punkte  flguriren, 
ihrem  Verlauf  nach  bezeichnet  ist.  Slfld  zwei  solche  Punkte  ge* 
geben,  zwischen  welchen  man  ungehindert  sehen  kann,  so  kann 
auch  eine  Gerade  unmittelbar  durch  dieselben  gezogen  und  soweit 
verlängert  w*erden,  als  das  Auge  sehen  kann,  d.  h.  man  kann 
zwischen  jenen  gegebenen  Punkten  und  ausserhalb  derselben  auf 
der  durch  sie  bestimmten  Geraden  weitere  lothrechte  Pfähle  in 
kleineren  Distanzen  aufpflanzen.  Wenn  aber  zwischen  den  gege- 
benen Punkten  ein  undurchsichtiger,  hoher  Gegenstand  sich  vor- 
findet, so  dass  von  dem  einen  jener  Punkte  der  andere  nicht  mehr 
gesehen  wird,  so  kann  die  durch  jene  Punkte  bestimmte  Gerade 
nicht  mehr  gezogen  werden,  obgleich  die  zwei  gegebenen  und  fast 
alle  Punkte  der  Geraden  vollkommen  zugänglich  sein  können.  Hier 
hat  man  den  Fall  einer  unzugänglichen  Richtung  inmitten  lauter 
zugänglicher  Punkte. 

Eine  Richtung  heisst  also  unzugänglich,  wenn  es 
Hindernisse  halber  nicht  gestattet  ist,  Punkte  unmit* 
telbar  auf  derselben  zu  bezeichnen. 

Die  unsugängllehe  Richtung  f&hrt  selbst  wieder  zu  unzugäng- 
Rehen  Figuren.    Zwei,  drei,  vier  oder  überhaupt  n  anzuginglicbe 
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Riehhingen  bilden,  wenn  8ie  in  einem  Punkte  conrergirens  eiDen 
anzugftnglichen  Zwei-,  Drei-,  Vier-  oder  n^trahl,  wenn 
aber  nicht  drei  derselben  in  einem  Punkte  convergiren,  so  bilden 
sie  einen  unzngfinglichen  Winkel,  ein  unxugängliches 
Drei-,  Vier-  oder  nSeit.  Wenn  sich  eine  unzugängliche  Rieb« 
tung  in  einer  Ebene  bewegt,  so  hQllt  sie  eine  unsugjiegliche  Curve 
ein.  Es  können  übrigens  die  Richtungen  einer  Figur  aoefa  siim 
Tbeil  zugänglich  und  zum  Theil  unzugänglich  sein. 

Solche  unzugäugliche  Figuren  können  durch  zugänglicbe  Punkte 
vollkommen  bestimmt  sein.  Zwei  zugängliche  Punkte  bestimmen 
eine  unzugängliche  Richtung,  auf  welcher  keine  anderen  Punkte 
unmittelbar  bestimmt  werden  können;  durch  drei  solcher  Punkte, 
die  nicht  in  einer  Richtung  liegen,  wird  ein  unzugängliches  Drei- 
seit,  durch  vier  solcher  Punkte,  von  welchen  nicht  drei  in  einer 
Richtung  liegen,  werden  sechs  unzugängliche  Richtungen  bestimmt, 
die  vier  unzugängliche  Dreistrahlen  und  drei  unzugängliche  ein- 
gehe Vierseite  bilden ;    durch  »  solcher  Punkte,  von  welchen  nicht 

n  (n  — >  1  \ 

drei  in  einer  Richtung  liegen,  werden  überhaupt  — j-5 —  unzu- 
gängliche Richtungen  bestimmt,  welche  n  unzugängliche  (>i—])strah- 
lige  Vielstrahlen  und  ^^ — 5—^  einfache  ui#ugängliche  nSeite  zu- 
sammensetzen. Durch  drei  unzugängliche  Richtungen  wird  auch 
ein  Kreis  bestimmt,  dessAi  Tangentenrichtungen  wenigstens  zum 
Theil  unzugänglich  sind.  Aehnlich  verhält  es  sich  mit  anderen 
Curven. 

Es  giebt  dem  Vorausgehenden  gemäss  zwei  Reihen  unzugäng- 
licher Figuren,  welche,  wie  man  sehen  wird,  in  dem  Verhältniss 
der  Reciprocität  zu  einander  stehen.  So  wird  man  also  vom  rein 
praktischen  Standpunkte  aus  ganz  zu  denselben  Unterscheidungen 
hingedrängt,  welche  schon  längst  von  Seiten  der  Theorie  aufge- 
stellt wurden.  Wie  die  Theorie  Punktgebilde  und  Strahlenge- 
bilde unterscheidet,  jenachdem  die  Figuren  durch  Punkte  oder 
Richtungen  bestimmt  werden,  so  fSbrte  die  praktische  Betrach- 
tungsweise im  Vorausgehenden  zu  zwei  Reihen  unzugänglicher 
Figuren,  die  unzugängliche  Punktgebilde  oder  Strahlengebilde  ge- 
nannt werden  müssen,  je  nachdem  ihre  Punkte  oder  Richtungen 
anzugänglich  sind.  Diese  Unterscheidungen  haben  keine  Schwie- 
rigkeit, nur  die  Gerade  selbst  erfordert  Aufmerksamkeit,  indem 
eine  unzugängliche  Gerade  nicht  mit  einer  unzugänglichen  Rich- 
tung zu  verwechseln  ist.  Eine  Gerade  heisst  unzugänglich,  wenn 
alle  ihre  Punkte  es  sind,  wie  dies  bei  einer  Geraden  der  Fall  ist, 
dj^.anniorhnlb  de«  Babmena  der  ZeichningiGfebene  liegt}  dagagett 
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MMt  «ine  RicMung  «ocngätigHcb,  wenn  das  MHtel  fehlt,  am  anf 
imnilttelbare  Weise  die  Punkte  derselben  so  bestimmen «  während 
die  Ponkte  selbst  sagängiich  sind ,  wie  dies  bei  den  Punkten  einer 
Rkbtung  der  Fall  Ist,  die  nicht  visirt  werden  kann.  Diese  Unter^ 
sobeidnng  hissicbtliob  der  Geraden  und  der  Richtung  roOchte  auch 
warn  theoretiseben  Standpunkte  ans  zn  rechtfertigen  sein,  indem 
aiU  dem  Regriff  der  Richtung  die  Vorstellung  des  Einfachen  und 
Untbeilbaren  und  mit  dem  Begriff  der  Geraden  die  Vorstellung  des 
Tbeilbaren  und  Zusammengesetsten  verbunden  ist. 

An  den  Regriff  der  unzugänglichen  Figuren  schliesst  sich  so- 
gleich eine  unendliche  Zahl  von  Aufgaben  und  Construktionen  an. 
Weil  nämlich  solche  Figuren  nur  in  Hinsicht  des  einen  Tbeils  ihrer 
Elemente  unzugänglich,  hinsichtlich  des  anderen  Theiles  aber  zu- 
gänglich und  verroGge  dieser  zugänglichen  Elemente  vollkommen 
bestimmt  sind,  so  können  auch  an  den  unzugänglichen  Figuren 
dieselben  Construktionen  vorgenommen  werden,  wie  an  den  zu- 
gänglichen,  und  es  wird  also  durch  den  Begriff  der  unzugängli- 
chen Figuren  die  Zahl  der  Construktion  unmittelbar  vervielftitigt, 
und  swar  geschiebt  diessum  so  mehr,  als  zwei  Reihen  unsugäag« 
lieber  Figuren  vorbanden  sind  und  eine  und  dieselbe  Figur  in  allen 
oder  auch  nur  in  einigen  Punkten  oder  Richtungen  unzugänglich 
sein  kann;  so  fährt  z.  B.  die  Aufgabe:  von  einem  gegebenen  Punkte 
A  aus  auf  eine  gegenüberstehende  Gerade  6  eine  Senkrechte  zu 
lallen,  zu  sechs  verschiedenen  Construktionen,  je  nachdem  das 
eine  oder  das  aadere  der  Bestimmungsstucke  unzugänglich  ist; 
denn  es  kann  gegeben  sein 

1)  ein  unzugänglicher  Punkt  A  und  eine  zugängliche  Gerade  6; 

2)  ein  zugänglicher  Punkt  A  nnd  eine  unzugängliche  Gerade  6; 

3)  ein  unzugänglicher  Punkt  A  und  eine  unzugängliche  Gerade  6; 

4)  ein  zugänglicher  Punkt  A  und  eine  unzugängliche  Richtung  6; 

5)  ein  unzugänglicher  (durch  zwei  unzugängliche  Richtungen 
gegebener)  Punkt  A  und  eine  zugängliche  Richtung  6 ; 

fü)  ein  unzugänglicherPnnkti^  und  eine  unzugängliche  Richtung  &. 

Wenn  die  Zahl  der  einer  Construktion  zu  Grunde  liegenden 
BeatimmungsstCiGke  grosser  ist,  so  wird,  durch  die  Elinfuhiiipg 
der  unzugänglichen  Elemente  die  Zahl  der  Construktionen  noch 
in  ungleichem  Verhältnisse  vergrSssert.  Aber  auch  hiermit  ist  die 
Zahl  dieser  Construktionen  noch  nicht  erschupft,  denn  es  giebt 
noch  eine  Reihe  von  Construktionen,  welche  ausschliesslich  nur 
an  den  unEugünglleben  Figuren  vorgenommen  werden  kOnneo  und 
welche  alae  den  nnzoginglicbeD  Fignren  eigenthOfliHcb  sind  und 


Digitized  by  VjOOQIC 


373    Chr.  Pauiu$:  Ein  Beitrag  »um  geometriicken  Zeieknm. 

desshalb  eine  besoodere  Beachtung  Ferdlcüen.  lo  einer  gans  zu- 
gllnglichen  Ebene  schlieset  nämlich  jede  Figur  wohl  auch  sirei- 
erlei  Elemente»  Punkte  und  Richtungen  ein»  die  von  einander  ab- 
hängen, allein  es  hat  keine  Schwierigkeit,  von  den  einen  aaf  die 
anderen  überzugehen,  es  kann  diese  vielmehr  auf  onmtttelbare 
Weise  geschehen;  hier  aber  in  einer  unzugänglichen  Figur,  wo 
nur  ein  Tbeil  der  Elemente  zugänglich  ist,  rouss  erst  auf  kfinst- 
lichem  Wege  die  durch  die  unzugänglichen  Elemente  unterbrochene 
Continnität  der  Figur  wieder  hergestellt  und  der  Uebergang  von 
den  einen  Elementen  zu  den  anderen  gefunden  werden.  Es  er- 
wächst also  die  Aufgabe,  gerade  Linien  zu  ziehen,  welche  dureb 
zwei  unzugängliche  Punkte  bestimmt  und  gegeben  sind,  Punkte 
zu  bezeichnen,  welche  durch  zwei  unzugängliche  Richtungen  be- 
stimmt werden.  Hierher  gehören  auch  die  bekannten  Aufgaben: 
durch  den  unzugänglichen  Convergenzpunkt  zweier  gegebenen  Ge- 
raden noch  andere  Gerade  zu  ziehen  und  Punkte  zu  bestimmen, 
welche  auf  einer  nicht  visirbaren  Richtung  liegen. 

Wie  mannigfaltig  aber  die  Aufgaben  an  unzugänglichen  Figu- 
ren auch  sein  mögen ,  so  können  doch  alle  nach  einer  allgemeinen 
Methode  aufgelost  werden,  welche  dem  Wesentlichen  nach  darin 
besteht,  dass  man  die  Construktion  der  unzogSnglichen  Figur  auf 
eine  Construktion  an  einer  zugänglichen  Figur  reducirt  Hierzu 
bietet  die  perspektivische  Collineation  ein  ausreichendes  und  sehr 
einfaches  Mittel  dar.  Wie  dieses  Mittel  zu  gebrauchen  und  wie 
in  besonderen  Fällen,  um  gewissen  Rücksichten  zu  genfigen, 
diese  oder  jene  Form  der  Collineation  vortheiihaft  gebraucht  wer- 
den kann,  das  wird  sich  am  Besten  an  bestimmten  Figuren  zei- 
gen lassen. 

B.    Erste    Methode    der    Construktion    unzugänglicher 

Figuren. 

Die  perspektivische  Collineation  im  engeren  Sinne  findet  ihre 
Anwendung,  wenn  die  Construktion  auf  linearem  Wege  geschehen 
soll,  und  kann  sich  also  nur  auf  die  Fälle  erstrecken,  welche  sich 
fQr  die  lineare  Construktion  eignen,  also  gerade  auf  die  Fälle, 
welche  im  Vorausgehenden  als  die  elgenthO milchen  Cdnstmktionen 
unzugänglicher  Figuren  bezeichnet  worden  sind. 

I.  Es  sollen  die  Diagonalen  eines  Vierseits  nbcd, 
dessen  Ecken  alle  unzugänglich  sind,  gezeichnet  werden. 

Erster  Fall:  Die  vier  gegebenen  Riehtungen  a»  6,  e,  d 
haben,  eine  ciolchls  Lage,   dass  man  gerade  Lhiien  aiehen 
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dttrch  wekhe  jene  Richtvogen  in  vier  zugänglichen  Punkten  g«* 
schnitten  Zierden.  Es  musH  zuerst  ein  Uilfsvierseit  gezeichnet 
werden,  welches  lauter  zugängliche  Ecken  hat  und  dem  gegebe* 
nen  VIerseit  abed  perspektivisch  coHineär  ist,  und  hiebei  ist  die 
Wahl  des  Centrums,  der  Axe  und  eines  Paares  homologer  Eie«» 
mente  der  Willkfibr  freigestellt.  Im  vorliegenden  Falle  wird  mau 
die  Axe  x  (Taf.  VII.  Fig.  3.), so  nehmen,  dass  sie  die  gegebenen 
Richtungen  a,  6,  c,  d  in  zugänglichen  Punkten  Ü,  ]?,  tf,  X)  schnei- 
det; die  homologen  Richtungen  m  und  ?/i'.,  welche  mit  der  Axe  x 
in  einem  Punkte  X  convergiren,  wird  man  so'  ziehen,  dass  we- 
nigstens eine  derselben,  etna  in,  von  den  gegebenen  Richtungen 
a,  b,  c,  d  ebenfalls  in  zugänglichen  Punkten  A,  B,  C,  D  ge« 
schnitten  wird;  endlich  wird  man  noch  das  Centrum  O  so  wäh- 
len,  dass  die  Collineationsstrahlen  OA,  OB,  OC  und  OD  von 
der  Geraden  m'  in  zugänglichen  Punkten  A',  B',  C»  D^  geschnit- 
ten werden.  Zieht  man  nun  Ü^',  HB' ^  £C,  X!)Z>',  so  sind  diess 
die  Richtungen  a',  6',  c',  d' ,  welche  den  gegebenen  Richtungen 
homolog  sind  und  also  das  verlangte  perspektivisch  collineare 
Vierseit  bilden.  Zeigt  es  sich  nun,  dass  die  sechs  Ecken  M*^  N', 
R'y  S',  F',  W  dieses  Vierseits  a'b'c'd'  alle  zugänglich  sind, 
so  ist  diess  ein  Zeichen,  dass  die  Wahl  der  Stflcke  O,  x,  m  und 
m'  giGcklich  war;  sollten  aber  von  jenen  sechs  Ecken,  eines  oder 
mehrere  nicht  zugänglich  sein^  so  muss  man  wenigstens  mit  einem 
jener  Stucke,  am  besten  mit  der  Lage  von  m'  eine  Aenderung 
vornehmen.  In  der  Regel  wird  man  finden ,  dass  es  zweckmässig  ist, 
der  Richtung  m'  eine  solche  Lage  zu  gehen ,  dass  ^IMXA'  <^ilX/l, 
indem  alsdann  das  Vierseit  a'b'c'd'  eine  kleinere  Ausdehnung  er- 
langt; übrigens  ist  auch  daranf  zu  sehen,  dass  dieses  Vierseit 
nicht  eine  allzu  kleine  und  gedrückte  Gestalt  annehme.  Sind  nun 
die  Ecken  des  Vierseits  a'b'c'd'  alle  zugänglich,  so  wird  man  auf 
unmittelbare  Weise  die  Diagonalen  M'JS',  R'S'  und  VW  des- 
selben  ziehen  und  hierauf  die  homologen  Aequivalente  derselben 
im  System  abcd  aufsuchen  und  damit  die  der  Aufgabe  genügenden 
Richtungen  haben.  Das  Letztere  geschieht  einfach  dadurch,  dass 
man  die  Punkte  P  und  P' ,  in  welchen  die  Axe  x  und  die  Gerade 
m'  von  einer  Diagonale  M'N'  geschnitten  wird,  bemerkt,  den 
Collineationsstrahl  OP*  zieht  und  dessen  Schnittpunkt  P  mit  der 
Geraden  m  durch  eine  Gerade  P\)  mit  dem  Punkte  P  verbindet. 
Die  Richtung  PP  Ist  nämlich,  als  Element  des  Systems  abcd,  der 
Richtung  WN'  des  Systems  a'b'&tP  homolog,  well  diese  Rich- 
fongen  durch  die  homologen  Punkte  P^  und  P  der  Systeme  gehen 
und  in  einem  Punkte  Tß  ihrer  Axe  converglren.  Well  nun 'aber  in 
collineären  Systemen  homologe  Richtungen  in  homologen  Punkten 
coDvergiren,  so  wird  die  Richtung  PJf  sowohl  mit  a  nnd  c  in  einem 
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Punkte  M^  als  auch  mit  6  und  rf  in  ein^m  Pankte  N  conTergIren» 
wie  In  dem  System  a'b'c'd'  die  Diagonale  M'N'  darch  die  Pankte 
M'  und  iV',  d«  i.  darcli  die  Convergenzpunkte  der  Richtongen  a',  c^ 
und  6',  d'  geht.  Ganz  auf  dieselbe  Weise  gelangt  man  auch  so 
den  Diagonalen  (ab) {cd)*)  und  (ad)(b€)  des  gegebenen  Vierseit0» 
welche  beziehungsweise  mit   VW  und  R'S'  homolog  sind. 

Zweiter  Fall:  Die  vier  gegebenen  Richtungen  Uf  b,  c,  d 
haben  eine  solche  Lage,  dass  sie  nicht  gestatten ,  eine  Richtung 
zu  ziehen»  welche  rnit  den  gegebenen  Richtungen  in  vier  zugfing- 
liehen  Punkten  convergirt  Dieser  Fall  kann  dem  Wesentlichen 
nach  auf  den  ersten  zurückgeführt  werden.  Nimmt  man  nfirolicb 
auf  der  Richtung  a  zwei  Punkte  E  und  F  und  auf  der  gegeniiber- 
steheoden  Richtung  c  zwei  andere  Punkte  G  und  B  nach  Belie- 
ben und  verbiodet  diese  vier  Punkte  durch  Gerade ,  die  man  nach 
Gutdunken  mit  den  Buchstaben  e,  /*,  g,  h  bezeichnen  kann,  so 
werden  die  Richtungen  e^  f»  g^  hy  bj  d  jedenfalls  eine  solche 
Lage  haben,  dass  sie  durch  eine  andere  Gerade  in  lauter  zugäng- 
lichen Punkten  geschnitten  werden  kann.  Man  wird  also,  wie  in 
dem  vorausgehenden  Fall,  zu  dem  System  bdefgh  ein  perspekti- 
visch collineares  System  b'd'e'f'^h!  mit  lauter  zugänglichen  Ecken 
zeichnen  können,  und  dasselbe  wird  auch  die  Elemente  af  und  e', 
welche  den  Elementen  a  und  e  homolog  sind,  unmittelbar  liefern, 
und  im  Cebrigen  das  gleicheV erfahren  zur  Bestimmung  der  Diagonalen 
des  Vierseits  abcd  wie  im  ersten  Fall  zur  Anwendung  bringen  lassen. 

IL  Es  sollen  die  Diagonalen  eines  Vierseits  äbod 
gezeichnet  werden,  dessen  Ecken  alle  bis  auf  das  Eok 
B  der  Seiten  a  und  6  unzugänglich  sind. 

Die  ro  I.  gegebene  allgemeine  Methode  kann  falcff  dahin  ab- 
geändert upd  dadurch  vereinfacht  werden ,  dass  man  das  Collt- 
neationscentrum  O  in  das  zugängliche  Eck  R  verlegt.  Man  gewinnt 
hiedurch  den  Vortheil,  dass  nur  noch  zu  den  zwei  Seiten  cf  und 
d  ihre  collineären  Aequivalente  c'  und  d'  aufgesucht  werden  dar- 
fen,  indem  die  Richtungen  a  und  6  beiden  Systemen  gemeinsam 
angeboren.  Die  Richtungen,  weiche  den  Diagonalen  des  flllb- 
vierseits  ttbcfd'  in  dem  System  der  gegebenen  Richtungen  hormo* 
leg  sind,  gen(lgen  der  Aufgabe. 

tn.  Es  sollen  die  Diagonalen  eines  Vierseit»  aboA 
gezogen  werden,  von  welchem  drei  nicht  in  einer  Rieh- 
tung  liegende  Ecken  Rg  V,  IF  zugänglieh,  die  drei  an* 
deren  Ecken  aber  unzugänglich  stn4| 

*)  (aö)(cä)  bedtfotet  dl«  Richtung,  Welche  den  Conyergenzpunk't  der  Rich- 
tungen a  oiKd  e  mit  dem  Convergen^punkf  der  Richtungen  e  und^veiftindet 
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Man  wird  hier  nicht  nar  ein  zufi^ngliehes  Eek  R  (Taf.  VII.  Flg.  4.) 
aum  Centrum  O  der  Coliiiieatioo  irählen,  sondern  auch  die  Dia- 
gonaie  VW  der  zwei  anderen  zugänglichen  £cken  als  die  dem* 
selben  System  angebörige  Hilfslinie  m  betrachten,  so  dass  man 
nur  noch  die  Axe  x  und  die  Gerade  m'  so  zu  ziehen  bat 9  dass 
diese  drei  Linien  in  einem  Punkte  X  convergiren.  Die  in  dem 
Centrum  O  coovergirenden  Richtungen  6  und  s  werden  auf  m'  die 
Punkte  V  und  W  bezeichnen,  welche  den  Punkten  V  und  W 
homolog  sind ,  während  die  zwei  anderen  Richtungen  a  und  d  auf 
der  Axe  x  die  Punkte  V  und  U)  bestimmen.  Durch  diese  Punkte 
werden  sodann  die  Richtungen  100 W  und  VF'  oder  a*  und  d! 
bestimmt,  1^ eiche  mit  6  und  c  das  Vierseit  a'd'bc  bilden,  dessen 
Diagonalen  M'N'  und  R'  S'  gezogen  werden  können.  Die  Rich- 
tungen des  Systems  abcdy  welche  den  Diagonalen  M'N'  und 
R'S'  homolog  sind,  genügen  der  Aufgabe.  Man  wird  die  der 
Diagonale  M'N'  homologe  Richtung  PP  wie  in  I.  constrairen,  da- 
gegen ist  RS  als  CoHineationsstrabl  beiden  Systemen  entsprechend 
gemeinschaftlich,  und  ist  daher  unmittelbar  auch  die  Diagonale 
des  gegebenen  Vierseits  iibcd,  welche  das  Eck  R  mit  dem  Con- 
vergenzpunkte  ad  verbindet. 

IV.  Es  sollen  die  Diagonalen  einea  Vierseits  abed 
gezeichnet  werden»  dessen  Ecken  alle  bis  anf  eine» 
nämlich  das  Eck  ad,  zugänglich  sind. 

Die  fünf  zugänglichen  Ecken  bestimmen  unmittelbar  zwei  Dia- 
gonalen MN  und  VW  (Taf.  VII.  Fig.5.),  welche  selbst  wieder  In 
einem  zugänglichen  Eck  O  convergiren  können.  Ist  diess  Letztere 
der  Fall,  so  kann  man  O  als  Collineationscentrum  nehmen  und 
den  übrigen  Stocken  eine  solche  Bedeutung  geben,  dass  dadurch 
nicht  nur  eine  perspektivische,  sondern  sogar  eine  involutorische 
Colfineation  begnindet  wird.  Zu  dem  Ende  wird  man  die  Rich- 
tungen MW  und  iVF  einerseits,  sowie  auch  die  Richtungen  MV 
und  NW  andererseits,  als  zwei  Paare  homologer  Richtungen  be- 
trachten, welche  auf  der  Axe  in  zwei  Punkten  convergiren.  Der 
Convergenzpunkt  R  des  letzten  Paares  ist  unmittelbar  gegeben, 
derjenige  des  ersten  Paares  ist  unzugänglich;  dennoch  kann  die 
Richtung  der  Axe  leicht  gefunden  werden,  wenn  man  noch  einen 
Collineationsstrahl  zieht,  der  die  Richtungen  MW  und  NV  In  den 
homologen  Punkten  P  und  P'  schneidet  und  dadurch  die  welterenf 
homologen  Richtungen  MP  und  iVP  bestimmt,  die  In  einem  zweK 
ten  Punkte  T  der  Axe  convergiren.  Die  Gerade  RT,  ist  somit 
diftAxe  der  inlrslatarlscbeo  Systeme  und  cenvergirt  alao  vdtMW 
«td  NV  oder  mit  o  and  d  in  einem  unzugänglicheB  Punkte. 

V.  Von  einem  zugänglichen  Punkt/Z  aus  naeh  e-inem^ 
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uosoganglicbeD  Punkte,  der  durch   die   Richtungen    a 
und  6  gegeben  ist,   eine  Gerade  zu  ziehen. 

Diese  allgemein  bekannte  praktische  Aufgabe  wird  unmittel- 
bar durch  Zuröckfuhrung  auf  III.  oder  IV.  aufgelöst,  indem  man 
durch  deo  Punkt  R  zwei  Richtungen  zieht,  welche  die  Richtun- 
gen a  und  d  in  zwei  zugänglichen  Punkten  V  und  W  (Taf.  VII. 
Fig.  4.) 'schneidet  oder  auch  indem  man  zwei  solche  Richtungen 
sieht,  welche  die  Richtungen  a  und  c/  in  vier  zugänglichen  Punk- 
ten M,  F,  2V,  W  (Taf.  VII.  Fig.  6.)  schneidet. 

VI.  Es  ist  ein  Viereck  ABCD  mit  lauter  unzugäng- 
lichen Seitenrichtungen  gegeben;  man  soll  die  Gon- 
vergenzpunkte  der  drei  Gegenseitenpaare  construiren. 

Es  muss  zu  dem  Vierecke  ABCD  (Taf.  VIII.  Fig.  6.),  ohne 
von  den  Seiten richtiingen  desselben  Gebrauch  zu  macheu,  ein 
coilineäres  und  perspektivisch  liegendes  Viereck  construirt  wer- 
den und  dabei  können  das  Centrum  O,  die  Axe  x  und  zwei  ho- 
mologe Punkte  M  und  M*  nach  Belieben  gewählt  werden.  Zur 
Raumersparniss  ist  es  dienlich,  die  Punkte  M  und  M'  mit  dem 
Centrum  O  auf  einer  Seite  der  Axe  x,  und  zwar  so  zu  nehmen, 
dass  M'  zwischen  M  und  O  zu  liegen  kommt,  weil  dann  die 
Ecken  des  coilineären  HllfsviereckA  zwischen  dem  Centrnm  O  und 
den  Ecken  des  gegebenen  Vierecks  ABCD,  also  jedenfalls  im 
zugänglichen  Theii  der  Zeichnungsebene  liegen.  Hat  man  die 
Wahl  der  die  Coilineation  bestimmenden  Stücke  getroffen,  so  wird 
man  das  collineäre  Hilfsviereck  leicht  zeichnen.  Um  z.  B.  den 
homologen  Punkt  zu  dem  Eck  A  zu  finden,  wird  man  den  Punkt 
Ü,  in  welchem  die  Axe  x  von  der  Richtung  HIA  geschnitten  wird, 
mit  M'  verbinden  und  den  ColJineationsstrahl  OA  ziehen;  die  Ge- 
raden OA  und  JÜM^  bestimmen  den  gesuchten  Punkt  A'.  Hat 
man  auf  diese  Weise  die  Punkte  A' ,  B\  C  und  />'  bestimmt, 
so  kann  man  unmittelbar  die  Convergenzpunkte  E' ,  F'  und  G* 
der  Gegenseiten  des  Vierecks  A'B'&D'  finden,  und  sodann  im 
System  des  gegebenen  Vierecks  ABCD  die  homologen  Punkte 
£,  F  und  Cr  aufsuchen.  Durch  drei  Geraden  kann  ein  jeder  die- 
ser Punkte  construirt  werden;  durch  die  Gerade  M'E'  z.  B.  be- 
stimmt man  den  Punkt  C  auf  der  Axe  x,  und  die  zwei  Geraden 
JfC  und  OE'  bestimmen  den  Punkt  £,  welcher  dem  Punkt  Ef 
homolog  ist  und  so  liegt,  dass  in  ihm  die  unzugänglichen  Rich- 
tungen AB  und  CD  convergiren. 

VIL  Es  ist  ein  Viereck  ABCD  gegeben,  dessen  Sei- 
tenrichtungen alle  bis  auf  JJS  unzugänglich  sind;  man 
soll  die  Convergenzpunkte  der  drei  Gegenseitenpaare 
construiren. 
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Die  io  Yl.  angegebene  allgemeine  Methode  gewinnt  in  diesem 
besonderen  Falle  an  Einfachheit,  wenn  man  die  zugängliche  Rich- 
tung AB  zur  Collineationsaxe  macht,  im  Uebrigen  jedoch  auf 
gleiche  Weise  wie  in  VI.  verfährt. 

VIII.  Es  Ist  ein  Viereck  J0CI>gegeben9  In  welchem 
blos  die  drei  Seitenricbtnngen  Aß,  BC  und  AD  zu- 
gänglich sind;  man  soll  die  Convergenzpunkte  der 
drei  Gegenseltenpaäre  construiren« 

Man  wird  AB  zur  Collineationsaxe  wählen  (Taf.  VIIL  Fig.  7.}, 
den  ConTergenzpuukt  F  der  zwei  anderen  zugänglichen  Richtun- 
gen BC  und  AD  zeichnen,  und  bei  der  Wahl  des  Centrums  O  und 
eines  Paares  homologer  Punkte  eben  den  Punkt  F  zu  einem  der 
le&teren  nehmen.  Hat  man  also  die  Punkte  0  und  P  auf  einer 
durch  F  gehenden  Richtung  bezeichnet,  so  darf  man  nur  auf 
F'A  und  PB  die  Punkte  C  und  D*  bemerken,  m  welchen  jene 
Richtungen  von  den  Strahlen  OC  und  OD  geschnitten  werden, 
nm  die  Richtung  CD*  zu  haben ,  welche  mit  der  unzugänglichen 
Richtung  CD  in  einem  und  demselben  Punkte  der  Axe  AB  con- 
vergirt.  Auch  den  Convergenzpunkt  G  der  zwei  anderen  unsu* 
gSisglichen  Richtungen  AC  und  BD  wird  man  mittelst  des  Con- 
vergenzpunktes  G'  der  Richtungen  A'C  und  B'D^  sogleich  zu 
tetehneii  wissen. 

IX.  Es  ist  ein  Viereck  ABCD  gegeben,  in  welchem 
alle  Seitenrichtungen  bis  auf  die  eine,  CD,  zugänglich 
sind;  man  soll  den  Punkt  finden,  in  welchem  diese  un- 
sogängliche  Richtung  mit  ihrer  Gegenseite  AB  cou- 
▼ergirt. 

Hier,  wo  fünf  Richtungen  zugänglich  sind,  kann  man  die  in- 
voiutorische  Involution  in  Anwendung  bringen.  Man  wird  die  Dia- 
gonale FG  (Taf.  VIII.  Fig.  8.)  als  die  Axe  und  die  Richtungen  AD 
und  BC  einerseits,  AC  und  BD  andererseits  als  Paare  homolo- 
ger Richtungen  betrachten.  Zieht  man  also  von  den  homologen 
Punkten  A  und  B  aus  durch  einen  beliebigen  Punkt  K  der  Axe 
FG  zwei  weitere  homologe  Richtungen,  so  werden  auch  sie  auf 
den  homologen  Richtungen  BC  und  AD  zwei  homologe  Punkte 
L  und  M  bestimmen.  Die  Richtungen  LM,  AB  und  CD,  deren 
jede  zwei  homologe  Punkte  verbindet,  sind  somit  Collineations- 
strählen  der  involutorischen  Systeme  und  convergiren  in  einem 
und  demselben  Punkte  E.  Dieser  Punkt,  durch  die  zugänglichen 
Richtungen  AR  und  LM  bestimmt,    genügt  also  der  Aufgabe. 

X.  Es  sei  durch  zwei  Punkte  C  und  D  eine  unzu- 
ThsU  XUII.  26 
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gängliche  Richtung  gegeben;  man  soll  auf  derselben 
denjenigen  Puokt  finden,  in  welchem  sie  von  einer  ge-. 
gebeneo  zugänglichen  Richtung  geschnitten  wird. 

Diese  Aufgabe  wird  auf  VIII.  oder  auf  .IX.  zurfickgeführt,  wenn 
man  auf  der  zugänglichen  Richtung  noch  zwei  andere  Punkte  A 
und  B  nimmt,  welche,  mit  den  Punkten  C  und  D  yerbundea, 
weitere  zugängliche  Richtungen  liefern,  von  welchen  man  drei  (VIII.) 
oder  fünf  (IX.)  gebrauchen  kann.  Es  ist  kaum  nothig,  zu  erwäh- 
nen, dass  es  Rir  die  Construktion  gleichgültig  ist,  ob  die  Rich- 
tung AB  zwischen  C  und  D  durchgeht  oder  die  Richtung  CD 
erst  in  ihrer  Verlängerung  schneidet. 

Bemerkung.  Es  ergeben  sich  wohl  noch  manche  besondere 
Fälle,  thells  dadurch,  dass  eine  andere,  im  Vorausgehenden  nicht 
berficksichtigte  Zahl  der  zugänglichen  Elemente  gegeben  ist,  theiis 
dadurch,  dass  die  gegenseitige  Lage  derselben  zu  einander  ver- 
schieden ist,  thells  endlich  auch  dadurch,  dass  In  einer  Figur  no- 
sugängUcbe  Punkte  und  unzugängliche  Richtungen  gemischt  vor- 
kommen, allein  die  zehn  angefahrten  Fälle  werden  genügen,  um 
Bu  zeigen,  welche  Abänderungen  in  der  allgemeinen  Methode 
(L  und  VI.)  vorzunehmen  sind,  um  auf  die  einfachste  Art  warn 
erwünschten  Ziele  zu  gelangen.  Auch  Ist  absichtlich  die  Con- 
struktion unzugänglicher  Curven  zweiter  Ordnung  übergangen  wer* 
den,  weil  sie  nichts  Eigeothümliches  darbietet,  sondern  auf  die 
Construktion  unzugänglicher  Fünfecke  und  Fünfseite  zurückgeführt  • 
werden  muss.  Sollte  z.  B.  eine  Curve  zweiter  Ordnung  gezeich- 
net werden,  welche  durch  fünf  unzugängliche  Punkte  geht,  so 
mflsste  zunächst  ein  collineäres  zugäi^llches  Fünfeck  gezeichnet, 
eine  Curve  zweiter  Ordnung  um  dasselbe  beschrieben  und  die 
aequlvalenten  Elemente  derselben  in  dem  Systeme  der  gegebenen 
fünf  Punkte  wieder  aufgesucht  werden. 


C.    Zweite    Methode   der  Construktion   unzugänglicher 

Figuren. 

Eine  zweite,  nicht  nur  für  die  im  vorausgehenden  Abschnitt 
behandelten  Aufgaben,  sondern  bei  der  Construktion  unzugäng- 
licher Figuren  ganz  allgemein  anwendbare  Methode  liefert  die 
Aehnlicbkeit  perspektivisch  liegender  Figuren.  Wie  nun  aber  die 
erste  Methode  unvermeidlich  ist,  wenn  die  Construktion  auf  linea- 
rem Wege  geschehen  soll ,  so  ist  auch  diese  zweite  Methode  uo« 
entbehrlich ,  wenn  die  zu  zeichnende  Figur  sich  nicht  f3r  die  lineare 
Construktion  eignet,   also  irgend  welche  Bestimmungen  der  Sym- 
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metrle  oder  Regelmässigkeit  an  sich  trägt.  Obgleich  iiiiii  die 
Aehnlichkeit  nur  ein  besonderer  Fall  der  Collineation  ist,  der 
darin  seine  Eigenthfimiiebkeit  bat,  das»  die  Collineatlonsaxe  im 
unendlichen.  Ranroe  liegt,  uod  obgleich  also  auch  hier  nach  den 
Regeln  des  voransgebenden  Abschnitts  gezeichnet  werden  hann, 
so  hat  dieser  besondere  Fall  doch  auch  wieder  seine  besondem 
Vortheile  und  Zeicbnungsregeln,  welche  an  folgenden  Beispielen 
zu  ersehen  sind. 

XL  Es  soll  die  Aufgabe  I.  durch  die  Aehnlichkeit 
perspektivisch  liegender  Vielecke  aufgelöst  werden. 

Wenn  die  gegebenen  Richtungen  eine  solche  Lage  haben, 
dass  sie  durch  eine  Gerade  in  vier  zugänglichen  Punkten  geschnit- 
ten werden  können,  so  kann  die  bei  I.  gegebene  Construktion  mit 
den  Ii5r  den  besonderen  Fall  der  Aehnlichkeit  nothigen  Abände* 
rungen  in  Anwendung  gebracht  werden.  Weil  die  Axe  x  im 
unendlichen  Raum  liegt,  so  müssen  die  Hulfslinien  m  und  m'  ein- 
ander parallel  sein,  wie  überhaupt  alle  homologen  Linien  einan- 
der parallel  sind ;  im  Uebrigen  kann  man  ganz  das  bei  I.  angege- 
bene Verfahren  wiederholen. 

Wenn  aber  die  gegebenen  Richtungen  nicht  gestatten,  durch 
eine  Gerade  in  vier  zugänglichen  Punkten  geschnitten  zu  werden» 
so  gewährt  das  Mittel  der  perspektivischen  Aehnlichkeit  ein  ein- 
facheres Verfahren,  als  die  Collineation  im  engeren  Sinne,  ein 
Verfahren,  das  auch  sonst  in  ähnlichen  Fällen  anwendbar  Ist. 
Dieses  Verfahren  besteht  darin,  dass  man  dem  Vterseit  abcd  ein 
anderes  Vierseit  einbeschreibt,  dessen  zugängliche  Ecken  A,  B, 
Cf  D  beziehlich  auf  den  Seiten  a,  6,  c,  d  des  gegebenen  Vier- 
seits  liegen,  und  nun  mittelst  eines  im  zugänglichen  Raum  belie- 
big gewählten  Centrums  O  und  seiner  Strahlen  OA,  OB^  OC 
und  OD  ein  ähnliches  Vierseit  A'B'C'D'  dadurch  zeichnet,  dass 
man  zwischen  den  Collineationsstrahlen  A'B'  \\  AB,  CD'  \\  CD, 
A'CWAC,  B'D'WBD  zieht  Diese  zwei  homologen  Vierseite 
ABCD  und  A'B'C'D'  vermitteln  die  zwei  Systeme  und  haben 
dieselbe  Bedeutung  wie  früher  die  Richtungen  m  und  m'.  Zieht 
man  nämlich  jetzt  durch  den  Punkt  A'  die  Richtung  o'  ||  a,  und 
ebenso  durch  die  Punkte  B' ,  O ,  D'  die  Richtungen  b'  ||  6,  c'  ||  c, 
d'f^d,  so  ist  das  Vierseit  a'b'c'd'  dem  gegebenen  Vierseit  homo- 
log, und  wird,  wenn  die  Lage  von  A'  zwischen  O  und  A  dem 
Zweck  entsprechend  gewählt  wurde,  lauter  zugängliche  Ecken 
zeigen,  so  dass  die  Diagonalen  JM'N',  R'S',  VW  gezeichnet 
werden  können.  Die  Richtungen  ilfiV,  RS,  FW,  welche  diesen 
Diagonalen  im  System  des  gegebenen  Vierseits  homolog  sind^  ent- 

86* 


Digitized  by  VjOOQIC 


380    Chr.  Paulus:    Ein  Beilrag  %um  geomelriscken  Zeichnen, 

sprechen  der  Aufgabe.  Um  aber  die  letzteren»  etwa  MN^  zu  fin- 
den» wird  man  nur  die  Punkte  9t'  und  W  bemerken,  in  welchen 
der  Umfang  ABCD^  von  M'2V'  geschnitten  wird,  durch  die 
Punkte  9t'  und  TSi!  die  Collineationsstrahlen  09t'  und  OW  ziehen 
und  die  Schnittpunkte  9t  und  H  dieser  Strahlen  mit  dem  Umfanj; 
ABCD  durch  eine  Gerade  verbinden;  dieselbe  wird  durch  die  un- 
zugänglichen Ecken  M  und  N  des  gegebenen  Vierseits  abcd  gehen. 

Wenn  bei  der  vorausgehenden  Aufgabe  einige  Ecken  zugSng- 
lieh  sind,  so  lassen  sich  ähnliche  Vereinfachungen  der  Construk- 
tion  anbringen,  wie  solche  im  vorausgehenden  Abschnitt  für  den 
Fall  der  Collineation  angeführt  wurden.  Es  wird  genügen,  hier 
statt  der  vielen  Fälle  nur  den  folgenden  ausführlicher  zu  behandelD. 

XII.  Von  dem  zugänglichenPunkte  R  aus  nach  dem 
unzugänglichen  Convergenzpunkte  der  Richtungen  a 
und  d  eine  Gerade  zu  ziehen. 

Nimmt  man  R  (Taf.  VIII.  Fig.  9.)  als  Collineatlonscentrum  und 
zieht  die  homologen  Parallelen  m  und  m',  von  welchen  die  letz- 
tere zwischen  R  und  tit»  die  Richtung  m  aber  so  liegt,  dass  sie 
von  den  gegebenen  Richtungen  a  und  d  in  den  Punkten  A  und 
D  geschnitten  wird»  so  werden  die  Collineationsstrahlen  RA  und 
RD  auf  m!  die  Punkte  A  und  />'  bezeichnen,  welche  mit  A  und 
D  homolog  sind.  Zieht  man  also  noch  A'S'Wa^  D'S'Wd^  und 
verbindet  den  Convergenzpunkt  S*  dieser  Richtungen  mit  dem 
Centrum  R  durch  eine  Gerade,  so  Ist  dieselbe  ebenfalls  ein  Col* 
lineationsstrahi,  welcher  durch  den  unzugänglichen  Convergenz- 
punkt 5  der  gegebenen  Geraden  a  und  d  gehen  wird. 

Zu  einer  anderen  eben  so  einfachen  Auflosung  gelangt  man, 
wenn  man  den  unzugänglichen  Convergenzpunkt  der  Geraden  a 
und  d  als  Collineatlonscentrum  betrachtet,  wie  vorher  das  Drei- 
eck RAD  (Taf.  VIII.  Fig.  10.)  und  sodann  noch  ein  zweites  per- 
spektivisch ähnliches  dadurch  zeichnet,  dass  man  A'D^  \\  AD, 
AR'  II  AR,  D*R'  II  DR  zieht  und  dadurch  den  Punkt  R'  bestimmt; 
welcher  dem  Punkte  R  homolog  ist,  und  also  so  liegt,  dass  die 
Richtung  RR'  durch  das  Centrum,  d.  h.  durch  den  Convergenz* 
punkt  der  gegebenen  Richtungen  a  und  d  geht. 

XIIL  Die  Aufgabe  VL  wird,  wenn  sie  durch  das  Mittel  der 
Aehnlichkeit  aufgelöst  werden  soll,  so  wenig  verändert,  dass  es 
nicht  nothig  scheint,  weiter  darauf  einzugehen.  Die  Punkte  0, 
ilf',  jlf  in  einer  beliebigen  Richtung  bleiben  der  Wahl  überlassen, 
die  Axe  x  liegt  im  unendlichen  Raum,  alle  homologen  Richtnn* 
gen  sind  einander  parallel.    Es  wird  daher  genügen,   einen  be- 
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sonderen  Fall  anzuflSbren,  nm  die  Vereinbcbung  zu  sehen,  welche 
die  aHgemeine  Methode  in  einzelnen  Fällen  erleiden  kann.    . 

XIV.  Auf  einer  zugänglichen  Richtungr  den  Punkt 
zu  finden.  In  welchem  sie  von  einer  unzugänglichen 
Richtung  geschnitten  wird,  die  durch  zwei  zugäng« 
liehe  Punkte  Ä  und  B  gegeben  ist. 

Man  nehme  auf  der  Richtung  r  den  Punkt  R  (Taf.TIU.Fig.U.) 
beliebig  und  betrachte  ihn  als  das  Centram  der  ähnlichen  Sy- 
steme; auf  einer  anderen  beliebigen,  durch  R  gehenden  Richtung 
nehme  man  die  homologen  Punkte  M'  und  M  jener  Systeme,  so 
sind  hierdurch  die  Systeme  bestimmt.  Nun  ziehe  man  MA^  MB 
und  hierauf  M'A'\\MA,  M'B'\\MB,  bemerke  die  Schnittpunkte 
A'  und  B'  s  welche  diese  Richtungen  mit  den  Strahlen  RA  und 
RB  hevvorbringeo,  und  ziehe  die  Richtung  A'B'^  welche  mit  r  in 
einem  Punkte  S'  conTergiren  wird.  Zieht  man  nun  M'S'  und 
durch  den  Punkt  ilf  die  Richtung  MS\\M'S',  so  wird  dieselbe 
auf  r  den  gesuchten  Punkt  S  bestimmen. 

Man  kann  auch  den  gesuchten  Convergenzpunkt  hier  mit  Vor- 
fheil  zum  Centrum  nehmen,  die  Punkte  R  und  jß'  (Taf.  VIII.  Fig.  12.) 
beliebig  auf  r  anmerken,  diese  Punkte  entsprechend  mit  A  und  B 
verbinden,  sodann  nach  Belieben  die  Richtungen  RM  und  AM 
und  endlich  noch  R'M*\\RMy  BM'\\AM  ziehen,  so  wird  die 
Richtung  MM'  mit  r  und  AB  in  einem  Punkte  S  convergiren  und 
also  den  gesuchten  Punkt  auf  r  bestimmen. 

XV.  Es  ist  durch  drei  Richtungen  a,  6,  c  ein  unzu- 
gängliches Dreieck  gegeben;  man  soll  die  Hohen  des- 
selben construlren. 

Nachdem  das  Centrum  O  gewählt,  das  dem  gegebenen  Drei- 
seit  a6c inbescbriebene  Dreieck  ABC  (Taf.  Vlil.  Fig.  13.)  und  sein 
bomolc^es  AequiTalent  ^'i^'C  durch  Parallelen  zwischen  den  Cot 
lineationsstrahlen  OA^  OB,  OC  gezeichnet  Ist,  werden  durch 
die  Punkte  A' ,  B' ,  C  mit  den  gegebenen  Richtungen  a,  6,  e 
Parallelen  gezogen,  welche  das  Dreieck  i(']ß'<'  bestimmen,  das 
dem  gegebenen  perspektivisch  ähnlieh  ist  und  zugängliche  Ecken 
zeigt.  Construirt  man  nun  die  Hoben  des  Dreiecks  XV^'  und 
sucht  ihre  homologen  Aequivalente  im  System  der  gegebenen  Rich- 
tungen a,b,  c  auf,  so  entsprechen  sie  der  Aufgabe.  Das  Letztere 
geschieht  einfach  dadurch,  dass  man  durch  die  Scboittpunkte  m' 
und  7i',  in  welchen  der  Umfang  des  Dreiecks  A'B'C  von  der 
Hohe  (£'D'  des  Dreiecks  il']9'(£'  geschnitten  wird,  die  Collinea- 
tiossstraUen  Oml  und  On'  zieht  und  die  Punkte  m  und  n,  welche 
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durch  clie8«Hien  aaf  dem  Umfang  des  Dreiecks  ABC  beaeichnet 
werden,  durdi  eine  Gerade  tfD  verbindet  Diese  Gerade  wird 
nämlich  die  durch  das  Eck  ab  gehende  Hube  des  gegebenen  Drei* 
ecks  sein.  Wenn  es  sich  blos  darum  gehaodelt  hätte ^  den  Fass- 
punkt D  dieser  Hube  zu  finden«  so  wäre  derselbe  unmittelbar 
dnrch  den  Coiflneationsstrahl  OJ)'  zu  bestimmen  gewesen. 

XVL  Es  ist  durch  die  Punkte  A,  B,  C  ein  anzu- 
gängliches Dreiseit  gegeben;  man  soll  seineUSbe  con« 
struiren. 

Man  wählt  das  Centrum  O  und  die  homologen  Punkte  M  und 
und  lU'  der  ähnlichen  Systeme  nach  Belieben  ^  construirt  dann 
wie  in  Xill.  ein  Dreieck  A'B'C,  welches  dem  gegebenen  ähnlich 
ist,  construirt  die  Hohen  des  letzteren  und  sucht  ihre  horaolegen 
Aequivalente  in  dem  Systeme  des  gegebenen  Dreiseits  wieder  auf, 
so  genügen  sie  der  Aufgabe. 


D.    Dritte    Methode    der   Construktion   unzugänglicher 

Figuren. 

Zwei  concentrische  Kreise  sind  f&r  ihren  gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt  als  Centrum  perspektivisch  ähnlich.  Zwei  solche 
Kreise  bestimmen  daher  zwei  perspektivisch  ähnliche  Systeme 
und  gewähren  zugleich  einen  sehr  leichten  Debergang  von  den 
Richtungen  des  einen  Systems  zu  den  homologen  Richtungen  des 
andern  Systems,  wenigstens  in  allen  denjenigen  Fällen,  wo  die 
Kreislinien  von  den  Richtungen  ihrer  Systeme  geschnitten  wer- 
den. Denn  wenn  man  an  die  zwei  Schnittpunkte,  in  welchen 
eine  Richtung  und  die  Kreislinie  eines  Systems  sich  schneiden, 
swei  Halbmesser  zieht,  so  bezeichnen  die  Richtungen  dieser  Halb» 
messer,  weil  sie  zugleich  Collineationsstrahlen  sind,  auf  der  Kreis- 
linie des  zweiten  Systems  diejenigen  Punkte,  welche  jenen  Schnitt- 
punkten des  ersten  Systems  homolog  sind;  die  Richtung,  welche 
durch  diese  zwei  Punkte  des  zweiten  Systems  geht,  ist  also  der 
gegebenen  Richtung  des  ersten  Systems  homolog.  Man  sieht 
kieraus,  dass,  wenn  eine  Richtung  des  ersten  Systems  gegeben 
ist,  welche  den  zugehörigen  Kreis  in  zwei  Punkten  schneidet,  die 
homologe  Richtung  des  zweiten  Systems  vermittelst  dreier  gera- 
der Linien  ohne  Hilfe  des  Lineais  gefunden  werden  kann.  Sobald 
also  die  zwei  concentrischen  Kreise  gezogen  sind,  so  ist  der 
Uebergang  von  den  Elementen  des  einen  Systems  zu  den  bomcH 
logen  Elementen  des  anderen  Systems  auf  rein  tineareni  Wege  zu 
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beweriEsteingeii.  Es  ist  also  einleachteod,  wie  durch  die  Gonstruk- 
tioii  von  zwei  concentrischen  Kreisen  die  im  voraasgebenden  Ab- 
schnitt behandelte  Methode  der  ähnlichen  und  perspeictivisch  lie- 
genden Kreise  namhaft  vereinfacht  wird.  Ich  glaube  keck  sagen 
zu  dOrfen,  dass  diese  Methode  der  concentrischen  Kreise  Ar  die 
▼erliegende  Gonstniktion  alle  Vorzage  In  sich  vereinigt,  um  sie 
för  den  praktischen  Gebrauch  als  die  beste  empfehlen  zu  können. 
Nor  10  den  F&llen,  wo  fiberbaupt  die  ähDiichen  Systeme  weniger 
Genauigkeit  darbieten «  wird  der  Praktiker  ihr  die  erste  rein  lineare 
Methode  vorziehen«  was  namentlich  in  einem  Falle,  wie  der  in 
Taf.  VII.  Flg.  3.  dargebotene,  wo  die  gegebenen  Richtungen  sich 
unter  sehr  kleinen  Winkeln  schneiden,  geschehen  mochte.  Ein 
Blick  auf  Taf.  VII.  Fig.  3.  zeigt,  dass  die  Seiten  des  Hilfsvierseits 
a'b'c'd!  sich  unter  viel  grosseren  Winkeln  schneiden,  als  die  ho- 
mologen Seiten  des  gegebenen  Vierseits  abcdy  und  diese  Gestalts* 
Verhältnisse  sind  bei  dem  kleinen  Raum  der  Hilfsgestalt  afb'c'd' 
offenbar  für  die  Genauigkeit  des  Resultats  sehr  gunstig.  Nicht 
anwendbar  ist  die  Methode  der  concentrischen  Kreise,  wenn  über- 
haupt die  Umstände  das  Ziehen  von  Kreisen  unniuglich  machen 
oder  erschweren ,  alsoz.  B.  bei  Construktlonen  auf  dem  freien  Felde. 
Will  man  nun  aber  die  Methode  der  concentrischen  Kreise  an- 
wenden, so  ist  im  Allgemeinen  nur  noch  darauf  aufmerksam  zu 
mach^i,  dass  der  grössere  Kreis,  welcher  dem  System  der  gege» 
benen  Elemente  angebort,  so  gezogen  werden  muss,  dass  er  wo 
möglich  alle  gegebenen  Richtungen  schneidet.  Wenn  unter  den 
gegebenen  Elementen  Punkte  sind,  so  wird  man  immer  zwei  der^ 
selben  so  benutzen,  dass  einer  derselben  in  das  Centrum  der 
concentrischen  Kreise  und  der  andere  auf  die  Peripherie,  oder 
auch  beide  Punkte  auf  die  Peripherie  des  Kreises,  der  ihrem 
Systeme  zugehört,  zu  liegen  kommen.  Sollten  aber  mehr  Punkte 
gegeben  sein  oder  die  gegebenen  Punkte  eine  solche  Lage  haben, 
dass  die  eben  ausgesprochene  Regel  nicht  ausfuhrbar  ist,  so  bleibt 
nichts  anderes  übrig,  als  durch  einen  solchen  Punkt  zwei  Sekan- 
ten des  Kreises  zu  ziehen*),  um  denselben  durch  Richtungen  za 
bestimmen,  deren  Aufsuchung  im  homologen  System  keine  Schwie- 
rigkeit macht.  Es  wird  hinreichen,  zur  detaillirten  Anschauung 
dieser  Methode  ein  Paar  Construktlonen  im  Einzelnen  anzugeben. 

XVII.  Es  sind  drei  Richtungen  a,  b  und  c  gegeben, 
die  in  lauter  unzugänglichen  Punkten  coovergiren; 
man  soll  eine  vierte  Richtung  zeichnen,  welche  mit  c 
parallel  sei  und  in  einem  Punkt  mit  aund6  convergire« 

*)  Ein  andere«  Miltel,  welche«  durch  die  io  dem  gegebenen  Ponkl 
coDvergirenden  Tangenteo  dargeboten  wird,  i«t  onpraklitch« 
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Mali  ziehe  aus  dem  Punkte  O  der  Ricbtmig  a  (Taf.DL  Fig.  U.| 
zwei  ooDcentrtsche  Kreise,  von  Vielehen  der  äussere  die  Richtoog 
b  in  den  Punkten  D  und  £  schneide;  ziehe  sodann  durch  die 
,  Punkte  ly  und  £',  in  welchen  der  innere  Kreis  von  den  Halb- 
messern OZ>  und  0£  geschnitten  wird,  die  Richtung />'£%  welche 
die  gegebene  Richtung  a  in  einem  Punkte  F  scheiden  wird ;  ziehe 
hierauf  durch  diesen  Punkt  F  eine  Parallele  mit  c,  welche  dem 
inneren  Kreise  in  den  Punkten  C  und  G'  begegnet,  und  ver- 
binde endlich  auch  die  Punkte  C  und  G,  in  welchen  der  äussere 
Kreis  von  den  Halbmessern  OC  und  OG'  geschnitten  wird,  durch 
eine  Gerade  CG,  so  wird  CG  der  Aufgabe  genfigen.  Denn,  wie  die 
Richtungen  C'C  und  I^E'  in  einem  Punkte  Fder  Richtung  a  con- 
vergiren ,  so  müssen  auch  die  homologen  Richtungen  CG  und  DE 
in  einem  Punkte  des  Colli neationsstrahles  a  convergiren,  und  zu- 
gleich ist  die  Richtung  CG,  weil  sie  mit  der  Richtung  CG'  pa- 
rallel ist^  wie  diese  auch  mit  a  parallel. 

XVUI.  Die  Verbindungslinie  zweier  unzugänglichen 
Punkte  zu  ziehen,  welche  durch  vier  Richtungen  a,  b, 
c*  d  gegeben  sind,  von  denen  zwei  andere  gegenüber- 
stehende Convergenzpunkte  R  und  5  zugänglich  sind. 

Nachdem  die  zwei  concentrischen  Hilfskreise  (Taf.  IX.  Fig.  15.)  so 
gezeichnet  sind,  dass  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  in  jß  zu  jiegen 
kommt,  die  Peripherie  des  äusseren  Kreises  durch  S  geht  und  die  Rich- 
tungen a  und  b  in  den  Punkten  Ay  B  zum  zweiten  Mal  schnei- 
det, so  wird  man  vermittelst  der  Halbmesser  /2J,  RS  und  RB 
die  Sekanten  A'S*  und  SB'  des  kleineren  Kreises  bestimmen^ 
welche  auf  c  und  d  die  Punkte  C  und  D^  bezeichnen,  die,  wenn 
der  innere  Kreis  klein  {^enug  war,  zugänglich  sind  und  durch  eine 
Gerade  C'D^  verbunden  werden  können.  Diese  Gerade  C'D^ 
bestimmt  auf  der  Peripherie  des  kleineren  Kreises  die  Punkte  £' 
und  F'y  und  die  Richtungen  der  nach  diesen  Punkten  gezogenen 
Halbmesser  bestimmen  auf  dem  grosseren  Kreise  die  Punkte  E 
und  F,  Die  Gerade  EF  genfigt  der  Au%abe ;  denn  sie  ist  in  dem 
Systeme  der  gegebenen  Richtungen  der  Richtung  E'F*  im  Systeme 
des  inneren  Kreises  homolog,  und  wie  in  diesem  Systeme  die 
Richtungen  S'^'.und  S'B ,  d  und  e  in  den  zwei  Punkten  W  und 
C  mit  E'F  convergiren,  so  mfissen  auch  in  dem  System  des 
äusseren  Kreises  die  Richtungen  a  und  i2,  b  und  c  mit  EF  in 
den  zwei  Punkten  convergiren,  die  hier  unzugänglich  sind. 
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Zwei  sehr  merkwürdige  Sätze  von  der  Ellipse  und  yon 
der  Hyperbel. 

Vdn 
dem    Herausgeber. 


EialeitiiDg. 

In  eloem  Briefe' von  Leibnis  an  Hnygeiis»  der  ohne  Jah- 
resaabt  und  Datum  abgednieict  ist  In : 

Leibnizens  gesammelten  Werken,  ans  den  Hand- 
achriften  der  KSnlglichen  Bibliothek  zu  Hannover,  her- 
ausgegeben von  Georg  Heinrieb  Pertz.  Dritte  Folge. 
Mathematik.    Zweiter  Band.   Berlin  1850.   S.53.  Nr.  XVIL 

auch  unter  dem  Titel: 

Leibnizens  mathematische  Schriften,  herausgege- 
ben von  C.  J.  Gerhardt  Erste  Abtheilung.  Band  U* 
Berlin  1860. 

findet  sich  gegen  das  Ende  folgende,  mit  dem  äbrigen  Inhalte  de» 
^Briefes  in  gar  keiner  Verbindung  stehende  Bemerkung; 

„Dans  Touvrage  qae  j'avois  composä  autrefois  sur  la  quadra- 
tnre  Arithmetique,  je  trouve  cette  proposition  generale:  Sector 
comprebenstts  arcu  sectio-nis  conicae  a  vertiee  inci* 
piente  et  rectis  ex  centro  ad  ejus  extrema  ductis,  aequa- 
für  leotangulo  aub  semilatere  transverso  eti  recta 
tJui^a^iij^  etc.  poaito  t  eaae  portionem  tangentia 
in  vertiee,   iotar  verticem  et  tangenlem  *)  alteriua  ex* 
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tremi  interceptam^    et  recCangnInm  snb  dimidiU  täte 
ribas  recto  et  transverso  (id  est  quadratum  a  semiaxe 
transyerso)  esse  unitatem.     Est  autem  ±^  in  hyperbola 
+  in  ellipse  vel  circaio."  — 

Man  muss  gestelien,  dass  in  dieser  Stelle  eine  ziemliche  Dnn- 
kelheit  herrscht,  and  der  Herausgeber ,  Herr  Gerhardt,  hat  uns 
über  deren  Sinn  durch  keine  Erläuterung  aufgeklärt,  sondern  er- 
wähnt bei  dem  mit  einem  *)  bezeichneten  Worte  nur  ganz  kurz: 

„Hugens  hat  bemerkt:    Secantem.^' 

Da  mich  die  obige  Bemerkung  Leibnizens  sehr  interes- 
sirte,  so  habe  ich  dieselbe  einer  sorgfältigen  Untersuchung  unter- 
worfen, welche  mich  zu  zwei  Sätzen  von  der  Ellipse  und  Hyper- 
bel gefdhrt  hat,  die  ich  aus  verschiedenen  Gründen  für  sehr  merk- 
würdig und  fär  den  wahren  und  eigentlichen  Ausdruck  der  in  der 
obigen  Bemerkung  Leibnizens  angedeuteten  Sätze  halte;  zugleich 
wird  sich  aus  dieser  Untersuchung  ergeben ,  dass  die  obige  Stelle, 
wie  sie  wenigstens  in  der  von  Herrn  Gerhardt  veranstalteten 
Sammlung  der  Briefe  Leibnizens  abgedruckt  ist,  noth wendig 
manches  Falsche  enthalten  muss,  so  wie  auch,  dass  die  von 
Huygens,  oder,  wie  Herr  Gerhardt  schreibt,  Hugens  *),  bei- 
gefügte Bemerkung  „Secantem''  wohl  gar  keinen  Sinn  hat. 

Ich  hoffe,  dass  man  die  Sätze,  die  ich,  veranlasst  dnrch  die 
obige,  freilich  in  mehreren  Beziehungen  dunkle  und  wohl  auch 
manches  Falsche  enthaltende  Bemerkung  Leibnizens,   Im  Fol- 


*)  Herr  Gerhardt  sagt  S.  3  :  ,,Die«e  Schreibart  de«  Namen«  ist 
deshalb  gewählt  worden,  weil  alle  an  Leibniz  gerichteten  Briefe  ober- 
einttimmend  unterzeichnet  sind  nit;  Hu  gen«  de  Zu  11  ehem.*'  Die 
Schreibart  des  Namen«  dieses  hcichberähmten  Mathematikers  ist  aller- 
dings zweifelhaft.  Jacob  Bernonlli  (Opera.  T.  I.  p.  195.)  schreibt 
Hugens,  dagegen  an  anderen  Sieilen  (s.  B.  T.  L  p.  468.  T.  II.  p.  M7.) 
•ehr  häaig  Huygens.  Johann  Bernootli  (i*  B. Opera. T.II. p.  129.) 
schreibt  meistens  Huguens»  wenigstens  In  französisch  verfassten  Aaf- 
satzen.  Renan  in  allen  seinen  in  Johann  Bernoolli's  Werken  mitge- 
theilten  Abhandinngen  schreibt  dofchgängig  Uoghens.  Benaa  in 
•einem  Repertorium  commeMtatioaam  a  soeietatibas  litte- 
rariis  editarum  Tom.  VII.  schreibt  bei  den  Titeln  aller  Abhandlun- 
gen des  grossen  holländischen  Mathematikers  Huyghens.  Da  alle  mir 
bekannten  Schriften  Ton  Huygens  oder  Hnyghens  lateinisch  verfasst 
•lud ,  so  kdnnen  di^e  nicht  maassgebend  sein ,  weil  anf  ihren  Titeln  der 
Nfeme  durchgängig  Hugenias  lautet  '  Was  mag  nnn  wohl  bei  der  sieh 
ftid^den  io  grossen  Verschiedenheit  eigentlich  dos  Richtige  aefot  Bei 
^iktm  es  liedeateBdflB  Maliiematiker  wäre  eine  sichere  Aufltlarong  aeiir 
wiasoiiBnswoith ,  die  i«h  gern  in  dsa  AncdUT  aulndimaB  worde. 
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geoden  entwickeln  werde,  flir  einen  bemerkenswerthM  Beiftmg 
zar  Theorie  der  Ellipse  und  Hyperbel,  und  zugleich  för  eine  dan- 
kenswerthe  Erläuterung  einer  jedenfalls  sehr  merkwfirdigen  Stelle 
in  einem  Briefe  des  grossen  Mannes  halten  werde.  Vielleicht 
werden  mir  Leibnfzens  Briefe  späterhin  noch  zu  anderen  ahn* 
liehen  ErlSutemngen ,  deren  dieselben  in  der  Tbat  an  vielen  Stel- 
len sehr  bedfirflig  sind,  Gelegenheit  ^ben,  wobei  ich  immer  auf 
die  von  Herrn  Gerhardt  in  Verein  ^it  Herrn  Pertz  veranstal« 
tete  Sammlung  besonderen  Bezug  nehmen  werde. 


I. 

Wir  wollen  uns  in  Taf.  IX.  Fig.  1.  eine  aus  dem  Mittelpunkte 
C  beschriebene  Ellipse  denken;  zwei  beliebige. conjugirte  Durch- 
messer dieser  EHip8e  seien  AA'  und  Bß* ,  deren  Hälften  wir 
durch  a  und  b  bezeichnen  wollen ;  die  positiven  Theile  dieser  bei- 
den conjugirten  Durchmesser  seien  CA  und  CBp  und  a  sei  dier 
von  denselben  eingeschlossene  Winkel  A'CB,  Legt  man  nun  die 
beiden  in  Rede  stehenden  conjngirten  Durchmesser  als  Coordina- 
tenaxen  zu  Grunde  und  bezeichnet  die  veränderHchen  oder  laufen« 
den  Coordinaten  in  diesem  Sj^tettne  durch  u,  o ;  so  Ist  bekanntlich 


die  Gleichung  det  Ellipse«  Wenn  nun  ferner  CAi  ein  beliebiger, 
auf  der  positiven  Seite  des  Durchmessers  AA'  liegender  Halbr 
messer  der  Ellipse  ist,  den  wir  durch  r,  den  Winkel  ACAi  durch 
9  bexeicbnen  wollen,  so  wird  von  CA,  CAi  und  dem,  dem  Win- 
kel <p  entsptvcbenden  elliptischen  Bogen  AAi  ein  ellipüscher  8ec* 
tor  begrUnzt,  dessen  Flächenraum  in  der  Kurze  durch  Sect^  be- 
zeichnet werden  mag,  wo  dann  nach  einer  allgemein  bekannten 
Formel  der  Integralrechnung 

Sect9>  =  i  /      r*0y 

0 

ist.  Die  weitere  Entwickeluug  des  Flächeninhalts  dieses  Sectors 
soll  uns  nun  im  Folgenden  beschäftigen. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  die  Coordinaten  des  Punktes  A  in 
dem  angenommenen  Systeme  durch  w,  y  bezeichnen;  dann  hat 
man  offenbar  die  beiden  folgenden  allgemein  gültigen  Proportionen : 

sin«:  sin  9        =i':y; 


Digitized  by  VjOOQIC 


388  Grüner i:  Zwei  ukr  merkmOrdige  SMte 

w«rbQ8  sieh 

^"-      sin«      ^'    ^-^Bina^* 

folglich,  weil  nach  dem  Obigen,   da  der  Paokt  Ai  oder  (opy)  io 
der  Ellipse  liegt » 


|giD(«+y)|'       jgjny  | '_  1 


:1 
ist: 


also 

. 1 

^-  tgin(«+y)|'      {aioy  !»• 
j    asina    >         iAsino' 

folglicfa  nach  dem  Obigen: 

8eetqp  =  i/        |sin(a-f y)| '^    \shi^-' 
oder,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

O 

ergiebt. 

Wir  wollen  ans  nun  durch  die  Punkte.^  und  A^  BerOhrende 
an  die  Ellipse  gezogen  denken  und  deren  Durchschnittspnnkt  mit 
T  bezeichnen.  Die  Gleichung  der  Berührenden  im  Punkte  J|, 
dessen  Coordinaten  x^  y  sind,   ist  bekanntlich 

wo  der  Differentialquotient   p^  aus  der  Gleichung 
entwickelt  werden  muss;  dadurch  erhält  man: 


*)  DaM  diets  Gleiehaag  auch  für  echielwinklige  Coorduaten  gilt, 
weiM  Jeder. 
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hx— ah,' 
also  die  Gleichung  der  BerShrendeD: 

oder,   wie  sieb  hieraus  mit  Rficksicht  auf  die  zwischen  x  und  y 
Statt  findende  Gleichung  bekanntlich  leicht  ergiebt: 


Bezeichnen  wir  jetzt  die  Entfernung  des  DurchschnittsfHinkt» 
T  der  beiden  durch  A  und  Ax  gezogenen  Berührenden  von  dem 
Scheitel  A  des  Durchmessers  AA* y  nämlich  die  Linie  AT^  durch 
«,  80  wird  dieses  v  offenbar  aus  der  vorstehenden  Gleichung  er- 
halten, wenn  man  In  derselben  tt=a  setzt»  wodurch  man  erhfttt: 

6*  a — X 

Q  y 

Nun  ist  aber  ' 


y=- Va*-a?** 


also: 


woram  umgekehrt 

6«— e» 

folgt;  und  da  nun 

ist,  80  erbfilt  maD  auch  mittelst  leichter  RechnaDg: 

26«o 

woran«  eich  also  ergiebt,  dass  die  Coordinaten  x,  y  immer  dnrdi 
die  GrSsse  v  mittelst  der  Formeln 

*»— e«  26%» 
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rational  aasgedrilckt  werden  ic&nnen.    Hieraus  erhält  man: 
y  _     Uh>      , 

nnd  da  nach  dem  Obigen 

8in(a-fg>)  sino 

^='      ein«     ''    9^-^T, 


also 


ist,  so  Ist 


also 


woraus  leicht 


y  ___     smy 
X     sin  (er -f  9) 


sin(a  +  9)  "*'a(6*— 1>*)* 

tang9  2bh> 

sin«  +  cosatang^ ""  a(6* — v*) ' 


**"«^  =  rt(6»-t>)-26*rcos« 


folgt 

Weil  bekanntlich 

^  ^«  1-  W      i  _  tg^jjg  „  t3„g  ^ 

ist,  so  erhält  man,  wenn  man  den  vorstehenden  Werth  von  tang^ 
einfährt,  nach  einigen  leichten  Verwandlungen: 

/    .     X  a(6*  — t>*)sina 

Feraer  findet  man  leicht: 
l+tang9«= ^-________ . 

i+iang^o  +  y;  _  (o(6»-e«>cos«-26«r)« 


also: 


, 46*i»»sin«t*      

*'"''  ~ a«(6»--i»^-4a6^(*t_e«)coe « +46*i»>* 
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.^ a>(6>-py6im^ 

4 
und  « 

{a(y— p^  — 26»pcoBc|* 

Endlich  erhalten  wir  ans  der  Gleichung 
2bH  «in  a 

durch  Differentiation  leicht: 

_82 2fl6«(y  +  p»)8ina      ^ 

co«9>*  ■"  {a(^— ©«)— 26*pco8a)«**' 

aluo  nach  dem  Obigen: 

2a6>(6»-ft>»)6in« ^ 

Setzen  wir  der  Kfirze  wegen 
so  ist 


nod 


also 


ög)= jy^  er; 


8y 2ay(6»-ff?^8intf 

{8in(a  +  y)r       j^n^j  »-(*«-»•)«+ 4* V*^' 
f     asina     i  'ftsinai 

folglich,   weil 

ist: 

8y 2iiA*sintf 


Uin(tt+y))  ■       I  siny  *  • 
I     asino    i     '*'  'Asinal 


Wf^^' 
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und  daher,  weil  nach  dem  OUgea  fBr  ^=0  auch  v=0  ist; 

(      asUka     \  \  6«iao( 

o 

folglich  nach  dem  Obigen: 

o 

Bekanntlich  ist  nnn  allgemein 

/'    dl?  1  V 

g5^.=jAfctangj+Const, 

also,  wenn  man  jetzt 


den  kleinsten  positiven  Bogen  bedeuten   Ifisst.  dessen  geniome- 
trische  Tangente  r  ifit: 

/•     8o         1  .  ^      e. 
j5:j:^  =  jArctangg, 

was  nach  dem  Obigen  zn  dem  überaus  merkwürdigen  Ausdrucke 

Sect  9) = a6sina  Arctangr- 
filhrt.    Weil  nach  dem  Obigen 


V    a-V-x 


ist,  so  Ist  auch 

Sect^rsoftsinaArctangV  ' 

Für  :r=— a  wird  <p=z9t,   folglich 

Sect  9K  =  oft  sin  a  Arctang  od, 
also 

Sect « = ia69S  sin  ff, 

welches  daher  der  Ausdruck  (vir  den  Flächeninhalt  jeder  der  bei- 
den Hälften  ist,  in  welche  die  Ellipse  durch  den  Diameter  AA' 
getfaeilt  wird. 
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Ueber  tp^zn  hinaus  darf  man  die  Formel 
Sect  fp=.ab  sin  a  Arcf  an^^  t 

nicht  aasdehnen«  wie  aus  der  ganzen  vorhergehenden  ßetrachtung 
sich  von  selbst  ergiebt»  und  auch  schon  deshalb,  weil  für  9)  =  9( 
die  Grosse 


6""  If    a\x 


unendiich  wird.  Man  kann  sich  aber  auf  folgende  Art  verhalten. 
Es  erhellet  nämlich  aus  dem  Vorhergehenden  und  aus  Taf.  X. 
Fig.  2.,  wenn  wir  die  in  dieser  Figur  durch  AT*  bezeichnete  Linie 
xf  nennen,  dass  in  dem  Falle,  wenn  9>>9r  ist, 

Sect  tp  =  \ahn  sin  n\ah  sin  u  Arctang  -r  % 
also 

Sect  9»  =  a6sin«(4n;  -^  Arctang  r-) 

ist.  Mun  aber  überzeugt  man  sich  mittelst  einer  einfachen  Be- 
trachtung sehr  leicht,   dass 

xf  f)' 

\n  +  Arctang  -r-  =  Arccot  (—  -r-) 

ist,   woraus  sich  nach  dem  Obigen 

Sect  ()D  =  afr  sin  a  Arccot  ( —  -g-) 

ergiebt«  I^ach  dem  Obigen  ist  aber,  wenn  auch  in  Taf.  X.  Fig.  2. 
wie  froher  AT=v  gesetzt  wird: 


1   a-\-x 


und,    wenn  man  sich  einmal  die  positiven  Abscissen  von  C  nach 
A'  hin  genommen  denkt: 


Also  ist 


—^yl  a  +  (— o;)     '^If   a-x 
>— If  a+x'     6-lf   a^x' 


TheilXlLIII.  27 
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folglich 

uod  daher  nach  dem  Obigen   offenbar: 

Sect  q>=ab  sin  a  A  rctang  —r-  - 

Also  ist  ffir  g><ff: 

ff 
Sect  9>  =  a6  sin  a  Arctang  t  » 

und  für  q>^n: 

Sect  (jp  =  a6  sin  «  Arctang  -r-  > 

unter 

Arctang  r  und  Arctang -r- 

immer  die  kleinsten  positiven  Bogen  verstanden,    deren  goniome- 

trische  Tangenten  respective  -i  und  -t-    sind.      Mimnit   man    nun 

aber  v=zAT  nicht,  wie  bisher,  stets  positiv,  sondern  vielmehr 
von  jetzt  an  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die  Linie  AT  auf 
der  positiven  oder  negativen  Seite  des  Durchmessers  AA'  liegt, 
so  kann  man  die  zwei  obigen  Formeln  in  die  folgende  eine  all- 
gemein gültige  Formel 

Sect  q>=zab  sin  a  Arctang  -* 

zusammenfassen,  wo  auch  jetzt  Arctang?  den  kleinsten  positiven 
Bogen  bezeichnet,    dessen  goniometrische  Tangente  i  ist. 
Für  9) = » — a  ist  offenbar  0=4-6,   also 

Arctang  7  =  Arctang(-fl)^lff, 

folglich 

Sect  (jc — a)  =  labn  sin  a. 

Für  9>=:9r  ist 


e 
6" 


_  4/^0  +  0 
also  Arctang  7  =  Arctang  oo  =i»,   folglich 
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Sect  n  =  \abnfm  a. 
För  9=z2ff  — a  ist  offenbar  r= — 6,  also 

Arctang%  =  Aretang(>-  1)  =  fw, 
folglich 

Sect(27r — «)  =  labn  sin  «. 

Für  9=2»  Ist  0=0,  also  Arctang  ^  =  Arctang 0  =  » ,     nicht 

Arctang^=Oy  weil  sich  hier  ^  der  Null  nicht  vom  Positiven,  son- 
dern vom  Negativen  her  nähert;  folglich 
Sect  2n;  =  ahn  sin  a. 
Weil  hiernach 

Sect  (n — «)  =  4  abn  sin  a , 

Sect « — Sect  («—«)=  \ahn%m  «, 

Sect(27r— a)  —  Sect  7r=la6?r  sin  a^ 

Sect  ^n  —  Sect(27C  —  «)  =:  ^«6«  sin  a 

ist;   so  sieht   man,    dass  jede   zwei  conjugirte  Durchmesser  die 
Flache  der  EUipse  in  vier  einander  gleiche  Sectoren  theilen. 

-Weil,  wie  so  eben  gezeigt  worden  ist,  Sect 27r  =  a67r sin a 
för  jedes  System  zweier  conjugirter  Durchmesser  der  Flächenin- 
halt der  ganzen  Ellipse  ist,  so  ist  fSr  jede  zwei  conjugirte  Durch- 
messer abn^witty  also  auch  a6sina  eine  constante  Grosse,  wel- 
ches ein  anderweitig  längst  bekannter  and  leicht  geometrisch  zu 
deutender  Satz  ist  *). 


*)  BelKanntlich  ist  apch  a'^-\-b*  eine  constante  Grösse.  Dies  lässt 
sieh,  beiläoflg  bemerkt,  wie  es  mir  scheint,  besonders  leicht  auf  fol- 
gende Art  beweisen.  Die  beiden  Halbaxen  seien  A  ond  B  und  in  Bezug 
anf  die  beiden  Axen  seien  x^  y  die  Courdinaten  des  Scheitels  des  Dia- 
Bieters  2a ,  so  wie  x^  i  ^i  die  Coordinaten  des  Scheitels  des  Diameters 
9^;  daaa  ist  offenbar 

Die  Gleichung  der  Berührenden   durch   den   Scheitel  des  Diametera  2/y 
ist  bekamtlick 

2T' 
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Wenn  a  und  b  die  beiden  Halbaxen  sind,   so   hat  man  im 
Obigen  a=^»  zn  setzen. 


also,   weil  dieser  Bcrähreoden  der  Dianieter  2Ö  parallel  ist, 
Verbindet  man   hiermit  die  Gleichung 
so  ergiebt  sich  leicht: 


also 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

""  i4«Ä»  ~         A*ß* 

also  Ä*+**=:i4*+Ä*,  und  duher  fl*+^'  constant,  wie  behauptet  wurde. 

Dass  a^sina  constant  ist,  kann  man  nnn  femer  auch  auf  folgende 
Art  leicht  beweisen.  Es  ist  offenbar,  wenn  wir  x  nad  p  als  poaitiv  an- 
nehmen : 

p   ,B*X 

x^lPy  _A^y^-\-B^x^_      A*ß^ 

tanga—       y   ß^x'^ii^-- ß^)xp'~' iA*-B^)xp ' 


*     a:  'A^p 


also 


,      (^«  —  ig»)«  ar^y»  +  C4«y>  +  B^x*y  _  (x*+P^)  (A*p^+B*x^) 
1  + tanga  —  (il«— Ä»)»a?*y«  ""       (i«— Ä«)«a:V 


a       * 


folglich 

,__     tanga«     _  A^ß*  .(3^'+y*)(^V+g*3?') 

stna  — ^  ^  tanga«"" (^«—  ' •)«a?«y«*        (il«  —  Ä«)«ir«y« 


also 
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Weil  nach  dem  Obigen 


AT=b\  ^ 


ist»  80  kann  man,  wenn  wir  v  jetzt  wieder  bloss  positiv  Dehmen» 
Sectg>  auch  aaf  folgende  Art  ausdrucken: 

Fär  fp<,TO  ist: 

c%  4/  ö  +  ^  4/  O  —  Ä 

Sect9=a9sina  Y  —;—  Arctang(-f  W  —r^' 

Für  9>>ff  ist: 

▲  /  a  4-  j?  4  /  o  — •!? 

Sect  9>  =  av  sin  a  Y     ^     Arctang  ( —  Y  ""Z^* 

Unter 

A  /   fl**^«!?  4  /   11— —/t? 

Arctang(+Y  ^q:^  «nd  Arctang (^Y  jqp^) 

sind  immer  die  kleinsten  positiven  Bogen  zu  verstehen«  deren  go- 
niometrische  Tangenten  respective 


V    a+.T  V    fl+d? 


sind. 


Wenn  der  Flächeninhalt  des  gegebenen  elliptischen  Sectors 
ACAi  in  Taf.  X.  Flg.3.  bestimmt  werden  soll,  so  ziehe  man  an 
A  und  Ai  die  Berährenden  AT  und  AiT  der  Ellipse  und  durch 
Ai  die  Parallele  AiB  mit  der  Beriihrenden  AT;  dann  ist  nacli 
dem  Obigen,  insofern  der  Winkel  ACAi  des  Sectors  kleiner  als 
180O  ist: 


A^B* 


Marh  dem  Oliigeii  ist  aber 

AUo  ist 

49''^«aina*=il*i9*,    a^sina  =  i4i9 

und  daher  n^sina  constant. 

Bei  der  Hyperbel   kann   man  beide  Sfttse  auf  gans  ähnliche  Art  be- 
weisen. 
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Sect^lCJ, 

=.c..r..,„c...Vli|g.*,^,+VlE|g,. 

dagegen  wäre   in  Taf.  X.  Fig.4.,   insofern  der  \yiDkel   ACA^   de« 
Sectors  grösser  als  ISO«  ist: 

SecXÄCA^ 

in  Taf.  X.  Fig.  5.  wäre,    insofern  der   Winkel  ACA^    des  Sectors 
wieder  kleider  als  ISO«  ist: 

SecXACAy 

endlieh   wäre   in  Taf.  X.  Fig.  6. ,  insofern    der  Winkel  ACA^   des 
Sectors  wieder  grösser  als  ISO^  ist: 

Sect^CJi 

In  den  beiden  ersten  Fällen  ist  nämlich  in  den  obigen  For- 
meln f«r  Secty  die  Abscisse  a;=  +  ÄCzu  setzen,  in  den  beiden 
letzten  Fällen  mtiss  in  den  obigen  Formeln  für  Sectg)  die  Abscisse 
«=— ÄC  gesetzt  werden. 

Geht  die  Ellipse  in  einen  Kreis  über,  so  ist  a=6  der  Halb- 
messer des  Kreises,  und  wenn  q>  der  den  Winkel  des  Sectors 
messende  Bogen  in  einem  mit  der  Einheit  als  Halbmesser  he- 
schriebenen  Kreise  i^jt,  so  ist  offenbar  der  den  Sector  theilweise 
begränzende  Kreisbogen  AAj^  =  aq>.  Ferner  ist  augenscheinlich, 
wenn  wir  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem 
g)<«  oder  g)>«  ist, 

tJ.-=±^r  =  a  tangig), 
also 


V         V 


j^  =  -  =  tangig),  Arctangg-=ig,. 
Weil  nun  allgemein  fär  die  Ellipse 
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Sectg)=a6sinaArctaiig  t-» 

fiar  deo  Kreis  aber  offenbar  a  =  90^  za  setzeo  ist,  so  ist  fttr  den 
Kreis 

Sectg)  =.la*g), 
also  nach  dem  Obigen: 

welches  die  bekannte  Formel  für  den  Inhalt  eines  Kreissectors  ist. 
Nach  allem  Vorhergehenden  glaube  ich,  dass  man  mir  beiza- 
stimmen  geneigt  sein  wird,  wenn  ich  die  in  Bezog  auf  jede  zwei 
conjugirte  Durchmesser  der  Ellipse  geltende,  höchst  einfache  und 
elegante  Formel 

Sect  g>=zab  sin  a  Arctang  f 

für  eins  der  merkwürdigsten  und  interessantesten  Resultate  in  der 
ganzen  Lehre  von  den  Kegelschnitten  halte. 

Wenn  7  positiv  und  nicht  grosser  als  die  Einheit  ist,   kann 

man.  Insofern  Arctang  r  immer  den  kleinsten  positiven  Bogen  he* 

zeichnet,  dessen  goniometrische  Tangente  7  ist,  wie  die  Analysis 
lehrt,  bekanntlich 

ArctangJ  =  J— g(?y+5-(j)  -  ^(ß)\.. 

setzen,   so  dass  also  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen: 

Sect9=a6slna.)?-3Q   +g-(Q*-y-Q   +....J 

ist.    Weiter  als  auf  den  Fall,    wo  r  positiv  und  nicht  grösser  als 

die  Einheit  ist,    darf  man   aber  diese  Formel   nicht   ausdehnen, 
weil  in  der  Gleichung 

ArctangJ=J— 5-(j)'  +  |0)'-}(|)'  +  .... 

bekanntlich  der  absolute  Werth  von  7  die  Einheit  nicht  überstei- 
gen darf  und  Arctang 7  immer  den,  absolut  genommen,  kleinsten 
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positiven  oder  negativen  Bogen  bezeichnet,    dessen  gonio- 
metrische  Tangente   r   ist,  in  der  Gleichung 

Sect  q>  =  ab  sin  a  Arctang  ? 
dagegen  7  jeden  beliebigen  positiven  oder  negativen  reellen  Werth 

V 

haben  kann   und  immer  Arctang 7    den  kleinsten    positiven  Bo- 
gen,   dessen  gonioraetrische  Tangente  1   ist,   bezeichnet. 


n 

Sei  jetzt  in  Taf.  X.  Fig.  7.  aus  dem  Mittelpunkte  C  eine 
Hyperbel  beschrieben,  und  AA'  und  BB'  seien  zwei  conjugirte 
Durchmesser  derselben,  deren  Hälften  wir  respective  durch  a  und 
b  bezeichnen  wollen;  die  positiven  Theile  dieser  conjugirten  Durch- 
messer seien  CA  und  CB^  und  a  sei  der  von  denselben  einge- 
schlossene Winkel  ACB,  Legt  man  nun  die  beiden,  in  Rede 
stehenden  conjugirten  Durchmesser  als  Coordinatenaxen  zu  Grunde 
und  bezeichnet  die  veränderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  io 
diesem  Systeme  durch  u,  v;   so  ist  bekanntlich 

'die  Gleichung  der  Hyperbel.  Wenn  nun  ferner  CA^  ein  beliebi- 
ger, auf  der  positiven  Seite  des  Durchmessers  AA'  liegender 
Halbmesser  der  Hyperiiel  ist,  den  wir  durch  r,  den  Winkel  ACA^ 
durch  q)  bezeichnen  wollen,  so  wird  von  CA,  CA^  und  dem,  dem 
Winkel  (p  entsprechenden  hyperbolischen  Bogen  AAi  ein  hyper- 
bolischer Sector  begränzt,  dessen  Flächenraum  in  der  Kurze  durch 
Sectg)  bezeichnet  werden  mag,  wo  dann  wieder  nach  einer  allge- 
mein bekannten  Formei  der  Integralrechnung 

Sect  q>  =  \  I      r'^dq> 
o 

ist.  Die  weitere  Entwickelung  des  Fiächenraums  dieses  Sectors 
soll  uns  nun  im  Folgenden  beschäftigen. 

Zu  dein  Ende  bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Punktes  Ai 
in  dem  angenommenen  Systeme  durch  or,  y;  dann  hat  man  offen- 
bar die  beiden  folgenden  Proportionen: 
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sioa:8iD(«  — 9>)=:r:;r, 

6iDa:8in9  =  r:^; 
worauit  sich 

sin(a — m)  sido 

sina  ^      sina    ' 

folglieh,    well  nach  dem  Obigen,    da  der  Punkt  Äi  oder  {xy)  in 
der  Hyperbel  liegt. 


ist. 


also 


(f)"-a)'=' 

isin(a--^)i  *  ^  i  siny  I  *_  1 
aitina    (  f6sin«(        r*' 


fÄ  = 


isin(«  — y)  I  *        l   siny    |  '* 
asioo     '  '  6 sina  ' 

folglich  nach  dem   Obigen: 

I     asina     )    '^ )  6sinai 
o 

oder,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

/9  dg) 

0 
ergiebt. 

Wir  wollen  uns  nun  durch  die  Punkte  A  und  Ai  Berührende 
an  die  Hyperbel  gezogen  denken  und  deren  Durchschnittspunkt 
mit  T  bezeichnen.  Die  Gleichung  der  Berührenden  im  Punkte 
Alf  dessen  Coordinaten  x,  y  sind,  ist  bekanntlich 

wo  der  Differentialqootlent  ^  aus  der  Gleichung 
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entcTickelt  werden  niuss;  dadurch  erhält  roan 

Bx      a^if  * 
also  die  Gleichung  der  Berührenden: 

oder^   wie  sich  hieraus  mit  Rücksicht  auf  die  zwischen  x  und  y 
Statt  findende  Gleichung  bekanntlich  leicht  ergieht: 


Bezeichnen  wir  jetzt  die  Entfernung  des  Durchschnittspunkts  T 
der  beiden  durch  A  und  Ai  gezogenen  Berührenden  Ton  dem 
Scheitel  A  des  Durchmessers  AA' ,  nfimlich  die  Linie  AT^  durch 
V,  so  wird  dieses  v  offenbar  aus  der  vorstehenden  Gleichung  er- 
halten,  wenn  roan  darin  »=:a  setzt ,  wodurch  man  erhält: 


Nun  Ist  aber 

also 


«'         n 


woraus  umgekehrt 


X  =  a 


folgt;   und  da  nun 


y  =  i^a:^^a^ 


ist,  so  erhält  man  auch  mittelst  leichter  Rechnung: 

woraus  sich  also  ergiebt,  dass  die  Coordinaten  x^  y  immer  durch 
die  GrSsse  e  mittelst  der  Formeln 
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6«  +  ü»  26«» 

rational  aasgedrückt  werden  können.    Hieraus  erhfilt  man 


SL- 


2bH 


a-  ""0(6« +  !>«)• 
and  da  nach  dem  Obigen 


also 


ist,  so  ist 


also 


worans  leicht 


sin  (tt — y)  siny 

sino  *^      sino 


sin<p 


X      sin(a — q>) 


siny 26h) 

sin (a  —  <p)  ""  a(6«  +  r«)* 


tangy _^       26*p 

sin  a — cos  a  tang  9  ""  a  (6*  + 1*)  ' 


**"^^"-a(6«  +  f?«)+26»rcosa 
folgt. 

Weil  bekanntlich 

tang(a--y)=.^^"f^''^^"g^ 
o\       ^/     1  +  tangatangy 

ist,  so  erhält  man,  wenn  man  den  vorstehenden  Werth  von  tangy 
einfuhrt,   nach  einigen  leichten  Verwandlungen: 

^       ,  ,  fl(6«+t?«)sincg 

tang(«-g,)  =  o(6*  +  r»)cos«  +  26«r ' 

Femer  findet  man  leicht: 

.  ^_  fl»(&«+py+4o6^?(A*+o*)cosg+4ft*o« 

1  +  tangg)  -  [a(6«  +  r*)+26«rcos«!* 

-.,       ,          ,^      a«(6«+e«)«  +  4a6«p(6«  +  »a)cosa  +  4Ä*i?»' 
l  +  tang(«-9)*  = |a(6Hr^cosa-h26«»|« ^ 

also: 
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»«n9>  -  o«(6«  +  t)«)«+4a6«ü(6«+r«) cosa  +  4«*c« * 
8in(a     9;  ~a«(6«  +  ü*)«  +  4a6«r(6*  +  r«)co8a  +  46*ü«' 


und: 


c<>»9>  -a2(6«+„«)a  +  4a6»»(6«  +  ü«)co8«+4ÄV 

tfl(6^+o«)co8a+26«o}* 

cos(a     qp>  -oa(6«  +  ca)«  +  4a6ar(6a  +  t?«)co«a  +  4ft*ü«' 

Endlich  erhalten  wir  aa8  der  Gleichung 


durch  Differentiation  leicht: 

8<p    _       2a6*  (6* — e*)  sin  « 
co8(p""la(6«+r«)  +  26»pco8al«^' 

also  nach  dem  Obigen: 

^ 2fl6«(6g--i?«)sing 

^^""  a»(6«+  ©«)«  +  iaö*v (6*  +  r«) co8 a  +  4Ä*»« *^' 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

i^«=a*(6»+r«)«  +  4aÄ»r  (Ä«+ i?«)co8  «+ 46V, 

80   ist 

isin(tt-y)j  »      /6*+o»\*       (  siny  M      /26py 
I      abina     (     -  V     N     )         Usina'    "  V  A^/ 


und 


also 


Q         2a6«(6«— t>*)sintf^ 


8y 2aÄ*(6*— ©•)sin« , 

ina 
folglich,  weil 


85p 2g6'(fe*— o*)sintt  ^ 

lsin(a-y)i  «_  li^iny*  *""(*•  + 1>*)*  —  46 V ^^ ^ 
/     asina     (  i68lna| 


(6«+ ««)«-44V  =  (6«— »•)« 
ist: 
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und  daher,  weil  nach  dem  Obigeo  f&r  9>=:0  auch  v=0  ist: 

^       ?     aeioa    ^         ^  6sin«^ 
0 

folglich  nach  dem  Obigen: 

•  Sectg)=a6*sina/      ^a^^^g' 

o 

Allgemein  ist  nun 

/80     _  1  i    /^St?        /^  80    j 


und 


/*|^='<*+'')'  /5?^.=-'<*-'>-' 


also 


/8p  1  ,6  +  1 

6«-»'~26'6-t 


und  daher  offenbar  auch: 


/»     8p     _ 
6«-p«  - 

0 

Also  ist  nach  dem  Obigen 


26"6-«' 
0 


Sect^)  =  4aAslnttl  .^    , 
oder 

SectossioAsinal • 

•-i^  ■• 

Wenn,  wie  in  Taf.  X.  Fig.  8.,  der  Halbmesser  CAx  anf  der 
negativen  Seite  des  Durchmessers  AA  liegt,  so  hat  man  die  fol- 
genden Proportionen : 
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sin  aisin  (ff -f  9)) =r:^, 
sina:sio9  =  r:— 5f; 
woraus  sich 

sin(tt  +  y)  _«n2 

^-      sina      ^'  ^—      siD«*^' 

folglich,  weil  nach  dem  Ohigen 

©•-©■=• 

ist,  wie  oben 

Sect7=l 


I      isin(«4-y) /^       .  siny  .* 


'  6sina^ 
o 

ergiebt.    Die  Gleichung  der  BerGhrenden  im  Punkte  Ai  ist  wie  oben 

a«        6«  —  *' 
woraus  sich  für  u^ia  wieder 

—     —    ^HE 

ergiebt,  wo  nun  aber  v  negativ  ist,  weil  y  negativ  ist,  und  man 
also  bloss  das  als  negativ  betrachtete  AT,  welches  in  der  Tbat 
auch  auf  der  negativen  Seite  des  Durchmessers  AA'  liegt,  durch 
V  bezeichnen  kann.    Nun  ist  aber  jetzt 

also 

woraus  umgekehrt 

folgt;  und  da  nun 

6 


ist,  80  erhält  mau  auch  mittelst  leichter  Recbonng 
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_   26»g 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  v  eine  negative  Grösse  ist. 
Also  kann  man  x  und  y  durch  die  Grosse  v  immer  mittelst  der 
Formeln 

rational  ausdrücken.    Hieraus  erhSit  man 
y  _      26«p 

also«   weil  nach  dem  Obigen 

y  __      8«ny 
X  sin  (a  -f  9?) 

siny  Wh> 

sin  (a  +  g))  ""  "^  a  (6« + 1>«) 

tangy 2A^ 

sina-f  cosatangg)  a(6*+r*) ' 


ist: 


oder 


woraus  sich 


und 


-  26«psin« 

**"^^*"""a(6«  +  i?«)  +  26«rcosa 

*       /    t     N  a(6«  +  r«)8ina 

tanK(«  +  9>)=^(ft,^.^«)eos«+26*S 

ergiebt.  Die  Ausdrucke  von  sin  9«,  sin(u-|-9))*;  cos  9*»  cosCa-fg))* 
bleiben  gana  dieselben  wie  oben  för  sin^««  sin(a — 9>)*;  cosqp^ 
€Os(a  — 9)«,  und  f&r  dtp  erhält  man: 

p  2<i6«(6»-i?«)Bin« 

^'^'^"■a«(6«  +  r«)«  +  4a6«r(6«  +  t>«)cos«+46*ü«*^' 

also,  wenn  man  wieder 

A«  =  a«(6«  +  ü*)«  +  4a*»r  (6«+r«)  cosa+4*V 


setit: 


?"asina     *   ^ V"lV^y  '     ?5551i^    ""VTV/ 


und 
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^  2a6«(6«-.ü*)«ina^ 


also 


c  sin(tt4y)  3  »       %_?i?_S?.i*  (6«  +  ü«)«  — 46M 

^     asina    ^  ^  6sina  ^ 

folglich,  weil 

i«t: 

&5 2fl6*8ina> 

.8iii(a+y)/       .  8iny  .'-^    6«— t»  ^^' 
^     asina     ^         ^ftsina^ 


8t?, 


und  daher: 

p9  8y 


sin  (tt  +  y)  j  '      ^  sin  g) 


^=^2«Ä*sin«yjA^, 


^     a  sin  a     ^         ^  6  sin  a  ^ 
folglich  nach  dem  Obigen: 

o 
also,  weil  nach  dem  Obigen 

/«^     8p  1    6  +  p 

62_^a-2A'6— p 
o 

Ut: 

SeGt9>=: — JöÄsinalT^^ 
oder 

iL 

Secto)  =  iaA  sin al  j—. — » 
o  -f-p 

wobei  man  zn  beachten  hat,  dass  p  negativ  ist. 

Man  hat  also  in  den  beiden  vorher  betrachteten  Fällen: 


and 


-,      lö-l-p 
Sect  9 = \ab  sin  o  1  -f—- 

*8ect9)  =  iflAsinch  ,    t 
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wo  im  ersten  Falle  v  poajtiv«  im  zweiten  Falle  v  negativ  ist 
Mimrot  man  nun  ab^r  wieder  n  bM^  positiv,  so  erhellet,  dass  man 
in  völliger  Allgemeinheit^  der  Halbmesser  CA^  mag  anf  der  posi- 
tiven oder  auf  der  negativen  Seite  des  Durchmessers  AA*  liegen, 

iL    I   ^ 

Sect 9  =  ia6sin al  i^^ 


oder 

Sectg)  =  iaftsinal  

setzen  kann. 

Bekanntlich  gilt  nun  die  Gleichung 

also  ist 

wdl  natflrlieb,   insofern  Sectqp  eine   endliche  reelle  GrSsse  ist, 
vermöge  des  obigen  Ausdrucks  des  Flächeninhalts  dieses  Sectors, 

w  kleiner  als  die  Einbeit  sein  rouss;  folglich  ist  nach  dem  Obigen: 


Secty=a68ln«.JJ  +  }^j  +J^y  \\{^^)  \....\. 

Weil  das  hier  immer  als  positiv  betrachtete  v  =  6Y       ,    ■ 
ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

Sect^)  =^  io^smttl     .  ■      . j 

also,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs  unter  dem  Zeichen 
des  natürlichen  Logarithmus  mit  dem  Zähler  dieses  Brodis  mul- 
tiplicirt: 

Sect 9)=:  4a6sin«l =  4aÄ8inall  —  +  I 

oder,  insofern  y  als  positiv  angenommen  wird : 
Th«il  XXIII.  88 
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Sect  9  =  \ab  sin  « I  (f  + 1)- 

Ffir  die  Azen  der  Hyperbel  ist  dieser  Ausdruck  unter  der  Form 

Sect fp=^\ab\( --{■%- j   längst   bekannt,    und   es   ist  gewiss  sehr 

merkwArdig^  dass  derselbe ,  nach  blosser  Multiplication  mit  sino, 
fär  jede  zwei  conjugirte  Durchmesser  überhaupt  gilt.  Ffir  das 
hyperbolische  Segment  ABiAi  (m.  s.  die  Figuren)  erhält  man  auf 
der  Stelle: 

AByA^  =  is\xka\xy—ab  I  (^  +f  V 

Andere   Betrachtungen  Gher  diese  interessanten  Gegenstände 
will  ich  jetzt  nicht  weiter  anstellen. 


xxa. 


Integration  einer  linearen  DifFerentialgleichang  aweiter 
Ordnung  zwischen  zwei  Yariabelen. 


Ton 

Herrn  Doctor  Büttel 
In  Hamburg. 


Durch  den  Aufsatz  Nr.  V.  im  Archiv  Band  XXI.  wurde  ich 
auf  eine  Ton  mir  frflher  bearbeitete  Aufgabe  zurückgefiShrt,  welche 
darin  bestand,  die  Curre  zu  untersuchen,  deren  Coordioaten 
«,  e,  10  durch  die  unendlichen  Reihen 

x^  x^  x^ 

"*^*  +  i:2:3  +  I.2.3....6  +  1.2.3....d+-^* 

X  x^  x^  x^^ 

•'"  r  +  1.2.3.4  +  1.2.3....^  +  1.2.3.».  10 "•"••' 
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gegeben  sIbcI. 

Da  die  Addition  dieser  drei  Gleichungen  t<-|-9-|-fo=e*  ergiebt 
und  die  Dijferentiationen  oach  or  unmittelbar  die  Relationen  liefern: 

du  8*tt  8p  ö*r  bw  ÜHo 

8^=«''  555=";  gi=«.   g^=«5  gj=«.   g^=«; 

SO  erhält  man  durch  Substitution  in  obige  Gleichung  ti-fe-f fc=e* 
folgende  drei  linellre  üifferentialgleichungeD  zn^iter  Ordnung: 

dHt       du 

SP +  8i +«=«••  (J) 

85i+äi +  -=«"'  (?) 

deren  Integration  sich  aus  dem  in  Moigno  caicul  integral, 
t reute  septi^me  iec^on  248.  IIL  L  dargestellten  Integral  der 
Differentialgleichung 

ergiebt.    Dieses  ist  daselbst: 

y  == -j- 1  sin  5a;(Ci +/AV-«»cos£aröa?) + cos  Sa;  ((^--/^c--«*sin  JirSo?)), 

wenn  die  Hiilfsgleichung  v^+AiV  +  A^^^O  ist,  und  die  Wurzeln 
derselben,  da  sie  imaginär  sind,  diese  Gestalt  haben: 

Berechnen  wir  hiemach  eine  der  obigen  Differentialgleichun- 
gen,  etwa  ■g-  +  g*-+M=e*,  so  erhalten  wir  folgende  Beziehun- 
gen  zum  dargestellten  Integrale. 

Da  dte  Wurzeln  der  Gleichung  v^-f-v-f  1=0  die  Form  haben: 

so  ist 

«=-4,  j:=-^; 

folglich 

28* 
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+  cos  -^xiC^  —fe^'sm-^xBx)]. 
Die  Integrale  ergeben  sich  aus  den  bekannten  Formeln: 
fe^  cos  bxdx  =      ^^^2.|.^g +  ^ 


and 


r  -«  •   A  Q        g  sin  6a;— 6 cos  6a:  ^^  ,  ^ 
fe*^8moxdx:= MTä« «"  +  Q » 


3  V"3 

wenn  man  0=5»    ^^  "9"  'S^^^^*  wodurch  man  nach  leichter  Rech- 
nung erhält: 

V"3  V^  1         V"3 

/ul*cos-2-araa:=(icos-^ir  +  — ;^sin-g-ar)eU+<i, 

/«l'sin-^araa:= (i  sin  -2"  a:  -  — ;=g  cos  -j-a?)«!*  +  C4. 

Setzt  man  statt  der  Constanten  Ci  +  C^^  und  C2  —  C4  bezug- 
lich C  und  C,  so  wird 


+  cos-2-^(C''— e«'(ism-y-a?— ^;^cos-^a;)}J-  \ 

Die  Constanten  C  und  C"  bestimmen  sich  aus  den  beiden  Be* 
dingungen:    ßür  a;=0  wird  11=1  und  ^=0;  also 

Bildet  man  den  Ausdruck  g-,  so  ergiebt  sich: 
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Nlich   Ausfahrung    einiger   Reductionen,    indem  sieh  .einmal 

,  •   V3  V3  ^ .  .    VI  V3  .   . ,       . 

—  J  8in  -^  X  008  -Q-  ^  gegen  +  4  sin  -5-  a:  cos  -ö-x   weghebt   und 

1  V3  V3  1 

--«Uos**Ä-^  +  sin^-«r^)=^TT^  wird,  erhält  man: 

VT 
« =3=  1  e«  -h  }«-!*  cos  -g-  a;.  <5) 

Auf  fthnliche  Weise  lassen  sich  die  geschlossenen  AusdrCkke 
fQr  ü  und  «0  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  finden,  nur  dase  bei 

öl) 

der  Cönstaatenbestimmmig  für  a:=0  ^  =  1   wird,    i^as   bei    der 

du  ,  dhi 

Berechnung  zu  berücksichtigen  ist.    Da  jedoch  ^^^  und  g^=v 

ist»  60  lassen  sich  v  und  w  durch  die  Differentialquotienten  erster 
und  zweiter  Ordnung  herstellen.  Fahrt  man  die  DüJbrentiatiooen 
wirldich  aus»  so  ergiebt  sich: 

gjs=ie*-.Jc-i*cos  -^o:— ^c-i'«in-^ar=w.       («) 

^=U*-U-i'cos  -2"^+  y^«-*'«™  -2-^=»-       (7) 
Und  hierzu  Gleichung  (5): 

V3^ 

4«'  +  i«-"4*  cos  -o"^  =  «• 

Diese  Ausdrucke  mfiesen»  wie  es  auch  der  Fall  ist,  sommirt 
die  Gleichung  u  +  v+u)=e'  geben.  Nach  dem  Obigen  miisseD 
auch  die  verschiedenen  Diflferentialquotient«n  von  v  tind  u>  wieder 
auf  u  zurflckfähren^  wovon  man  sich  durch  die  Rechnung  überzeugt 

Wenn  die  CrTussen  u,  v,  w  sAa  Coordlnaten  im  Raum  ange- 
nommen werden y  so  ist  die  daraus  zu  bestimmende  Curve  eine 
Curve  doppelter  Krümmung.  Durch  Elimination  von  x  ergeben 
sich  zwei  Gleichungen,  welche  zwei  Oberflächen  reprSsentiren, 
deren  Durehschnitt  die  Curve  doppelter  Krümmung  giebt.  Be- 
zeichnen wir  die  Gleichung 

u  +  v+w  =  e*,  (8) 

welche  wir  als  Felge  der  Gleichungen  (5),  (6)  und  (7)  zu  HMfe 
nehmen,  durch  (8),  so  ergiebt  sich  durch  Substitutfon  von  (8)  in 
(6),  wenn  man 


Digitized  by  VjOOQIC 


MMMer  ürdmM§  mHtcAen  »»ei  YsMiaMen.  4111 

1 


setzt: 


oder 


Vtt+c+w 


«  +  »+»  .  2  V3^ 

11= ^ +  —77===.  cos  -s— 0? 


cos  -o-  «=i(2tt  —  ü— w)VM  +  t>+w« 
Folglich 

V?  4  /  V^ 

sin-2-a:=\  1  --  cos«  -^  a?  =  i  VTH[2ii-c-w)«(t«+t?+io)  • 

Setzen  wir  die  Wertbe  für  cos-ä-ar,  sin-g-x,  e*  und  r" *• 
in  eine  der  Gleichaogen  (6)  oder  (7),  etwa  in  (7),  so  ergiebt  sich: 


u  = 


ti  +  p+fo      (2tt — 1> — fo)  Vtt+t?  +  fo 
3        ""  6Vtt+r  +  w 


V3(ti  +  t>+fp) 


oder 

i  1 


ü  — fr=- 


V4— (2ii— D— w)«(ti+u  +  w). 


Qoadrireo  wir  diese  Gleichung ,  so  finden  wir: 

und  nach  AusfuhruRg  der  Rechnoiig: 

3tiu"  +  Sttir«  -6ttüw  +  3i?»— 3ü«w— 3ric*+3«>» 

oder 

— 12i«w  +  4t>»+4ic»— 4+tt»=0 
oder 

tt»+t>»+io«— Stttw— 1=0.  (9) 

Femer  ^ebt  die  Subtraction  von  (6)  nnd  (7): 
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2        ,,  .   V3 

und   da   :r  =  I (» -f^ r -|- to)  ist: 

2  V^3 

und   die  Addition  von  (6)  und  (7): 

V  +10=  J«*  —  ;«-i*cos  -s-  ar  * 
und  nach  EinTührung  der  Werthe  von  €*,  c-i*  und  :r: 

1  VT 

Vtt-|-t>+w  ^ 

oder 

Dividire  ich  diese  Gleichung  in  die  Gleichung  für  »— lo,   so  er- 
halte ich: 

v—w  1    ^   ,V3, 

oder 

l(«H-.+.)  =  ^arct,{g^}  (,0) 

als  «Gleichung  der  zweiten  Oberfläche. 

Dies  Resultat  stimmt  mit  dem  im  Aufsätze  Nr.  V.  Band  XXI. 
vollständig  uberein.  Die  Diskussion  der  Curve  selbst  erfordert! 
wenn  auch  einzelne  elegante  analytische  Formen  sich  ergeben,' 
doch  sehr  verwickelte  Rechnungen«  und  warde  daher  hier  zj 
weit  fiihren. 
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s:xiii. 

Losung  des  Problems  der  Bewegung  eines  festen  schwe- 
ren, um  einen  Punkt  der  Umdrebungsaxe  rotirenden 
Revolutionskorpers   in   Functionen,    welcbe   die   Zeit 
explicite  entbalten. 

Von 

Herrn    Doctor  Lottnerj 
Lehrer  der  Mathematik  und  Physik   an  der  Realschule  zu  LIppttadt. 


I. 

C.  G.  J.  Jacobi  hat  In  seiner  berühmten  Abhandlung  im 
SQsten  Bande  des  Grelle' sehen  Journals  die  Rotationsbewegung 
eines  beliebigen  Korpers  um  einen  festen  Punkt,  vi^eno  keine  be- 
schleunigenden Kräfte  wirken,  bestimmt,  und  zwar  so,  dass  alle 
zur  Kenntniss  der  Bewegung  nothigen  Grössen  explicite  durch 
die  Zeit  ausgedrückt  sind.  Er  fand,  dass  dieselbe  sich  aus  zwei 
periodischen  zusammensetze,  deren  Perioden  im  Allgemeinen  un* 
ter  einander  incommensurabel  sind.  Diese  Periodicität  ging  klar 
hervor,  w*enn  man,  anstatt  die  x-  und  yAxe  in  der  unveränder- 
lichen Ebene  als  fest  anzunehmen,  denselben  in  dieser  eine  ge* 
wisse  gleichförmige  rotatorische  Bewegung  ertheilte.  Dann  werden 
die  neun  CoefBcienten ,  durch  welche  die  Richtung  der  Haaptazen 
bestimmt  wird,- periodische  Functionen  der  Zeit.  Auf  ganz  ähn- 
liche Weise  kann  man  auch  den  Fall  behandeln,  wenn  ein  schwe« 
rer  Rotationskörper  um  einen  Punkt  seiner  Rotationsaxe  pendniirt, 
einen  Fall,  den  schon  Lagrange  auf  Quadraturen  geführt  hat. 
Diese  Bewegung  setzt  sieb  dann  aus  drei  periodischen,  im  All- 
gemeinen unter  einander  incommensurabeln  zusammen.  Man  kanp 
sich  dieselben  auf  folgende  Weise  deutlich  machen : 

.  1)  Man  ertbeile,  ebenso  wie,  Jacobi,  in. einer  horisputai^o» 
Aiurcli  den  festen  Ponkt  gehenden  Ebene  den  Aaen  der  x  und  y  eine 
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gleichföimige  Rotatioo  in  dieser  Ebene  im  Sione  der  anfSngiichen 
Bewegung  des  Korpers/  d.  h.  man  setz^ 

statt  x:    xcoB  W(t  -  <^)— y  sin  ^(t  - 1^) , 
statt  y:    ycoBW(t'-t,,)  +  x9in^f(t^t^), 

in 
wo  W  eine  Constante  ist.    Nach  Verlanf  der  Zeit  ^  werden  die 

Azen  wieder  an  derselben  Stelle  sein. 

2)  Ausser  dem  festen  Coordinateosysteme  x,  y»  %  hat  man 
ein  zweites  x^  yi,  Zi,  welches  auf  die  Hanptazen  des  roürendeB 
Körpers  bezogen  ist.  Man  ertheile  den  Azen  der  x^  und  yi  mm 
die  «lAxe  (die  Umdrehungsaze)  eine  zweite  gleichförmige  Rota- 
tion,  d.  h.  man  setze 

statt  Xi :    Xi  cos<2>(<— <i))  +yi  sin(2>(<— ^)» 
statt  y, :    yiCOS<P(<— fo)— arisin<2>(<— y, 

wo  <P  eine  zweite  Constante  ist,  von  deren  negativem  oder  posi- 
tivem Zeichen  es  abhfingt,  ob  die  Bewegung  in  demselben  oder  m 
dem  entgegengesetzten  Sinne  wie  die  der  x»  und  yAze  geschieht. 

27t 

Nach  Verlauf  der  Zeit  -^  werden  die  beiden  Hanptazen  wieder 
in  derselben  Lage  »ch  befinden. 

3)  Mach  diesen  Annahmen  werden  die  neun  Coefficienten« 
durch  welche  die  Stellung  der  rotatorisch  beweglicben  Hauptazen 
um  ^e  ebenfalls  beweglichen  x-  und  yAzen  bestimmt  ist^  perio- 
dische Functionen  der  Zeit.    Wenn  man  also  setzt: 

Xi^ax  +  ^  +  €t, 

wo  X,  y,  z,  ^i>  yi«  ^  ^^i^  1"  ])  ^^  ^)  näher  bestimmten  trans- 
iecinirten  Coordinaten  sind,  so  sind  a,  b»  c,  u\  b* ,  e' ,  u",  b''^  c" 
Functionen  der  Zeit,  die  eine  gewisse,  vollkommen  angebbare 
Periode  T  haben. 

Man  sieht  hieraus,  dass,  wenn  man  die  Positionen  des  be- 
weglichen Korpers  während  einer  faegränzten  Zeit  T  kennt,  man 
daraus  alle  zukünftigen  und  vergangenen  Positionen  leicht  ableiten 
kann.  Es  sei  z.  B.  die  Lage  des  Körpers  zur  Zeit  t  gegeben  und 
man  seile  die  zur  Zeit  <:!:  iT  (wo  %  irgend  eine  ganze  Zahl  ist) 
stattfindende  bestimien,  so  drehe  man  den  KArper  nierst  wn  die 
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sAxe»  d.  h.  iiin  die  RichtaBg  der  Schwere»  am  einev  coostanten 
l^inkel  t^7;  alsdaoo  drehe  man  ihn  um  die  X|Axe»  d.  h.  um  die 
RichtuDg  seiner  Revolotiousaxe »  um  einen  Winkel  — OT  (beide 
Rotationen  mögen  In  demselben  Sinne  wie  die  anßingnche  Bewe- 
gung des  Korpers  geschehen).  Hierauf  wird  man  die  verlangte 
Stellung  haben.  Die  entgegengesetzte  Drehung  muss  mim  anwenden» 
wenn  die  zur  Zelt  t^iT  gehörige  Position  gefunden  werden  soll. 

11. 

Bestimmung  der  neun  Coefficienten  der  Bewegung  und 
der  Umdrehungsgeschwindigkeiten  durch  die  Zeit  ver- 
mittelst  der   elliptischen   Functionen. 

Im  Folgenden  wollen  wir  überall  die  BezeiehnuDgen  von  Pols« 
Bon  (Mäcanique  Tom  II.  §.  425—429.)  gebrauchen. 

A  und  C  seien  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  Xi-  und 
yiAxe. 

M  die  Masse  des  Korpers»  g  die  Schwere»  Mg^aP. 

Y  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  von  der  oti^i Ebene. 

ft  die  Umdrehungsgeschwindigkeit»  parallel  mit  derselben  Ebene. 

/  das  Moment  der  Grossen  der  Bewegung  in  Bezug  auf  die 
vertikale  Axe  der  z. 

h  die  bei  der  Sesfimmmig  der  lebendigen  Kraft  vorkommende 
Constante. 

<<i>  ^*  ^  ^®  ^^^^  Wurzdn  der  cubiscben  Gleichung 

(2.1PyU^Ä)(l-S«)-(C»S-/)*=0, 
tt,  ist  immer  negativ  und  >  1, 

k   der   Modul   alter    vorkommenden    elliptischen    Functionen 


=\^ 


«1  — «a 


n 
K  der  elliptische  Quadrant»/        ,         ^  . . 

t=V^,    siu«amui4  =  ^*,  8in»am(ui,+ Ä)  =  TT^ 


=:sin*coamtii3  oder,  was  dasselbe  kaki 
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-=/ 


dx 


dx 


m 


=/ 


V^l-a*Vl— *'«:t« 


m(<-«9)=:«. 

IT  and  9  die  von  Jacobi  eiDgeffifarten  Transsceodenten. 

^[»(a»  +  «a)  +  Ä]  Ä[i'(oi  -  o»)  -  Ä]  =  ö. 

©(«— ioi)  =  ^',      e(a  +  ia,)  =  B',      e(t«-.a,-Ä)=  4* 

AlsdADB  habcu  wir  folgende 

T  a  f.e  I 
der  neun  Coefficienten    der    Bewegung. 

l     K*iai  (B"*  +  A'^)-JI*{iat+K){B'*+A'*) 

"—2/)'  ©«u  ' 

**  —  2t/>'  ©*M  * ' 

1      H»»«H  (g"«  -  A"*)  +  H»  (ig,  +  K)  jB'*  -  J'«) 

*  — ~2tZ)*  «%«  ' 

_1_   fl^tot  (ir«  +  ^"«)  4-  JP»  (w,  -i-  K)  (g"  +  ^'«) 
•'— 2Z)"  ©*u  ' 

Hig,  H{iai-\^K)B"B'—A''A' 

^  = z>  "  e«« 

,  _      HiaiH(iu^+K)  B"B'+A'A' 

"  —  iD  e«u 

,     Ärti  H(fa,+ ÜO  ß'A" — A'B" 

"  = D ©H. ' 

.„  _  Hia^ma^  +  K)  B'A'  +  ^'g' 

*  -  TD  e*u     ~' 

,      1  HHai  B'A'  +  g»(fa,  -t-  ig)  g'ii' 
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Die  Grossen  W  und  <Z>,  von  deBen  die  Bevreguogen  der  Axen 
der  X,  y  uod  der  x^  und  ^^  abhängen ,  werden  erhatten  darch  die 
Formeln : 


tp=m(^ 


^_t,(j— C)_    fd ,  log  JTiflt      d .  log  H(ia^  j-  K)\ 
A  '"\       dai  da%  / 


Beweis. 


Die  neun  Coefficienten  a,  b^c  etc.  lassen  sich  bekanntlich  als 
Functionen  dreier  Winkel  ^»  t|;,  9  wie  folgt  ausdrücken: 

as^cos^sint^sln^-f-costffcos^),    6=cos^sint^cos9>  — cosi^sin^ 

c=sin<(>sini/;; 

o'sscos^eos'^/sin^  — 8intf;co89»  6' =  cos  ^  cos  ^  cos  9+ sin '^  sin  % 

c'=sin'&cosif;; 

afss — sin^slng),    6"=  — sin^cosy,    e''=cos^. 

Die  geometrische  Bedeutung  von  9,  «^^  1^  wollen  wir  übergehen, 
da  sie  yon  Euler,  Poisson  und  Jacobi  genugsam  dargethan 
ist.  Die  dynamischen  Differentialgleichungen  des  Problems  lauten 
bei  Poisson  am  angeführten  Orte: 

Cncos^  — i4sin^-^=/» 

d^         .         ^dijf 
^=n  +  cos^^. 

Die   Elimination   ergiebt    hieraus,    wenn  (^APy con^-i- Ah) 9in^ 
—  (CIrcos^ — t)^  mit  R  bezeichnet  wird: 

'~*^=y  "Vs"^'  *-^o=y  —sü¥-v^\ 

i  (2) 
n(A'-C),^     ,,.   PCn  —  lcos^  d^ 
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dx 
«1 


VT=^V^l-it'«^«' 


-=/ 

o 


=/ 


«• 


V^l-Ä«Vl— Ä'«a;* 


m 


=VS(«.-«*)- 


m{t—tff)  =  u. 

H  nnd  6  die  von  Jacobi  eiogeffihrten  Transscendeoten. 

^[»'(«1  +  o»)  +  Ä]  H[Hai -a^-K\^D. 

B(u-iai)  =  A',      9(u+iai)=B'.      e(M-.a,-Ä)=  il". 

Alsdano  haben  wir  folgende 

T  a  f.e  I 
der  neun  Coefficienten    der    Bewegung. 

"—22)'  ©«a  • 

"  —  2»I> ©«Ji  ' 

.  _       l      SVoi (g"«-^"»)  +  mHa^+K) iB'*-A'^ 
"  —~2iD Pi' ' 

"— 2Z>'  ehT ' 

'^  — -  Z>  g^i         ' 

,  __      Hia^Hiia^+K)  B''B+A"A' 

**  —■ ~         iD  e»M      ' 

,  __  maiH(ia^+K)  ß'A''-A'B' 
"  -  D  Wii        ' 


„  _  g»g,g(ta,  +  JSO  Ä' J»  +  A'B' 


iD  eht 


„      l  H*iaiB"A''  +  H«(faa  +  jg) B'A' 
c  _2J  g55  • 
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Die  Grossen  W  and  <P,  von  deoen  die  Bevreguogen  der  Axen 
der  X,  y  und  der  x^  und  ^|  abhängen ,  werden  erhalten  durch  die 
Formeln : 

\       dui        "**  da^  /' 

^_n(A-^C)         /dAo^Hia^      d.  log  H(ia^+K)\ 
A  .  \       dci  da^  y 

IIL 

Beweis.  • 

1. 

Die  neun  Coefficienten  a>  6,  e  etc.  lassen  sich  bekanntlich  als 
Functionen  dreier  Winkel  ^»  tf;«  q>  wie  folgt  ausdrucken: 

asscos^sin'f^sin^-f-costf^cos^,    6=cos^sint^cos9>  — cos^sin^ 

c=sin<(>sini/;; 

o'scos^eos'^/sing)  — sintf/cos^,  6'  =  cos^cos^G0S9-|-sin'^sin9>, 

c'  =  sin'&cosif;; 

a^sss — sin^sing),    6"=  — sin^cosy,    e''=coS'^. 

Die  geometrische  Bedeutung  von  go,  <&,  i^  wollen  wir  übergehen, 
da  sie  yon  Euler,  Poisson  und  Jacob i  genugsam  dargethan 
ist.  Die  dynamischen  Differentialgleichungen  des  Problems  lauten 
bei  Poisson  am  angeführten  Orte: 

Cn cos^  —  ilsin^  di^^^^ 

^(sln^^+^)  =  2Pycos^  +  *,         ^         (D 

dtp         ,  d'^ 

^=n  +  cos^^.  ; 

Die  Elimination   ergiebt    hieraus,    wenn  {^APyf^f^^^^AK^tiva!^ 
—  (Cn cos^ — /)*  mit  R  bezeichnet  wird: 


l   (2) 
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^0  and  9o  *'n^  ^®  BW  Zeit  lo  stattfiiideDdeH  Werthe  Ton  ^  und  9. 

Aas  der  ersten  GleichuDg  ist  ^  als  Fanction  von  t  zu  bestim- 
men ;  dann  liefern  die  beiden  andern  ^  und  tp  als  Function  zunächst 
von  ^»  mithin^  auch  von  t    Man  setze  cos^ssf,  so  wird 

Um  dieses  Integral  auf  die  bekannte  Form  der  eiliptlschen 
Functionen  zu  bringen,  ist  es  ndthig^  den  Ausdruck  dritter  Ord- 
nung unter  der  Wurzel  in  seine  drei  Factoren  aufzulösen.  Die- 
selben müssen  aHe  reell  sein.  Um  dies  darzuthun»  bemerken  wir 
zunächst,  dass  R  ffir  reelle  Werthe  von  f  immer  reell  und  stetig 
ist«  Die  Gränzen,  zwischen  denen  f=i:cos^  liegen  kann,  wenn 
^  reell  ist,  sind  -f  1  und  — 1;  f&r  diese  Werthe  wird  der  Aus- 
druck respective  — {Cn^l)^  und  —  (Oi  +  /)*,  also  beide  Male 
negativ.  Er  muss  aber,  während  £  sich  in  dem  Intervalle  von  -f  1 
and  r**l  bewegt,  jedenfalls  eine  Zeit  lang  positiv  sein,  dann  sonst 
würde  VIS  und  in  Folge  davop  i  imaginfir,  was  der  Natur  des 
Problems  widerspricht.  R  muss  also,  während  f  von  — 1 
bis  -4-1  wächst,  zwei  Mal  durch  0  bindaroh  gehen,  also 
die  Gleichung  12=0  zwei  reelle  Wurzeln  haben,  welche 
die  Cosinus  der  grSssten  und  kleinsten  Werthe  von  ^ 
ausdrücken.  Darans  folgt  von  selbst,  dass  die  dritte  Wurzel 
von  R^^O  ebenfalls  reell  sein  muss.  Sie  kann  ferner  nicht  posi- 
tiv und  grosser  als  1  sein«  Denn  dies  konnte  nur  stattfinden, 
vrenn  R  für  positive  Werthe  von  f,  die  grösser  als  t  sind,  durch 
0  hindurch  vom  Negativen  zum  Positiven  ginge.  Dann  nifisste  R 
aber  nothwendigerweise  zum  vierten  Male  durch  Null  hindurch 
vom  Positiven  zum  Negativen  gehen,  da  es  für  fzz-foo,  — od 
wird.  Eine  vierte  Wurzel  ist  aber  unmöglich.  Ferner  kann  die 
dritte  Wurzel  auch  nicht  zwischen  -—  1  und  -|- 1  liegen.  Dies 
würde  nämlich  bedingen,  dass  R  zum  dritten  Mate  filr  dieses  In- 
tervall  von  f  durch  Null  hindurchginge.  Dann  müsste  dieser  Fall 
auch  ebenfalls  noch  einmal  eintreten,  weil  R  (ut  +  l  und  ^-1  ne- 
gativ ist.  Es  bleibt  also  nur  übrig,  dass  die  fragliche  Wurzel 
negativ  nnd  grosser  als  1  ist   Setzt  man 

.=^*+2^,  cosa^^'^y-^-'; 

so  werden  die  Wurzeln  der  Gleichung: 


Digitized  by  VjOOQIC 


gi=2Weos|  —  fii2=ffi>  1 

|,=2Vveo»^-|»i=«t*  [     ^^ 

Jj  =  — 2V^C082^— ^=0^.  / 

Da  nun  die  Differenzen  «j— aa=4  Vv  co«  — g-^  cos  g-    und 
a2«.a^=:4Vv8in|8!n^   immer  positiv  sind  (weil  %  immer  unter 

TT  -I-  2^  T 

TT  liegend  angenommen  werden  kann,  also  — g-^  unter  g-  liegt), 

so  kann  man  schliessen,  dass  c^  die  zuletzt  besprochene  Wurzel 
ist  und  {  =  eos4>*  immer  zwischen  «i   und  a^   liegen  muss,    um 
reelle  Werthe  för  V^5  zu  geben. 
Um  nun  das  elliptische  Integral 

«-<D=- V  WyJ  V^(l-ai)(l-«i)(f-^ 
auf  die  Normalform  zu  bringen»   setzt  man  bekanntlich 


«1-1  ^j.  ^»=«1-««="   v^ 

Man  erhfiit  alsdann: 

y\ di  _        2  r dt 

V-(S-«i)(6-««>){5-«i)     V^^otJ  ^^i-J^Vl-i 


Es  s«i  »ir  Abkflrzong 


V^ 


^(«1  — «a)=sm,    m(<— fe)=w; 


dann  erglebt  sich: 

cos^=ai— («1  — a^)«*=scr| — (a|— a2)sin*amtf.  (4) 

Mithin  wfire  d  expKcite  durch  die  Zeit  ausgedrQckt.    Der  Zeit- 
mam,   wShrend  dessen  ^  von  seinem  kleinsten   bis  zu   seinem 

K 

grSssten  Werthe  übergeht,   ist  hiemach  —  • 
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2. 


Da 


d»        1     . 


ist,  60  haben  wir  zur  BesttmmijDg  vob  tfr  die  Gieichqog: 
oder  nach  (4): 


(^-.Vo)2«^=T^Y 

V  l  +  TZr;^«'"'»™« 

Cn+J    n du 

1  +  «'i    1  1      «1  —  «t  .  « 


(5) 


^^^       ist  eine  positive  Grosse,    J  ,     ^  ist  ebenfalls   positiv 
and  kleiner  wie  1,  *•  war  gleich  -^ — 5^;    da  aber  —  a,  nach  dem 


?LZ^s 


(6) 


Vorhergehenden  grösser  wie  I  ist,  so  ist   |  ,       >Ji:^und  <1.  Man 

muss  also,  um  die  vorstehenden  Integrale  auf  die  Jacobi'sche 
Form  der  elliptischen  Functionen  dritter  Gattung  zu  bringen  (siehe 
Fundaroenta  nova.  pag.  170.)«   setzen: 

j -^ = — Ä*  sin  *am  iö|  =  —  A^sin  *«| , 

I  =  Ä:*sin  *am  (ia^  +  ÜC)  ^Ar^sin^coam  w»=Ä:*sin'«2' 

Aus  diesen  Formein  ergeben  sich  leicht  die  folgenden: 

Nach  diesen  Substitutionen  nimmt  die  Gleichung  QSi)  die  Form 

(8) 


(7) 


(Cw-f  Qsing^       /*Jfc*8ingaCosga^gasin*amif€ 
""  (l+«i)co8ea-cfesi^         1— AVin^sin^amtf 


im  udu 
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Es  ist  aber 


sipg| Vai  —  «3 ._ 

einga _^  V«! — «3 

(l+.«i)co8ea^£a""  V^(l  +  «i)  (1  +  a2)(lT^' 

Bcrflcksichtigt  man  ferner  den  Werth  von  w  und  macht  von  der 
JacobTschen  Bezeichnung  Gebrauch,  so  verwandelt  sich  (8)  in: 


(Ö) 
(Mtti  —  l  u        Cn  —  l 


n(H,  ia,) 


*     *"       1— «1*  '»^^\^2^/^V^-(l-«,)(l-a,)(l-a,) 

~ VTJ^ \^(l+«x)(l+«J(l+^    ^"^ '"•  ■*■    ^' 

Die  Grussen 

V^ONPV  V  -(l-ai)(l-a2)(I-«8)  und  \^237V\^(l+«,)(l+«a)(l+aa) 

werden  erhalten,  wenn  man  in  V^  fiir  |  respective  +1  und  —1 
setzt;  in  diesen  Pfillen  wird  die  Wurzelgrösse  i(Cn — l)  und 
-{{Cn  +  l).    Also  ist  das  Resultat: 

Nach  den  Formeln  der  „Fundameu^ta"  pag.  146.  folgt  hieraus: 

Cn  «1  —  /  tt        ,  rfJog öiff,    #/ .  log S (E«a  +  *') 3 

-m. #„^ 

(10) 


Es  muss  nun  noch  das  Glied    \  ^^  ,    umgewandelt  werden.    Be- 
zeichnet man  die  Wurzelgrössen  in  (9)  mit  Ri  und  J?_i,  so  ist 

2i(C«ai-/)  =  V^^t(l  +  «i)/^i+(l-«i)Ä-il, 
2i(Cnai-t) 1^  I     Ri  R^i  ) 

cos  am  tfl]  /l  am  tai      cos  am  (lOg  +  K)Jhm  (ia^  -f  üf) 

sinamtai  sinam(ura-f  i^) 


Theil  XXIII. 
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Nach  einer  leichten  Rechnaog  ergiebt  sich  als  Endresultat: 

1 — cfj*   mA 

[d.(logJ?tfli— logötgO     d .  (logi?(ifla+ JSQ— log^(tfla+ A")-! 
dai  "^  <i^  ü 

Addirt  man  dieses  Glied  zu  dero  andern  in  u  multiplizirten  in 
(10)  9  so  heben  sich  die  ^Functionen  fort  Man  setze  nun  zur 
Abkürzung : 

Dann  wird 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Winkel  tf;,  ebenso  wie  in  dem 
Ton  Jacobi  behandelten  Falle,  aus  einem  der  Zeit  proportionalen 
Gliede  und  einem  oscillatorischen  besteht.  Nehmen  wir  also  an, 
dass  die  Axe  der  x  und  y  nicht  fest  wäre»  sondern  eine  der  Zeit  pro- 
portionale Umdrebungsbewegung  hätte,  so  dass  sie  in  der  Zeit  t 
einen  Winkel  Wt  beschriebe,  so  können  wir  in  die  neun  Coeffi- 
cienten  statt  'Hf  den  Winkel  i\f'  einfuhren. 

Wenn  u  um  2K  oder  I  um   —  =7  wächst,    so   vermindert 

fft 

sich  ib  um  —  ^  oder  um  ff^y  da  die  Grosse  unter  dem  loe  den- 

tn  ^ 

selben  Werth  behält,    t/;'  hat  also  eine  Periode  von  der  Weite  T. 
Aus  der  Gleichung  (11)  ergiebt  sich  mit  leichter  Mfihe: 

C0S1/; ^^  ,)(11.) 

sin^  = — :  ^^^ 

wenn  /V=«(ti+tCi)«(ti— ia,)«(ti+uia  +  if)a(i«— io^— *"). 


3. 
Man  kann  auch  der  grCsseren   Gleichmässigkeit  wegen   ver- 
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mittelst  der  in  (7)  gegebenen  Werthe  der  a  den  cos^^  durch  die 
^Fanctioneo  ausdrficken.    Es  ergiebt  sich:  • 

^^  ""sin*«!  — sin^fj' 
,         _       28in«g| 2g«tgie«(tqa-hir) 

•  28in%  2JEr«  (tfla  +  K)  eiHai 

*  —«i  =^ 


"sin»«!  — sina%— "  JT  «laj  62(1114+ *)-.öatVi,  S*(ui,+Ä)' 
Nach  der  Formel  (21)  Seite  176.  der  „Fnndamenta  nova'': 

Ä(ti  +  r)H(«-r)= g^ 

lassen  sich  diese  Ausdrflclce  auch  folgendermassen  schreiben: 
,,      _  2H«i«!e«(faa  +  g) ) 

.         _     2H»(tna+^^'fli ( 

*""* - "■  a«OH[i(a,  +  o.)  +  ir] H[t(a|~aa)-Ä] '    j 

Femer 

..^ ,  V  •   «^  sin*«i+sin%     2^*81  n»gisin»ga  .  o 

cos  ^=ai  — (tf  I  — «m)  sin  »am  ti=  -r-s r-s r-« ;— 5— sin^am  w 

*     ^  ■     ^^  sin»«!— 8m%     8in*gi  — sin*ea 

^^  sin^ft  (1  —A»  sin  ^£4  sin  »am  u)  +  sin  »«^  ( 1  —  k^  sin  »fisin»am  u) 
sin»«,  — sin»f2 

Durch  Anwendung  der  Formel  (3)  Seite  152.  der  „Fundamentn*': 


a(tt+a)e(u— ii)=  (^^Y  (1  -A«sin»aniasin»amii) 

wird  hieraus  erhalten: 

(13) 

*^^^''*^'=iI(i(aj+aa)+^)-ff(«(«i-fl»)-*) 

^^,jrtc,a(tt+ta,+*r)a(i<-tx-A^)+H'(«gt+^)^fa+tfl.)a(tt>-ia,), 
^'  e»»  ^ 

Um   die  CoefBcienten  e  und  e'  zu   bestimmen ,   muss  man  auch 
sin  4^  durch  die  ^Functionen  ausdrüclcen.    Man  hat 

2»* 
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=(1— «i«)(l— **8in*Ci8iD%mtt)(l-*a8in««a8in«amti) 

nach  der  eben  citirteo  Formel 

_        48inagt8in% %^N      

-  sin  «^)«  e«ifli  mJLO^  +  Ä)  e*a ' 


(8in*fx- 
folglich  mit  Beuntzang  von  (12): 

.    - 2«H.VHg(.a.4-g)  V7V        ,.  .^ 

Man  erhält  durch  Mnitiplication  von  (II)  und  (14)  die  Werthe  von 


^ 


I 

t 

1 


? 


ff 

I 

+ 

>5 


? 


f 

I 


s. 

S' 

A 

O 


I 


t« 
l-^' 


+ 

+ 
+ 

r 

I 


! 

I 


II 

S' 

« 
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Wenden  wir  ans  nun  zar  Bestimmung  des  Winkeb  fp.    Der- 
selbe war  durch  folgende  Gleichung  gegeben: 


ki-u;>+ß 


sin4>        V^jß 


Naeh  einigeo  Umformungen,  die  denen  in  (2)  vollkommen  analog 
sind,  nimmt  die  Gleichung  die  folgende  Gestalt  an: 


oder 


<p-9>o=?^-^^ti  +  ji7(ti,iai)-j  11(11,10,+^^      (16) 


80  dass  sich  also  der  Werth  von  9  in  Hinsicht  des  Gliedes ,  das 
ans  elliptischen  Functionen  dritter  Gattung  besteht,  nur  durch  das 
mittlere  Zeichen  von  dem  Werthe  von  t|;  unterscheidet.    Ferner  Ist 

(17) 

tn(.4-C).     Cw— to,       /rf-loggta,    d.Vi%'B(ia^\K)W 

"^ 2t  ^^  ©(«  +  ta,)  ©cw  -  Äia— Ä)  ■ 
Durch  eine  ähnliche  Rechnung  wie  im  §.  III.  findet  man: 

(18) 

Cm — fei    coSamiOi^amJOi  cos  am  (f a»  ■\-K)J«ia  (igj  -f  E) 

(\—t(i*)mA  tsinamiai  iMnam{ia^-\-K) 

fti    Ri — R-x  ^  cos  am  ia^  J  am  iai 

mA  *~   t'y  a ß^  isinamtai        ^       ^' 

cos  am  (toa  +  AT)  ii  am  (igg  •\'K)  ^^        . 
&  isinam(ta9-hAr)  (*  +  «i> 

Nach  einigen  Verwandlungen  ergiebt  sich  hieraus: 
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(19) 

Cn      2 \  ^        ''•"'^»fa» 

iJJa  =  e^H(i(a,  +«a)+Ä) H(i(ai-a^K )  r  (*<'«+*)®  «».      rfo» 


^•">«llTX)j 


Es .  wSro  also  auch  die  Grosse  Cn  durch  die  elliptlscheo  Functionen 
ausgedruckt. 

Man  setze  nun  diese  Auiüdrucke  in  (17)  ein,  behalte  aber,  nm 

Cn. 

Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,    die   Bezeichnung  —m  bei.     Als- 
dann folgt: 

[n(A-C)     (d.  log  ITiffi      d .  log  U{m^  +  K)W 
—UTA      V    ä;  sii — )T\ 

\   (20) 
+  !2/  "'S  e(tt+i«i)e(tt~ia3-Ä)* 

Bezeichnet  man  die  Grosse  in  den  eckigen  Klammern  mit  — ,  so  Ist 

"^  m 

*,,     ,,.1,     e(K-rOi)e(«  +  Wa  +  Ä)        ,o,. 

Wenn  u  um  2 AT  oder  <  nm  —  oder  um  T  wSchst,  so  ist  <jp 

um  <P7  gewachsen.  ^  besteht  also  auch  aus  zwei  Gliedern,  von 
deneii  das  eine  der  Zeit  proportional  wächst,  das  andere  periodisch 
ist.  Nehmen  wir  also,  wie  in  der  Einleitung  gesagt  worden  ist, 
an,  dass  zwei  Hauptaxen  des  Körpers,  die  der  ocx  und  yi,  nicht 
fest  sind,  sondern  eine  der  Zeit  proportionale  Umdrehungs- Bewe- 
gung haben,  so  dass  sie  während  der  Zeit  i  den  Winkel  Q>t  be- 
schreiben, so  können  wir  statt  des  Winkels  fp  den  Winkel 

in  den  Ausdrücken  der  neun  Cosinus,  die  jetzt  die  Richtungen 
der  beweglichen  Hauptaxen  der  Xx  und  y,  um  die  Hanptaxe  der  Zi 
bestimmen,  einführen,  und  erhalten  dann  mit  leichter  Mühe: 


(22) 

.,. ■_  %/"»(« -'«») e(«-n-a,+ ^ 

*         ▼   ©{tt  +  io,)©(M— üia— Ä)'  _ 
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cos  9'= 


6lBip'=Z' 


2SrN 
2tViV 


Die  Coeflicienten  a",  b"  bestimmen  sich  daraus  folgendertnaasseo : 
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Die  Werthe  der  Exponentialgröesen  ergeben  sich  aus  (11)  and 
(22).  Die  obigen  Ausdrücke  werden  dann  mit  den  AbkOrzungen 
der  Einleitung  wje  fol^t: 

4ii  =  (I  — co»^)  ^,ß,  +  (l-hcos^)  ^„^  . 
4ta'  =  -(l  — cos^)  ^,^,  +(l  +  co84>)  ^„^u  ^ 
Alb  =     (I— coaO)— -^jrgT —  —  (l+cosd^—^Tß» — » 

46'  =-(l-co8»)     ^Tß,      +(H-cog»)     ^»"^     • 

Nach  frohem  Forroeln  hat  man  auch: 

1 — cos*=l  — ai+(«i  — o(a)8in^mu=:(l — «i)(l— Ä*8iu*e|8in*am«i) 

_     -IH^iiai  +  K) A'B' 

—■~fi[.-(a,+aa)  +  Ä]ir[»(«, -«,)-«]■  «ht  ' 

(1  +  CO»  ^) = (1  +  «,)  (1  —  A«  sin  '^  sin  «am  «) 
iHHoi A'Bf 

Durch  Sobstitution  dieser  Werthe  und  indem  man 

H[.-(ai  +  fl»)  +  *f]H[«(«i  -««)-  'f]  =  /> 
setzt,  erhSit  man  als  Endresultat  die  vier  Coeflicienten : 


*  —  2B  P^»  PS 
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Revoiuttamkörp,  in  Funciionen,  weiche  dieZeiiexpiiciie  enthaiien,  433 


Es  bliebe  nun  noch  Obrig,  die  Geschwindigkeiten  des  KOrpers 
rnn  die  j^i*  and  y^kie,  die  Poisson  mit  p  and  q  bezeichnet,  zu 
bestimmen.  Die  Geschwindigkeit  um  die  z^Axe  r  ist  bekanntlich 
durch  die  Formel 

r:=sCn 

gegeben.    Von  diesen  drei  Grossen  hfingt  die  Umdrehungsgeschwin- 
digkeit um  die  augenblickliche  Umdrehungsaxe 


10=  V>«  +  y«+r* 

und  die  Lage  dieser  Aze  ab. 

Die  Gleichungen,    aus   denen  diese   Grössen  zu    bestimmen 
sind,  heissen: 

A  aiu&  (p  Hin  ip-j-g  cos  q>)z=Cnco8^^l, 

A(p'^  +  g^)=z2PYCos^+h. 

Wir  erhalten  daraus: 

1  \ 


±eoaq>V(2Ai^co8^  +  Ah)a\n^'-(CncoB^'-l)^\, 

T  sin  9  V(2APy  cos^  +  ^A)sin^— (C«  cos  4> -()*)• 

Es  handelt  sich  also  darum,   — .  .■      —   und  die  Quadratwurzel 
durch  die  S  und  H  auszudrücken. 

Aus  dem  Früheren  geht  hervor,   dass  die  Wurzelgrösse 

=  V2:i7^V-(S-ai)($-ai)(|-«,) 
SS  V  2iljPy  («i — oj)  V^«i  — Dssinaraueosamtfi^amtf 
ist.    Femer  findet  man : 

(«1 — 02)sinamticosaratt^amtf 
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aUo  folgt  mit  Berflcksichtigang  des  Werthes  von  siu^  aus  III.: 


AaXn^  i  BuVN 

Die  Uraformungen  von  Cn  und  —  /  sind  in  IL  gegeben  worden* 
Man  leitet  daraufi  ab: 

CllC08^-/=^-^^lÄl(l+C08d)  -f  i2-i(l  — cos^)|. 
Da 

sin^     '^iH(jia^-{-K)  ^ff 

1  —  co8^  1  H(ia^  +  K)   «(ti— ta|)a(tt-|-i'iH) 

sin^^     ~     i       Hiai       '  v^Jy 

ist,  so  folgt: 

Cncos^— /_    m       -  Jbx  cos  Bi       Hiai  „ 

^  *'      tSIDCg  HtOi 

oder  ; 

.  ,     gfai 
C«  cos  *  -  /       2m  HiaiH(^a^±K) .  „ ,     "'"^etai     „  _, 
-Ääir9-  =  J^-~^m '®^''>        rf«.       ^^ 

Die  Einsetzung  dieser  Ausdrücke  (27)  und  (28)  in  die  For- 
meln (26)  schont  jedocb  kein  elegantes  Resultat  zu  liefern»  wes- 
halb wir  die  weitere  Rechnung  (fbergeheo. 

Die  Losung  dieses  Problems  kann  vielleicht  vermittelst  der 
St5rungsrechnung  auf  die  des  allgemeineren  filhren,  wenn  der 
K5rper  ein  ganz  beliebiger  ist.  Der  Jacobi'sche  Fall  scheint 
wemger  dazu  geeignet  zu  sein»  wenn  man  die  Analogie  mit  dem 
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riBfacben  Raampendel  (wo  «In  schwerer  Punkt  an  einem  unavs* 
dehnaamen  Faden  ohne  Schwere  oscillirt)  erwMgt.  Geeetxt  nSm« 
lieh  9  man  wollte  diese  Art  von  Bewegong  durch  die  Methode  der 
Störongen  aus  dem  Falle ,  wenn  keine  Schwere  wirkt,  ableiten, 
so  wflrden  die  Gleichungen  der  gestörten  Elemente  in  Vergleich 
mit  denen  des  ungestörten  Problems  eine  coroplicirte  Form  an* 
nehmen,  da  ja  die  elliptischen  Functionen  erscheinen»  £in  ahn* 
lieber  Fall  ist  der  unsrige.  Die  Jacobi'scben  Formeln  zeichnen 
sich  zwar  durch  grössere  Einfachheit  von  den  oben  abgeleiteten 
aus ;  da  aber  der  hier  bebandelte  Fall  notbwendig  in  der  voll- 
ständigen Lösung  des  Rotationsproblenis,  wie  sie  die  Berliner 
Akademie  als  Preisaufgabe  aufgestellt  bat,  enthalten  sein  muss, 
so  mflssen  die  Reiben,  durch  welche  die  gestörten  Elemente  des 
Jacob i'scben  Falles  ausgedrückt  werden,  augenscheinlich  sehr 
complicirt  werden.  Man  kann  daher  eher  hoffen,  dass  dieselben 
in  unserem  Falle«  wo  die  Formeln  des  ungestörten  Problems  schon 
complicirter  sind,  einfacher  werden  konnten/ 


XXIT. 

De  variis  modis  aeqaationes    quarti  gradas  solvendi. 

Aactore 

D**«.  C.  F.  Lindman, 

Lectore  Strengnesiae,   oppido  Sveciae. 


Inter  omnes  constat,  Italos,  quam  commercio  cum  Arabibas 
docti  et  excitati  in  Algebram  studiosius  elaborare  coepissent,  sub 
mediom  fere  seculum  decimum  seztum  vias  solvendi  aequationes 
tertli  quartique  gradns  invenisse.  Posten  vero  tarn  mnlta  tamqae 
▼aria  hac  de  re  scripta  sunt,  ut  nullos  fere  libros  de  Algebra  sis 
reperturus ,  ubi  eadem  via  tradatur.    Ob  eam  caussam  et  qaonlam 
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complaribus  hujus  Archiv!  locis  agitur  de  biquadraticis  aeqaatio- 
Dibus  aliter  atque  antea  aolvendis  non  proraus  inotile  fore  arbitra- 
tos  sum,  si  initia,  a  quibus  principes  scriptores  de  aequaüonibas 
quarti  gradus  sunt  profecti,  pro  aogusta  et  doctrioae  et  libromm 
Gopia  breviter  adumhrare  eonatus  essem»  speraos  fore,  ut  alter 
ad  rem  melius  instructus  id  perficeret,  qaod  ego  taotammodo  po- 
tttissem  iiicipere.  ^ 

Primum  e  Lexico  Klügeliano  (Tom.  II.  p.  401.)  cognoscere 
licet,  rationes  vetu^tioreA  omnino  esse  tres,  aLudovico  Ferra- 
riensi  etCartesio  etEulero  datas,  quae  omnes  ea  tantummodo 
conditione  adhiberi  possint,  ut  dignitas  tertia  quantitatis  incognitae 
Tel  in  aequatione  non  insit  vel  sublata  sit.  Ludovicus  Ferra- 
rieDsis  posuit 

et  utrique  membro  addidit  2^^^-|-9^f  quo  facto  sinistrum  membmm 
evadit  quadratum.  Deinde  ita  determinat  y,  ut  dextrum  qooque 
merobrum  fiat  quadratum,  id  est,  ut  fiat 

quae  aequatio  est  reducta  tertii  gradus,  cujus  radix  quaelibet  io* 
venta  dabit  radices  aequationis  propositae. 

Cartesius  aequationem  biquadraticam 

ex  mnitiplicatione  aequationum 

x^-\-ax-[-  /*=?0,    ar*— ao:  +  (7= 0 

ortam  sumsit.  Mnitiplicatione  facta  et  comparatis  inter  se  co#ffi- 
cieotibus  earnndem  dignitatum  ipsius  x,  quum  f  eig  extermiaatae 
sunt,  elicitur  reducta  tertii  gradus  respectu  a^,  qua  soluta  radices 
aequationis  datae  faeile  inveniuntur. 

Initio  a  methodo  Cartesii  facto,  Dr.  Dippe  demonstravit *), 
radices  aequationis  biquadraticae  radicibus  omnibus  reductae  ex- 
primi  posse.  Positis  enim  radicibus  reductae  =yi,  y^^  y,  resp.» 
radices  aequationis  biquadraticae  haue  sibi  induaot  formam 


*)  Vide  Archiv  der  Mathematik  and  Physik,  heraotge- 
geben  Ton  Cwrnnert.  Tom.  VII.  pag.  S34.  Cfr«  Francoenr,  Coars 
complet  de  Math^matiqae«  pore«.  Cinq.  Edition.  Brazel» 
le«  1838.    Tom.  IL  pag.  145. 
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vbi  tarnen  signa  slgillatim  deterniinanda  sunt  Ex  hac  demonstra- 
tione  seqoitur,  ut  methodus  Euleri,  qui  rsdices  aequationis  bi« 
qoadraticae  formae 

Vm  +  vT+Vw 

esse  constitttit,  non  sit  nisi  methodus  Cartesii  inversa"^). 

Methodis  vetustioribus  jam  brevissime  perstrictis^  ad  rationein 
C  Ampere  transeam.  Ille  quoque  aequationem  biquadraticam  a 
dignitate  (ertia  quantitatis  incognitae  liberatam  constituit.  Quattuor 
iis  aequationibus  exscriptis,  quae  e  cognita  relatione  inter  radices 
et  coefficientes  aequationis  oriuntur,  et  reductionibue  quibusdam 
factis,  ad  reductam  pervenit^  cujus  quantitas  incognita  sit  qua- 
dratum  sumniae  duarum  radicum.  Inde  patet,  hanc  methoduni, 
quam  Cel«'  G runer t  hoc  Archivo  (Tom.  1.  p.  16.)  exposuit^  iis- 
dero  esse  nixam  principiis  atque  Cartesii. 

Deinde  Cel«"  Francoeur**)  in  aequatione 

posuit  x^^y-\'Z*^*)i  quo  valore  substituto  y  et  i  ita  deterraina- 
Tit,  ut  evanescant  ii  aequationis  transformatae  termini,  in  quibus 
iusunt  impares  dignitates  alterius  quantitatis  indeterminatae  ex.  c.  y. 
Valore  ipsius  y  inde  ducto  et  in  aequatione  transformata  substi- 
tuto, reducta  tertil  gradus  respectu  z^  invenitur. 

Dr.  Schlesicke  eandemrationem  in  hoc  Archivo  (Tom.  XII. 
p.  166.)  proposuit.  Postea  vero  ibidem  (Tom.  XVI.  p.  58.)  rationero 
ostendit»  cujus  beneficio  aequationem  solvere  licet,  dignitate  ter- 
tia  quantitatis  incognitae  non  sublata.  Praeterea  transformatione 
soa  effecit»  ut  reducta  terroino  secundo  liberata  prodeat.  Mirandam 
sane  non  est,  si  omnia  illa  commoda  cum  paucis  iucommodis  juncta 
sint«  quae  tamen  non  impediant«  quominus  ratio  illa  methodis 
antea  commemoratis  praeferenda  videatur  -{-)• 


*)  Methodn«  Cel<  Boardon,  qui  x=:y'{^%^U  poeait,  est,  oft  facile 
patet,  eadero  atque  Euleri,  etlamsi  haec  magis  qua«!  artificialie  ridetur. 

••)  1.  c.  pag.  144. 

'*')  Cel<M  Bourdon  docet,  Lagranginm  quoque  ita  fecitae,  neque 
tanen  aut  hanc  rem  aut  artificia  sua  (jndice  Bourdonio)  multum  ati- 
litatis  attulisce,  quia  calcnlna  admodum  molestus  fiat.  Quo  iibro  La- 
grangin« id  fecerit,  netcio,  sed  credideriro  in  additamende  ad  Alge- 
bra» Enlerianam,  qua  mihi  non  jam  uti  licet 

f)  Methodum,  quam  dedit  Waring,  silentio  praeterii,  qulppe  qnae, 
de  MAtentia  saltem  cuus,  ad  aequationem  biquadraticam  %o\vkm  non  per* 
tineat.     Vide  KUgel,  Mathematieche«  Wörterbuch  T.  U.  p.  410, 
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Attanen  mathodos  illa,  quam  Mtrictim  altigi,  ana  non  est»  ia 
qua  utenda  terroinuni  aecandufu  tollere  evitenus.  Abhinc  cestam 
fere  aonis  Thomas  Simpson  dedit  ejasmodi  methoduro,  qoa« 
tarnen  adeo  non  cognita  videtur»  ot  in  Lexico  klOgeliano  ne 
mentio  quidem  ejus  facta  sit,  qaamobrem  paollo  fasius  eara  disse- 
rere  mihi  liceat    Simpson*)  aequatiimem  generalem  qoartl  gradiui 

cogitatione  fioxit  esse  differentiam  duorum  quadratorum«  ita  ut  sit 

Ä*+fla?»+6ar«+ca:  +  rf=:(ar«+4fla:+-4)*— (Ba:  +  C)«=0.    (c) 

obi  A,  B,  C  sunt  quantitates  indeterminatae.  Reductione  facta 
et  coßfficientibus  earundem  ipsius  a  dignitatam  inter  se  compa- 
ratls«   invenientar  aequationes 

Quia  quater  prodoctum'aeqaationis  primae  et  tertiae  aeqnale  est 
quadrato  aequationis  secondae,  divislone  per  2  facta,  habebimus 

i<»— iAi<«  +  *J  — i/=:0, 

si  posuerimus  k:=:lac'd,  /=ic*-f  i{(ia* — 6).  Postquam  ex  bac 
aeqaatione  inventa  est  A,  aequationes 

dabunt  B  et  C    Aequatio  (c)  jam  suppeditat 
afl  +  lax  +  A=±(Ba:+C), 
«nde  prodeaet  radices 


*)  Vide  Treatlie  of  Algebra.  2  Edit.  London  1755.  p.  150. 
Hoc  loeo  praetermittendnni  non  eU,  quod  dixit  Montferrier  in  libro 
DIctionnaire  des  iciencec  Mathematique«.  Denx.  Edit.  Paris 
1845.  Tom.  I.  p.  229.  Contendit  enim  Montferrier,  methodnni 
Simpsonii  nihil  alind  eate,  nisi  anipltficationem  quandam  methodi 
Ladovici  Ferrariensis,  qnam  ita  prorsns  * exponlt ,  at  ego  snpra 
exposni  methodnm  Simpsonianam.  Hoc  qnidem  lleri  potest;  mazime 
antem  ezpositioni  Klngelii  repngnat.  Mihi  quidem  aliquante  probabi- 
llas  Tidetur,  methodnni  Simpsonii  a  Cartesiana  ortam  esse,  non 
•oluin  quod  Klugelius  de  ea  re  nihil  dizit,  sed  etiam  qnia  aeqaatio, 
diiferentia  qnadratornm  e  iheoremate  a*— /?*  =  (a-|-/9)(a->/S)  trmctala» 
productam  fit  duarnm  aeqiiationum  secnadi  gradas. 
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Quia  £  et  C  in  radicibus  quum  positiTae  tum  negativae  sunt, 
facile  patety  nihil  mutari  nisi  ordinem  radicum^  sl  signam  — «  quan* 
titati  B  trihnitur.  Quamquam  A  tres  habet  valores,  e  quibus 
quemiibet  eligere  licet,  ratiocinatio  tarnen  cornmodissima  evadit, 
81  valorem  realem  sumis.  Aequatio  vero  ut  tertii  gradus  unum 
ejusmodi  valorem  semper  suppeditabit,  interdum  etiam  tres.  Me- 
thodi  suae  commoda  recensens  Simpson  contendit  valorem  ipsius 
A  seroper  esse  rationalem;  quibus  tarnen  rebus  in  eam  senten- 
tiam  adductus  sit,  ego  quidem  intelligere  non  possum,  praesertim 
quum  exenipla,  quae  eontrarium  probent,  facillime  reperiantur. 
Quamquam  igitur  cum  Simpsonio  hac  de  re  consentire  non 
possum,  methodus  tarnen  ejus  tot  tantaque  commoda  praebere 
videtur,  ut  ab  oblivione  vindicanda  sit,  nisi  forte  studiosior  ejus 
factus  sum,  quippe  qui  ea  fere  semper  uti  consueverim.  Saepe 
tarnen  methodis,  quas  vocant,  iindirectis  facillime  radices  inveni- 
untur,  praesertim  si  magoum  decimalium  nuroerum  habere  velimus. 

Methodum  Lagrangii,  quae  in  theoria  functionum  symme- 
tricarum  nititur^  nisi  commemorare  non  possum,  quoniam  expo- 
sitio  ejus  multum  spatii  requirit. 

Cel"*  Schulten  in  tabulis  suis  logarithmicis  *)  formiilas  dedit 
trigonometricas ,  quibus  radices  aequationum  biquadraticarum  in- 
veniri  possint,  termino  secundo  non  sublato. 

Cl.  Granlund,  Adjunctus  Math,  ad  Academiam  Lundensem» 
dissertatione  Academica  methodum  quoque  dedit ,  in  functionibus 
symmetricis^  quas  vocat,  partialibus  nixam.  Quia  hae  fuoctiones 
non  antea  usurpatae  neque  multum  cognitae  videntur,  expositio 
hujns  methodi  definitionibus  et  explicationibus  eget,  quas  hoc  loco 
dare  propositum  roeum  non  est,  praesertim  quum  ita  occasioneni 
rei  explicaodae  **)  auctori  ipsi  praerepturus  viderer. 

Methodus  novissima  —  quod  equidem  sciam  —  a  Cel^  B  j  ö  r  • 
ling  data  est,  qui  methodum  suam  hoc  Archive  (Tom. XIX 299.) 
ipse  exposuit.    Primum  in  aequatione  generali 

pro  X  substituit  ytgx-     Dein  de  co^fficientes   a^  c,  d   aequationi 
c^z:=a*d  satisfacere  constituit,    unde  c  =  aV^  vel  c-^-^-a^li. 

Pro  illo  valore  facit  y  =  V  rf,  pro  hoc  y=:iVd  (i=V^),   quo 
facto  invenitur 


*)^Logarithinitka  och  Trigonometriska  Tabeller.  Hel- 
singfors  1838.     pag.  210. 

**)  Dat8  Herr  Adjanct  Gran I und  dies  iio  Archive  thun  möge, 
wbOBcht  der  Herautgeber  sehr.  G. 
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Arcu  2  invento,  dabitur  x.  Sin  autem  aequatio  c*=a*d  inter 
o()fliciei)te8  non  exsistit,  demonstrat,  acquationem  quamcumque 
biquadraticam ,  posito  a:=ari  +  M,  sie  transformari  posse,  ut  haec 
relatio  inter    co^fBcientes  transforniatae   intercedat. 

Plures  methodos  in  meis  quideni  libris  commemoratas  non 
inveni,  quod  tarnen  non  impedit,  quoniinus  nonnulla  me  fu^erit. 
Itaque  non  andeo  dicere,  haue  eounierationem  tarn  perfectam  esse 
quam  volui. 


XXV. 

Obserrata  quaedam  de  Ellipsi, 

Anctore 

D*^*.  C.  F.  Lindman, 

Lcctore  Strengn. 

(E  conspectn  acfcorum  Reg*.  Acad.  Scient.  Holmiens.) 


In  libris  de  caiculo  integrali,  quos  cognoscere  mihi  licuit,  de- 
roonstratur,  quomodo  superficies  inveniatur  figurae,  quae  Ellipsi, 
axi  majori  duabnsque  axi  perpendicularibos  ordinatis  terminatur: 
Si  idonei  valores  limitibus  integralis  dantur,  Trapezio  detracto, 
superficies  cujuslibet  segmenti  reperiri  potest.  Triangulo  ad  seg- 
mentum  addendo  vel  ab  eo  subtrahendo  superficies  sectoris  inve- 
nltur,  siye  centrum  sive  focns  Vertex  ejus  est.  At  vero  quum  de 
sectoribus  agitur^  usus  coordinatarura  polarium  maxinie  simplex 
et  rei  conveniens  videtur.  Quae  ratio  sectores  quadrandi,  quornm 
Vertex  focus  est,  multifariam  ostenditur  nuperque  Cel^^  Grunert*) 


*)  Archiv   der  Mathematik   und  Physik.     Tonu  XVII.  p.  SIS. 
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haDC  rem  copiose  tractavit  Quanta  affert  commoda  usus  coordi- 
oatarum  polarium  in  sectoribus  eliipticis  quadrandis^  qoorum  Ver- 
tex est  centrum«  ostendere  nunc  conabor,  quum  praesertim  occasio 
ita  praebeatur  non  solom  demonstrandi  theorematis,  sine  dubio 
multo  ante  cogniti,  qnod  tarnen  nusquam  invenire  potui,  sed  etiam 
commemorandi  res  uonnullas»  quae  ad  ejusmodi  sectores  pertinent. 


I. 
Si  in  aequatione  Ellipsis  vulgari 

posnerimiis  y=rSin9,  ar=rCos^)  ubi  ^  est  angnlus  inter  posi- 
tivam  axis  majori«  partem  et  radium  vectorem  e  centro  ductnm^ 
liabebimus 

r*(a«Sin»9)  +  6«Cos»9)  =  aW,  (1) 

qaae  est  aequatio  Ellipsis  polaris ,  quando  polus  in  centro  colio- 
catur.    Valore  ipsias  r^  ex  (1)  in  formula  usitata 

sabstitntOy  prodit 

_flW   /*« dgp 

*""•    2  J      a«SinV  +  62Co8»g)' 

ubi  a  denotat  anguloro  inter  posittvam  axis  ma.joris  partem  et  eum 
radium,  quo  sector  terroinatur.  Divislone  per  Gos^  fiicta  et  in- 
tegratione  institota,  invenitur 

Ä«=  iii6|  Arctg  ((^))- Arctg((0))|. 

atga 
Posito  ic=  mioimo  arcoi  positive,  cujus  tangens  est  =-—-» 

evadit  Arctg^^^^))  =  Ä»  +  ti;    itidem   est   Arctg  ((0))  =  A:'», 

ubi  numeri  integri  kf  W  ita,  deterroinandi  sunt,  ut  problemati  sa- 
tisfiat.  Sit  ff>a>0;  patet,  esse  » >  tc,  imi6>&>0  vel 
n>u  +  ik'-k')n>0,  unde  k-k'=:0  atque  ideo 

Sa=  ioÄArctg^,  ^    (2) 

si  Arctg — ^  idem  est  atque  u,    Quando  est  tf>ff,  facile  appa- 
ret  esse 
TheU  Will.  30 
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Sit  jaiQ  /?=  alii  angulo,  qai  conditioni  9S>/3>a  satisfacit;  eodem 
atque  aotea  modo  eruitur 

atque  ideo 

S^-Sa=ia6lArctg^-Arctg^},  (3) 

quae  aequatio  suppeditat  superficiem  sectoris,  qui  duobos  radiis 
Tectoribas  e  ceotro  ductU  includitur,  quando  neuter  angulorum  ioter 
positivaiD  axis  majori«  partem  et  ladios  vectores  doos  rectos  superat. 

Jam  qaaeri  potest,  qoibus  vaioribos  angulorom  a,  ß  ille  sector 
quartae  Ellipsis  parti  adaeqaet.  Quod  ut  inveniatur»  in  (3)  sab- 
stitaamas  \7tab  pro  Sß—Say  unde  oritur  aeqaatio 

^=  Arctg-f^-Arctg-f-. 

Secondam  ea,  quae  supra  dicta  suBt  de  signo  Arctg»  haec  aequatio 
traneit  in 

**+a*tgatgjJ=:0,  vel  tg«tg/J  =  -^,  (e) 

quae  est  relatio  cognita  inter  anguloa,  quos  binae  diametri  con- 
jngatae  com  eadem  axis  parte  faciunt.  HInc  jam  eolligitur  hoc 
tfaeorema:  diametri  conjugatae  Eillpein  in  quattuor  par- 
tes aeqaales  dividunt 


U. 

Qnamquam  probabile  non  videtqr«  quaerat  fortasse  quis«  sintne 
arcas»  quos  diametri  conjugatae  abscindunt,  inter  se  aequales 
necne.    In  formula  Igitur  cognita 

a 

snbstituantnr  ex  (1)  valores  ipsius  r*,  -^^^    Tum  habebimns 

,Pßj    4/"  fl*8in'-'y  +  6*Co8<jr 
s=.abj      rf^\  («»SinV+Ä«Cos«g>)«' 
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abi  est  /?>«  et  hi  angoli  aequatione  (c)  conjancti.  Vi  arcas,  qaos 
diametri  conjugatae  abscindunt,  aint  aeqiiales  pro  oninibas  aogo- 
lorum  a,  ß  valoribus,  qoi  aequationi  (c)  satisfaciant,  neeesse  est, 
Sit  s  coDstans  pro  ejusmodi  valoribus  angalorum  a,  ß,    Assumto 

igitnr  a  variabili  mdependente ,   ^  identice  =0po8teliininationein 

ipsius  ß  esse  oportet.    Jam  si  ponitur 


v; 


evadit 


(a'SinV  +  A^CosV)'"^^^^' 


^=«6W)g-A«)), 


dß 


nbi  flß)  et  ^-   to  a  ope  aeqnationis  (c)  etprimendae  sunt.    Ita  fit 
dß aH^  g^Sin'c  +  ft^Cos  »a 


atqae  ideo 


da^         (a«Sin«a  +  6aCos«c)i 


Qttia  ^  ooD  est  identice  =0>  arcus,  de  quibus  agitur,  aeqaa- 

les  Don  sunt,  quamobrem  exquirendum  est 5  quid  maximum  et  mi- 
niinaiD  admittant.    Ejusniodi  yalores  ipsias  a  invenientur  ponendo 

2^  =  0,    ande 


^"^^VWW 


Bepetita  differentiatione  elucet,  arcaoi  esse  maxhirani  pro  su- 
periore»  mioimum  pro  inferiore  ipsias  ixvalore.   Hoc  casn  qooqne  est 

b  ^         b 

t««=±i^    ttiß=T'^> 

unde  sequltur,  non  modo  ut  diametri  conjugatae  aequales  peri- 
pheriam  Ellipsis  dividant  in  partes  magis  inaequales  quam  aliae 
quaecnnque  diametri  conjugatae»  sed  etiam  ut  ex  bis  arcubus  ille 
Sit  maximus»  qui  ab  axi  minor!  secatur,  iile  autem  minimus,  quem 
secat  axis  major. 

30* 


Digitized  by  CjOOQIC 


444  Undm&n:   Odterpota  guaedam  de  EUiptf. 


lU. 

QnoDiam  de  sectoribos  ellipticis  agitur,  qoaerainus  qaoqae, 
qoemnam  valorem  angulos  a  habere  debet»  at  sector  Su  per  onü- 
natam  puncti  arcas  eztremi  et  per  chordam  arcus  in  duas  partes 
aequales  dividatur.  Utroque  casa  dimidium  sectoris  est  triaDga- 
tum.  Prius  triangnlum  est  rectangulmn,  cujus  hypoteDusa  est  =r 
et  aogalas  ordinatae  oppositns  =  tu  Superficies  (=  T)  igitur  bojas 
triangnli  est  ^ir'SioaCoso,  vel  valore  ipsius  f^  ex  (1)  sobstitntOp 

ii*6'SinaCosa 


2(ii«Sio*«  +  6»Cos»«)' 
Quia  !r=i5a  erit«  invenimas 

fl&SinttCosa ,  atangcr 

HtgCK 

quae  aeqaatio,  posito  Arctg    f-  =<>;,   abit  in 

Eadem  aequatio  apud  Enlerum*)  occunrit  et  infenit 
^  =  540  18'  0*3786. 
nnde  a  facillime  inyenirl  potest. 

Abscissa  puncti,   in  quo  r  secat  Ellipsin.   est 
^  oftCosa  _ 

▼el  ab  axi  minore  independens,  nnde  colligitur,  eam  ejusdem  esse 
magnitudinis  9   dummodo  axis  major  sit  =2a. 

Cas«  posteriore  est  7= iar  Sin  o.   et  qnia  erit  T=z\Say  snb- 
•tltnto  vmlore  ipsius  r»  habebimns 

Va»Sinaa  +  6*Co8»«  ^     * 

Posito  Arctg -^-=(»,  invenitur  2Sino»=:(D  vel,  o»^=:2^  facto. 


*)  Introd  actio   in  Anal.  Inf  in.    Tom.  II.  Cap.  XXII.  Pn>bl.  II. 
Cfr.  qaoqae  Cagnoli,    Trigonometrio.     Pari«  1786.    pag.  218. 
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Stn2i(^  =  if;. 

flaec  aequatio  eadem  est  atque  antea,  et  E aleras  ejasmodi 
problema  de  circulo  sotvens  ad  eam  pervenit.  Abscissa  pancti« 
1d  quo  r  Ellipsin  secat»  nanc  est  =aCoso>  atque  ideo  ab  azi 
minore  noo  peodet. 

Quam  haec  problemata  de  circalo  solvuntar»  invenitur  tt=:^ 
et  a=2if;  respective.  Perpendiculo  deinde  a  puncto  extremo  unius 
radiorum,  qui  sectorem  iDctudunt,  ad  alterum  ducto  Ellipsiqae 
super  hunc  radium  ut  semiaxem  majorem  descripta,  punctum, 
in  quo  perpendiculuni  Ellip^io  secat,  idem  plane  est,  quod  in  hi« 
problematis  quaeritur  *). 


AdDotationes  quaedam  de  variis  locis  hujus  Archivi. 


Auetore 

D»^».  C.  F.  Lindman, 

Lect.  Streogn. 


Toroo  XIX.  legitur  dissertatio  D*.  Schulze  de  integralibus 
ellipticis  in  series  evolvendis.  Auetor  ipse  docet,  dissertationem 
8uam  in  Tonio  I.  relegendam  esse.  Quod  quum  facerem,  haec 
verba  inveni:    „es  sei  ferner  vorgelegt  das>  sich  nicht  direct  in- 

tegriren  lassende  Differential  \  x-^- 2  \fa:d^  cett'*  Sisententiaejus 
est,  integrale»  nisi  forma  mutata ,  inveniri  non  posse,  probe  dixisse 
mihi  Tidetur.  Ita  autem  locutus  ad  usitatum,  ut  opinor,  et  vulga- 
rem loquendi  modum  orationem  suam  parum  conformavit:  credi« 
derim  enim,  ea  quoque  integralia  directe  esse  inventa,  quae  sim- 
plici  et  Inventu  facill  substitutione  reperiuntur,  quod  genas  est  in- 
tegrale, de  quo  agitur.    Posito  enim  V^=<»    invenitur 


*)  Ich  habe  mich  beeilt,  vorstehenden  schönen  Anfsatz  sogleich  nach 
seinem  Empfang  noch  in  diesem  Hefte  abdrucken  zu  lassen,  veil  er  einen 
Aem  von  mir  in  dem  Aufsätze  Nr,  XXI.  behandelten  Gegenstande  ganz  nahe 
verwaaüen  Gegenstand  betrifft«    M.  s.  unten  unter  den  Miscellen.        G. 
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o  o 

Eodem  modo  multa  alia  eademqae  mnlto  generaliora  integralia 
iareniuntar.    Enimvero  integrale 

per  fbnnulas  cognitas  exhihere  licet»  dummodo  ejusmodi  faoctio 
alterius  variabilis  z  substituatur  pro  Vaa:  +  /J,  ut  quantitas  snb 
signo  V  ad  forniam  Ai^  -^  Bz  -\-  C  mutetur.  SimplicUsimum  est 
ponere 

qao  facto  evadit 


J  =  "Itxrlfzdz  V<iz«  +  «i+6a— a/3. 

Haee  ratio  tarn  siroplez  tamque  facilis  est,  ut  omnino  indigna 
noD  Tideatur,  cni  in  libris  de  elementis  Calcoli  integralis  locus 
detur,  nisi  forte  res  ipsa  simplicior  judicanda  est,  quam  cujus 
explicatio  praeceptis  ullis  egeat.  Praeterea  patet,  rationem  pro- 
positam  usui  esse  posse,  quum  fonctiones  sub  signis  radicalibns 
sint  secundi  gradus.  Enimvero  postquam  alia  variabilis  introducta 
est«  ita  ut  radicalis  inferior  rationaiis  evadat,  obtinetur  functio 
hujus  formae 

%/  Ai^^Bz^^Cz^^Dz^E.  f{z)dz. 

(f(z)  est  functio  quaedam  rationaiis),  cujus  integrale  per  functiones 
ellipticas  ezpnnii  potest  Quoniam  vero  haec  ratio  ad  calcuium 
longum  et  molestum  ducit,  noo  nihil  interesse  mihi  visiim  est 
examinare,  num  ille  caiculus  uniquam  evitari  possit,  et  reperi  id 
fieri  si  in 


V^; 


est 

(aa;*+6a;  +  c)*  — (aj;*  +  ^a:  +  y)=  quadrato  vel  =  (fiMr*+n:r+/i)*, 

ubi  determinandae  sunt  quantitates  m,  n,  p,    Co^fficfeotibus  eaiun- 
dem  dignitatum  ipsius  x  comparandis  habebirous  aequationes 

Aequatio    prima   et  secunda   suppeditat  m=s-:tiO,  si=J:6  et 
ultima  docet  quantitatem  c^>y  esse  debere.    Deinde  inveoitor 
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P=±(c-r^ 


et  prodeuBt  aequationes  conditionis 

b€t=^aß,   o^=4a(ca  —  oy), 
quibus  constaotes  satisfacere  debent.    Tnm  fit 


Tomi  II  pag.  122.  seqq.  Dr.  Rädell,  Beroiioensis,  soiationem 
dedit  Dumericani  aequationis 

qaaodo  est  .t=  fractioni  admodom  parvae  et  6<I.  Ratio  quidem 
ejus  elegans  est  et  commoda;  at  postqaam  dissertationem  suam 
edidity  alia  ratio ,  cujus  beneficro  aequationes  hujusmodi  omnes 
solvi  possunt,  data,  est  a  claro  illo  viro«  cujus  ingeoio  fecundis- 
simo  tarn  multa  debet  l^lathe^is.  Eninivero  abbinc  paucis  annis 
IllniM  Gauss  (Beiträge  zurTheorie  der  algebraisch.  Glei- 
chungen. Göttingen  1849.  p.  15.)  protulit  metbodum  quandaiti  in- 
directam  reperiendi  radices  omnes  oninium  aequationum  trinomialium, 
10  quarura  forniam  aequationeni ,  de  qua  nunc  agitur«  faciilime  mu- 
tare  licet.    Posito  enini  a:^=y — 1,  invenitnr 

^  =  (l-6)y~  +  Äy«+i, 

in  qua  praeterea  aequatione  solvenda  ex  methodo  III«*'  Gauss 
neque  6  <  1  neque  y  paollo  tantum  unitate  majorem  ponere  opus  est. 


Tomi  XX   p«  247.    legitur   observaturo    quoddam   Professoris 
Wolfers  de  inveniendo  integrali 

- we'dx 

Enlerns  posnit 

ubi  est  z  functio  quaedam  indeterminata  ipsins  x.    Differeotiatione 
mvenitur  aequatio  differestiaiis 

(l+x)dz  +  XidxzzLxdXy 
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,,abi'S  ut  ait  Eulerns,  „statlm  patet  esae  z  =  l,  quod  nisi  per 
66  pateret,  ex  regulis  difficalter  cognosceretar. "  Gel*''  Wolfers 
integrale  J  directe  invenit,  functione  i  non  introducta.  Vestigia 
autem  Euferi  sequenti  aeqnationeni  differentiaieni  Duper  allatam 
integrandam  arbitror,  id  quod  faeUlimo  usque  negotio  fieri  potest. 
Huic  enim  aeqoationi  dare  possumus  forraam 

dz         xdx 

unde,  iotegratloDe  facta,   invenitur 

lj|:^=ar-I(l+ar) 

vel 

zr=l— Ar(l+x)e-*    (Ä:=Con8t). 

Ita  reperimua 

e  qno  integrale  ab  Eulero  datuni  prodit,  posito  ä;=0. 


XXTII. 

De  aliquot  integralibus  definitis. 

Anctore 

D»"«.  C.  F.  Lindman, 
Lect.  Strengt!. 


I. 

Tomo  XVI.  pag.  53.  hujus  •Archiyi  Professor  Di  enger,  motos 
acos  magneticae  ezquirens,  pervenit  ad  integrale 


=/ 


^-Y  d» 


V^Sin«— Siny 
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Id  qao  tameo  olterius  1.  c.  versari  ei  noo  placuit    Hoc  integrale 
mihi  contigit  ad  fuactionein  ellipticam  traoaformare,  ita  ut  sequitur. 

Primum  patet  integrale  quaeaitum  ob  formolam  Dotiaaimam 

fp{x)dx=^  J     fp{x)dx  +  I     fp{x)dx 
muh 

in  duo  disjungi  posae,    uode  fit 

n 

J      VSin«  — Siny    J  V^Sin« — Siny 

Substitato  »^a  pro  a  Inveoitar 


/^-r  da /*y  da P^ 

V^SSa-Siny""    J_     VSina-Siny  V      V^Si 

atqae  ideo 


VSioa— Sioy        «/      VSina-Siny    J      V^Sina-Siny 


-/• 


da 


y 


Si  posaerimos  Siny=a,  Sin «= aar,  habebimos 
VI— a*Ä* 


Ad  iimites  a=y,   ^=0  rospondent  resp.  iimites  d?=:l,   :r.=  — » 
quamobreni  evadit 


=  2V«/ 


1 

•  da; 


V(ar-l)(l-a«;r«)' 


Postquam  integrale  ad  hanc  formam  reductum  est,  liqaef,  id  per 
fiinctioneui  ellipticam  ezprimi  poase.  Dt  banc  fanctionem  inveni- 
rem«  primum  posui 

Va?— l=y,  undc  ar=l+5f',  dx^lydy. 

Quoniam  est  $=0  pro  a:  =  l  et  y=\^  -—1  pro  «=-,  in- 
¥enitar 
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t-i 


Factore  V  disjaocto  positoqae  y=z  V  ,  eniitar 


Jam  si  iotroducamus  Siny  pro  a,  habebimus 


Vl  +  SiDyt/ 


<b 


V'o-'x'+mS") 


•Siny 
vel  beneficio  formularum 


l  +  Siny=2Co8»(j-J), 

2V2  /»'  rfz 


2V2  /»' 


Posito  deoique  z  =  Co8^9    habebimus 

_i-sii.«(j-J)si.v 

QuoDiam  est  9=0^  gl  2=1,   et  9  =  2  »   si  z^O«    limitibas  con- 
vwsia,   prodit 

•       \l-Sin«(j-|)sin«9 
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n 

Tomo  IV.  |Nig.  316.  seqq.  Cel>»  Schlumilch  eleganter,  ut  solet, 
demonstravit,  quanto  ad  iotegralia  definita  cogooncenda  sit  usui, 
€a  in  alia  arctiorom  limitum  dividere.  Inter  ezempla»  qalbus  nie* 
thodom  saam  illustravit,  est  quoque  integrale 


/*'(i^)'?- 


qaod  beoeficio  methodi  suae  reperit  essö  aeqoale  integrali 


Integrale  (1)  postea  Tom.  VII.  pag.  101.  inter  „Uebungsaufgaben** 
ad  inveniendum  proposuit.  QuoDiam  mihi  ezciderat»  Integrale  (I) 
Tom.  IV.  jam  tractafam  fuisse»  proprio  Marte  id  reperire  conatos 
snm.  Rationem  meam  bic  proferre  liceat,  quia  paullo  simplicior 
ratione  Cel'  Schldmilch  yidetur. 

Inte^ali  (I)  per  J  designato  positaque  tg9=rd?»   invenftor 

O 

Ope  formulae  notissimae 

tp{x)dx  =  /      tp{x)dx  +  /     fp(x)dx9 
a  a  h  . 

in  qua  nldtur  methodus  Cel*  Scbl5milcb,  evadit 

o  1 

Snbstituendo  --  pro  x  fit 

X 

1  4' 

Jam  ambo  ipstas  J  termini  eosdem  habent  limites,  quamobrem 
in  nnum  contrabi  possunt.    Exsistente  praeterea 
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invenimus 

'=/"t'(Ji-:)'-/'f'(}^)- 

0  0 

Functio  If  I ]    in  seriem  convergentem  evolFi  potest»  dam-  , 

modo  8it  1>:r>  —  1.     Quia  igitur  limes  superior  Integralis  quae- 
siti  est  =1,   caute  tractanduin  est  integrale.    Itaque  ponamus 

/=lim2r-'^l(}+^). 
Jam  est 

l(l^)  =  2U  +  |'  +  ^+etc.| 
atqae  ideo 

unde  denique  invenitur 

J=4{l  +  p  +  pfetc.|. 

Ealerus  vero  demonstravtt  (Introd.  in  Anal,  infin.  Tom.  L 
$.  176.)  9  summam  terminorum  inter  uneos  esse  ='o--     Itaqae  est 


j_  r^dq>     /l  +  tgyV      ^> 
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Integration  der  Gleichung 
(1)  Xidx  +  x^jixi  +  x^dx^  +  xdx^  =  0. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 
Pmatdocenten  der  Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  zu  Wien. 


Ich  führe»  den  voo  Pfaff  vorgezeichoeten  Weg  befolgend,  in 
die  vorgelegte  Gleichung  für  x^  x^  und  .r3  Functionen  ein  von  x 
und  dreien  neuen  Variablen  Oi,  a^^  a^  mittelst  Substitutionen,  die 
sich  ergeben  als  Auflösung  nachfolgender  Differentialgleichungen: 

<qo)+(pi)^+(02)^»+(03)^^'=iVjr, 

(10)+(ll)^  +  (12)^  +  (13)^=iV2r.. 

(30)+(31)^^  +  (32)^+(33)^=2VJf,. 
in  denen  N  eine  Hfilfsgrosse« 

respective   die   Grössen        ^ 

Xi,    x%p    x^,    X  ;    ■. 

bezeichnen»  und 

,  ,    dXr    ax 
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ist;  Bezeichnangswelsen,  irelcbe  von  Ja cobi  eingeführt  sind,  wie 
man  im  zweiten  Bande  von  Crelle*8  Journal  ersehen  kann.  ^ 

Der  Zweck  dieser  zu  machenden  Substitutionen  ist,  die  Glei* 
chung  (1)  auf  die  Form 

(2)  Aida^  4-  A^da^  4-  A^da^  =  0 

zu  bringen,  unter  Ai,  A^»  A^  Functionen  von  01,0^,0^  verstanden. 

In  dem  specieilen,  uns  vorliegenden  Beispiele  hat  man: 

und  tbiglich  siod  unsere  vier  Gleichungen,  aiw  denen 

N,    aCf,    x^,    x% 
bestimmt  werden  sollen,  folgende: 

hxx     3«»  _  _, 


(3) 


-1  +  ^«A*.. 


hx^ 


^Nx. 


Durch  Addition  der  ersten  und  dritten  ergibt  sich: 
und  durch  Addition  der  zweiten  und  vierten: 
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Beiden  genügt  man  also  für 
(4)  ^  =  0. 

Setzt  man  diesen  Werth  Ton  N  in  die  Gleichungen  (3) ,  so  erh&tt 

man  bloss  zwei  von  einander  verschiedene  Gleichungen,  nfimlich 

* 

-1  +  ^  =  0. 
woraus  sich 

^1 — ^ö=Oi» 


(5) 

X^  —  X   =02 

ergibt,  die  nun  nicht  hinreichen  zur  Bestimmung  von  Xi,  x^  und  x^. 

Wir  sehen  also,  dass  uns  hier  der  von  Vfaff  gelehrte  Weg 
nicht  ganz  zum  gewGnscbten  Ziele  fuhrt,  aus  dem  Grunde  nüm- 
licb>  weil  aus  den  vier  Gleichungen  (3)  nicht  die  vier  Grossen 

iV',    Xi9    x^,    x^    . 

bestimmt  werden  kunnen. 

Ich  verfahre  nun,  um  die  Gleichung  (1)  zu  fntegriren,  folgen- 
dermaassen:  Ich  substitnire  in  derselben  einstweilen  bloss  statt 
Xi  und  x^  die  aus  (5)  folgenden  Werthe^  nämlich: 

^i  =  <*!  +  ^8  » 
x^=a2+Xf 

Ol  und  a^  als  neue  Variable  betrachtet,  und  erhalte  dadurch 

(6)       (ßi  +2ar,)ctr  +  (a2i-^)dx^+(a^+x)dai+x^dat^=0. 

Jetzt  ist  noch  t^r  x^  eine  solche  Function  von  x,  Oi,  a^,  a^  zu 
substituiren,  auf  dass  diese  Gleichung  die  Form 

(2)  äidoi+A^da^+A^da^—O 

annimmt  und  folglich  identisch  auf  0=0  flihrt,  wenn  man  üi,  o,,  a^ 
als  Constanten  ansieht. 

Unter  dieser  Voraussetzung  also,  nfimlich»  dass  man  Oi,  a^f  o, 
als  Constanten  ansieht,  soll  ßr  ein  schicklich  gewähltes  x^  als 
Function  von  x  die  Gleichung  (6)  identisch  auf  0=0  fähren ;  die 
Gleichung  (6)  ist  aber  unter  VorauMetzang  constanter  Oi  and  a%: 
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und  diess  gibt: 
woraus 

folgt.    Fahrt  man  diesen  Werth  von  x^  in  (6)  ein,    a, ,  a^  und  a^ 
als  Variable  ansehend,  so  bat  man  nach  gehöriger  Reduction: 

(7)  a^dai  +  da^  =0. 
Wenn  man  daher  in 

(1)  Xidx  +  x^idxi  +  x^dx^  +  xdx^=0 

die  Substitutionen 

(8)  ^j:, =11^  +  57, 

macht,  so  geht  dieselbe  Ober  in 

(7)  a^ai  +  da^=0. 

Da  nun  femer  aus  (8): 

folgt,  so  kann  man  die  Gleichung  (7)  and  folglich  auch  die  Glei- 
chung (1)  60  schreiben: 

(x^'-x)d(xi — Xi)  +  d{xxi+X2X^)=09 

woraus  man  sieht  ^  dass  der  vorgelegten  Gleichung  genügt  wird  für 

OTj  —  a?8  =  C^  >    ^^1  +  x^^^sz  C^, 

unter  Q  und  C^  willkahrliche  Constanten  verstanden. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  Iftsst  sich  auch  die  Gleicfaung 

Xidaß+s^t+x^dx^+.,*.+X9n''9da%9^^9+äD9it^idw9m^%+ 

behandeln. 
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Note  über  die  Sammenformel 


£a^—C-{^ 


(i; 


(m<f-])A 


i     ,       .  «  mh        -     „  m(m — l)(m — 2)A'        ,  . 

f-idT^+gt-j^jf^-^-^fl;,       1.2.3.4       "^    +  ••" 


Von 

Herrn   Simon  Spitzer ^ 
PriTaCdoc  der  Mathematik  am  k.  k.  polytechottchcn  Institute  zu  Wien. 


1d  der  Gleichung  (1)  stellt  C  eine  willkührliche  Constante  vor« 
oder  eine  solche  periodische  Function  von  x,  welche  die  Eigen- 
schaft besitzt,  nngeändert  zu  bleiben,  wenn  x  nm  h  wSchst;  fer* 
ner  sind  B^^  B^,....  die  bekannten  Bern oulli' sehen  Zahlen. 

Ich  habe  gefunden ,  dass  sich  die  Gleichung  (1)  auch  so  schrei- 
ben lasse: 

(2)     {  ^».(m-l)(m-2)AM,^^_A^,., 

n,(m-l)(m-2)(m-3)(m-4)AM.,       A.     ,. 

wo  C  dieselbe  Bedeutung  hat»  wie  in  der  Gleichung  (1),  und  wo 
Ai»  Jt9  A^,....  Zahlen  sind,  deren  Werth  sieb  aus  der  Auflösung 
folgender  Gleichungen  ergibt: 

Theii  XXIII.  ai 
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^  +  1-0 
11+31-"' 


(3) 


¥+3r  +  5i-''' 

A^     A^     Ai      I 1^ 

II  +3r+  öT  +  T!-"' 

T!+3r+Ö!  +  7!  +9!-"' 

Der  Beweis  ist  sehr  eiofitch.     Nimmt  man  nämlich  von  bei- 
den Seiten  der  Gleichung  (2)  die  endlichen  Differenzen»  so  hat  man: 

m(m-l)(m-2)(iw— 3)(m-4)AM,^^^     *)— 'I-- 
oder 

EiitiiitkeU  man  die  in  der  eckigen  Klammer  stehenden  Ausdrücke, 
80  hat  man: 

.  m(m-l)(w-?)(w-3)(in-4)AM6  r/"»-8\ «^ 

+ —  2»^      ^—    Lv  I  y      2 

+  (    3    ^-'äa+C    5   >'"-*y+     •.]+    • 


a-»= 
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^^^^^i^+ÜÄ'^^  '~        ~  ' iTsTsTI ^    +••• 

und  da  diese  Gleichung  nur  identisch  statt  finden  soll,  so  ntiuMt, 
erstens 

sein^  ferner  muss  der  Coefficient  einer  jeden  Potenz  von  x  fOx 
sich  verschwinden.  Die  Gleichung  (4)  Gndet  wirklich  statt;  was  fer- 
ner  den  mit  or"^^  maltiplicirten  Coeficienten  betrifft,  so  ist  derselbe: 

(m+l)A  l,2r+iy  'i^r+i  +     2     V2r-1/ i^^^-» 

m(m~l)(m— 2)AM3  /m-  3\  A^ 

m(m— l)(7ii  -2)(m-3)(m>-4)AMg  /m-5  \  A^-» 
+  «2*  \2r— 5/2^-*"*""" 

oder  anders  geschrieben: 

w(m-l)(m-2)...(m-2r+J)^'[^,y,+^'j^-j+^,+^+„]. 

and  ist,    in  Folge  der  Gleichnngen  (3),    gleich  Null. 

Die  in   dieser  Rechnung  auftretenden  Zahlen  Ai,  A^,  A^,.»** 
ersciielneti  in  der  Analysis  auch  noch   bei  andern  Gelegenheiten. 

So  IBt   SB.    B. 

cosec:i?= AiX  +  A^x^—A^x^+AjX^ — .... 

Denn  schreibt  man  diese  Gleichung  in  folgender  Form : 
1  1 


^»     «»     xr     X*         =--AiX  +  A^x^-.4^nAx^- 


*~3f +  5!~71  +  9!~ 

so  hat  man,   wenn  man  beiderseits  mit  dem  Nenner  des  ersten 
Theiis  der  Gleichung  multipiicirt: 

1  =  1— il,  \         +4,  j  -^  \         +Ar 

~S    J  31   >  «•     "¥/  +W 

1    \  ^7*"+    A, 

7!    )         +7f 


+  9i 


81* 
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was  identisch  ist,    weil  die  CoefBcienten  von  a;^,  Jd^y  x^t  a^^.. 
Termöge  der  Gleichungen  (3)  sämmUich  Null  sind. 

Aus  dieser  Analyse  folgen  auch  die  merkwördigen  Gleichungen: 
2;j:«r=:C+(a:-*-)g>(.r«-Äa:+j), 


Ueber  die  kleinste  Sehne,  die  sich  durch  einen  in  der 
Ebene  einer  ebenen  Carve  gegebenen  Punkt  in  der- 
selben ziehen  lässt. 

Von 

Herrn   Dr.  G.  Emsmann, 
Lehrer  an  der  höheren  Burgerschule  zu  Frankfurt  a.  d.  O. 


Durch  eine  geometrische  Untersuchung,  die  ich  vor  einiger 
Zeit  anstellte,   veranlasst ,    legte  ich  mir  folgende  Aufgaben  vor: 

I.  Durch  einen  in  der  Ebene  einer  ebenen  Curve 
gegebenen  Punkt  die  kleinste  Sehne  in  derselben  xn 
sieben. 

II.  Durch  einen  in  der  Ebene  einer  ebenen  Curve 
gegebenen  Punkt  eine  Sehne  so  zu  ziehen,  dass  der 
gebildete  Abschnitt  ein  Minimum   wird. 

III.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  die  kleinste 
Sehne  in  einer  Oberfläche  zu  ziehen. 
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IV.  Uurch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene  so 
XU  legen»  dass  der  durch  dieselbe  gebildete  Abschnitt 
einer  Oberfläche  ein  Minimum  ivird. 

Die  zweite  dieser  Aufgaben  erfordert  die  Bestimmung  von 
ff(a:)dXy   die  vierte  die  von  fff{x,y)dxdy. 

Ich  gebe  hier  die  Auflösung  der  ersten  dieser  Aufgaben. 

$.  1- 

Durch  einen  in  der  Ebene  einer  ebenen  Curve  gegebe- 
nen Punkt  die   kleinste  Sehne  in  derselben  zu  ziehen. 

Der  Punkt  sei 

die  Curve 

y  =  f(x). 

Auflösung.  Gleichung  einer  geraden  Linie  ist  i/rzag-f  f», 
natCrlich  alle  Coordinatcn  auf  dasselbe  Coordinatensystem  bezogen. 

Damit  die  gerade  Linie  durch  den  Punkt  (x' ,  y')  gehe,  piuss 
auch  y' =zax' -{- {»,  stattfinden,    folglich   ist 

(1)  i/-y  =  «(S~^') 

Gleichung  der  durch  den  Punkt  (x' ,  y*)  gehenden  geraden  Linie. 

Sehne  einer  Curve  ist  das  Stück  einer  dieselbe  schneiden- 
den Geraden»  das  zwischen  zwei  Dnrchschnittspunkten  liegt.  Es 
muss  also  unsere  gerade  Linie,  damit  sie  in  der  gegebenen  Curve 
eine  Sehne  bilde,  zwei  Punkte  mit  dieser  gemein  haben,  für 
welche  Durchscbnittspunkte  die  beiden  Gleichungen 

y— y=a(ar  — ar')   und  y=:f(x) 
coexistiren    müssen.       Aus    der    ersten     derselben    erglebt    sich 
y  =  y '  +  a  (or  —  a?') »    folglich 

(2)  f{a:)=y*  +  a(x-x'), 

woraus  sich,  wenn  die  Curve  vom  zweiten  Grade  ist,  die  Coordl- 
naten  (xi,  yi)  und  (x^,  y^)  zweier  Durchschnittspunkte  als  Func- 
tionen von  a  bestimmen  lassen. 

Bezeichnen  wir  die  LSnge  der  Sehne  mit  u,   so  ist 

(3)  *    tt=V(a:i-^a)«  +  (y,-y;5* 
so  dass  also  u  =  F(ä)  sein  wird 
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Darcb  DifferentiatUn  von  u  nach  a,  vrelcbes  bekanntlich  die 
ttigonom^trisehe  Tangente  des  Winkefa  bedeutet,  den  die  Gerade 
mit  der  Abscissenaxe  bildet,  wird  man  da«  Minimam  der  Sehne  u 
bestimmen  können. 


5.2. 

Die  gegebene  Curve  sei  ein  Kreis  a;^-|-^*=:r*. 
Auflösung.     Wir  haben   also  aus  den  beiden  Gleichungen 
y=y'  +  a(x'-s')  und  a;*+y*=r* 
die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  zu  bestimmen. 

(1  +  a«)a:«— 2a(iu:'  -yOa;  +  {ax'  -y)«-^r*=0. 


(5)    \  folglich 

y  =  ~(iw:'  -y')  +  y-J^-^  [«(«j:'-y')±  Vr»(l+«*)-  («:r'-y)»]. 

Die  Coordinaten  der   beiden   Durchscbnittspunkte   unserer    durch 
den  Punkt  (x',  y')  gezogenen  Geraden  mit  dem  Kreise  sind  also 

fiir  den  einen: 

y,  =-  («p'  -yO  +  j:^„ä[«(«^'-y)+.V  r«(l+««)-(«j:'-y)«] ; 
fiir  den  anderen: 

y,=-(aa:'  -y')+r^a[«(««'-y')-Vf«(H.«»)-(<u:'-y')*]. 
Demnach  haben  wir  nach  Gleichung  CS): 
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und 

indem  wir  das  doppeKe  VorzeiGhen  wegUssen  können ,  da  es  uns 
hier  nur  auf  die  LSnge,  nicht  aber  auf  die  Richtung  der  Sehne 
ankommt. 

Damit  die  Sehne  u  überhaupt  möglich  und  nicht  etwa  imagi- 
när werde  9   muss 


(8)  ^Ihrv^ 


sein. 


§.3. 
Wir  haben  nun  zu  diiferentiiren.    Aus  Gleichung  (6)  ergieM  aich 


folglicb 

(9) 

und 


8tt_  2(«M;'-y')(ay*+a') 
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'  ^  du 

Für  a= j  wird  der  Nenner  von   0"  a&u: 

es   ist  dies   ein  Ausdruck ,    der   nur   Nail    werden    Icann^    wenn 
r»=a;'»+y*,  d.  h.  wenn  der  gegebene  Punkt  auf  der  Fe- 
ar' 
ripherie    liegt.    Es  wird   also  auch  für  a  = j    entschieden 

du  ^ 

^  =  0»   so  lange  der  gegebene  Punkt  nicht  auC  der  Peripherie 

des  Kreises  liegt. 

Liegt  aber  der  gegebene  Punkt  auf  der.  Peripherie,    so  wird» 

x'  hu      0 

weon  a=  — y  ist,    dann  5~  =  5*    tim  den  wahren  Werth  dieses 

Ausdruckes  zu  finden,  differentiiren  wir  sowohl  die  Function  im 
Zfihler,  als  auch  die  im  Nenner  jede  für  sich  nach  a,  und  erhalten: 

y  ^       l  +  a« 

einen  Ansdrock,  der  fär  o=s  — -7  zu 

2(a;'«fy") 

und,    endlich  noch  a:'*-|-jf'*=>^  eiogevetzt,    zu 

2r*  _     0 

~  7~ö — Ö' 

also  wieder  unbestimmt  wird. 

Wir  müssen  daher  Zähler  und  Nenner  des  Ausdrucks  m  (13) 

ebenfalls  einzeln  nach  a  differentiiren,  und    erhalten  dadurch  im 

Zähler  ix'jf',  also  einen  von  a  unabhängigen  Ausdruck ;  der  Nen- 

*' 
ner  wird  ein  Ausdruck,  der,  fOr  a= r  «nd  dann  :c'*+y''^r* 

gesetzt,  wieder  Glieder  von  der  Form  a  enthält,  so  dass  wir  also 
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406  Emsmann:  (Jeder  die  hietmte  Sehne,  die  sich  durch  einen  in  der 

noch  einmal  Zähler  und  Neuner  diiferentiiren  mfiss^n  und  dann 
im  Zähler  0  erhalten. 

Es  ist  demnach  auch  für  0= j  und  dann  a:'*+y'*=r*  gc- 

setzt  der  wahre  Werth  Ton  ö-=:0,  so  dass  also  auch  fär  0= — -7 

^  dm  * 

bei  jeder  Lage  des  Punktes  {x' ,  y')  unser  0^=0  wird. 


5.4. 


1)  a=^'     Setzen  wir  a=tg<py  wo  also  9  der  Winket  ist,  den 


y' 

die  Sehne  u  mit  der  JTAxe  nach  der  positiven  Richtung  zu  bildet, 

80  haben  wir  demnach  a  =  tg97=^9    d.  h.   die   Sehne  u    geht 

durch  den  CoordinatenanTang»    also  durch  den  Mittel- 
punkt des  Kreises,  wird  also  Durchmesser,    und  wirklieh 


wird  hier 


i-2\  T 


%=2V"r-^==>. 


Setzen  wir  ix=:^  in  den  unter  (10)  dargestellten  Werth  von  r^ 
ein,   so  erhalten  wir: 

(14)    {  ^^^-^a:*^ 

einen  Ausdruck,  der,  da  r  als  Halbmesser  nicht  negativ  sein 
kann,  alle  anderen  Grossen  aber  positiv  sein  müssen,  wegen  des 
VoTzMchen»  unbedingt  negativ  ist. 

Folglich  ist  tf=2r,  welchen  Werth  u  für  0  =  ^  annimmt  ein 

sc 

Maximum,  und  wir  erhalten  den  bekannten  Kreissats&:  Der 
Durchmesser  ist  die  grosste  Sehne,  die  sich  durch 
irgend  einen  Punkt  in  der  Ebene  des  Kreises  ziehen 
lässt. 
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2)  «= >•  Setzen  wir  diesen  Werth  von  a=^tg<p',  S9  haben  wir 

also 

g,'=:9(K>+g>  +  2«.9(X>=(2n+I).90o+9, 

wovon  der  kleinste  Werth  90^  -f  g>  ist  Die  durch  den  Punkt 
(a'p  y')  gehende  Gerade,  welche  mit  der  positiven  Richtung  der 
A'Axe  den  Winkel  9' =  90^* +  9  bildet,  erhält  man  leicht,  wenn 
man  auf  dem  durch  den  Punkt  (x\  y')  gezogenen  Durchmesser 
in  diesem  Punkte  eine  Normale  errichtet.  Diese  Normale  ist  die 
verlangte  Gerade.  iVlit  dieser  Geraden  fallen  alle  die  anderen, 
welche  einen  um  2n.90o  grösseren  Winkel  mit  der  positiven  Rich- 
tong  der  Xhx^  bilden,  zusammen. 

Dasselbe  Resultat  lässt  sich  auch  aus  der  unmittelbaren  Be« 

traebtung  von  tg9'= 7   herleiten. 

Diese  Sehne  selbst  wird 
(15)  u=:'>V^ra-(a:'*+y^. 

jr' 
Ffir  «= 7  wird  aber 

y 

'4 


dhi__     2(— gjr'^— 3^'^-y/g)         2y*(jr^^+2ar^y.fy^4) 

^"'  *^  ■"  (i+^>  ^,«^(yHy^)^^^^'+>^")^^^'--<""+y^^ 

" (a;'Hy'*)' Vr«-(^'H3('*)   (^'Hy*)Vr2-(a?'Hy'*)' 


ein  Ausdruck,  welcher,  da  Vr^  — (ar'*+y'*)  nach  (15)  in  diesem 
Falle  die  halbe  Sehne  darstellt  und  als  solche,  so  lange  sie  über- 
haupt reell  ist,  nicht  negativ  sein  kann,  offenbar  positiv  ist. 

Mithin  ist  «=2  V'r*— (ar'a+y%  welchen  Werth  u  ffir  «=— ^ 

annimmt,  ein  Minimum,  und  wir  kommen  so  auf  den  bekannten 
Kreissatz:  Unter  allen  Sehnen,  die  sich  durch  einen  in 
der  Ebene  eines  Kreises  gegebenen  Punkt  in  dem 
Kreise  ziehen  laffsen,    ist  diejenige,   welche  auf  dem 
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durch   den  Punkt    gezogenen    Durchmesser    senkrecht 
steht,   die  kleinste. 


§.5. 

Wir  wollen  jetzt  einige  besondere  Lagen  des  gegebenen  Punk- 
tes (x*  9  y')  in  Betrachtung  ziehen. 

Nach  (8)  wird  u  imaginär,    wenn  r*<  -  |^^  — • 

Was  das  Maximum  der  Sehne  betriiR,  so  ist  sein  Werth 
2r  von  der  Lage  des  Punktes  (a:',  y)  unabhängig;  es  wird  mit- 
hin stets  eine  grusste  Sehne  geben,  der  Punkt  mag  innerhalb 
oder  ausserhalb  des  Kreises  oder  auf  seiner  Peripherie  liegen. 
Es  ergiebt  sich  dies  auch  aus  dem  obigen  Ausdruck  filr  r*,  denn 


da  hier  a  =  ^  ist,  so  müsste,  wenn  diese  Sehne  imaginär  wer- 

x 


"  x' 

den  sollte,    r*<0  sein,    was  unmöglich. 

sc' 
Für  das  Minimum  der  Sehne,  welches  eintritt,  wenn  a= — -p 

ist,  haben  wir  «  =  2  V'^r* — (a:'*+^'*)  oben  gefunden. 

Wenn  r*<a:'*  +  y'*,  d.  h.  wenn  der  gegebene  Punkt 
ausserhalb  des  Kreises  liegt,  wird  die  kleinste  Sehne  ima- 
ginär, d.  h.  es  kann  da  von  einer  kleinsten  Sehne  gar 
nicht  die  Rede  sein. 

Ist  r'=a:'*+y'*,  d.  h.  liegt  der  gegebene  Punkt  auf 
der  Peripherie,  so  wird  «z=0,  der  Richtung  nach  aber 
fällt  diese  kleinste  Sehne  in  die  im  gegebenen  Punkte 
an  den  Kreis  gezogene  Tangente,  nur  dass  ihre  beiden 
Durchschnittspunkte  mit  dem  Kreise  in  einen,  in  den 
Berührungspunkt,    zusammenfallen. 

Liegt  endlich  der  gegebene  Punkt  innerhalb  des 
Kreises,  so  gilt  eben  der  am  Schlüsse  des  §.  4.  angeföhrte 
Lehrsatz  in  seiner  vollen  Wahrheit.  Fällt  hier  der  gegebene 
Punkt  mit  dem  Mittelpunkte  zusammen,  ist  also  ar'=0 
und  y==0,    so  wird 

x'        0 
«=— -7=— Q  und  tt  =  2r, 

d.  h.  die  Lage  der  kleinsten  Sehne  ist  in  diesem  Falle  unbestiromt 
•der  ro.  a.  W.  jede  durch  den  Mittelpunkt  gezogene  Sehne 
ist  kleinste   für   denselben,   und  swar  von  der  Grosse 
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des  Durchmessers.  Es  kann  also  eigentlich  hier  von  einer 
kleinsten  Sehne  nicht  die  Rede  sein,  da  sie  alle  gleich  gross 
sind  und  eben  so  gut  gross te  genannt  werden  können,  nnd  in 
der  That  ergiebt  die  Rechnung  für  diesen  Fall  u  =  2r  auch  als 
Maximum  der  Sehne. 

Der  gegebene  Punkt  (x'  ^  y')  liege  auf  der  ^Axe,  alsoa;'=j7' 
und  y  =  0,    dann  ist 


^  X' 


a= 7=— ^=  — Qe> 


00  lange  x'  positiv,    aber  a=-|-0D,    so  lange  x'  negativ,    d.  h. 
y'=270o  oder  90«,    und 

(17)  11=2  \^r*-J7'«=2  V"(r  +  ;r')(r-^). 

Die  Coordinatenaxen  können  aber,  ohne  die  Gleichung  des 
Kreises  zu  ändern,  jede  beliebige  Lage  haben,  wenn  sie  nur 
ihren  Anfangspunkt  im  Mittelpunkte  behalten  und  rechtwinkelig 
bleiben;  daher  können  wir.  weil  wir  jedesmal  den  durch  den  ge- 
gebenen Punkt  gezogenen  Durchmesser  zur  JTAxe  nehmen  können, 
aus  Gleichung (17)  den  bekannten  Kreissatz  herleiten:  Die  halbe 
kleinste  Sehne,  die  sich  durch  einen  gegebenen  Punkt 
im  Kreise  ziehen  lässt,  ist  die  mittlere  Proportionale 
aus  der  Summe  and  aus  der  Differenz  des  Halbmessers 
und  der  Entfernung  des  gegebenen  Punktes  vom  Mit- 
telpunkte. 


§.  6. 

7-  künn  aber  auch  Null  werden,  wenn 
oa 

hu 
h)    der  Nenner  in   dem  Werthe  för    g-    unendlich    wird> 

(aar'—«/')* 
r* 1  ,  ^a     s=qD.    Dieser  Ausdruck  kann  aber 

Mr  jedes  beliebige  3^  und  y  nur  ex  werden,  wenn  tt=0D,  also 
tg 99:^00  ist,  d.  h.  wenn  die  Sehne  einen- Winkel  von  90^  mit 
der  JITAxe  bildet,  und  wir  wissen  schon,  dass  dann  die  Sehne 
ii  =  2V^r*— ar**  ein  Minimum  ist. 

Fflr  tt=(X  wird  nach  Gleichung  (9)  wirklich 

hu  2. OD. OD  In  L  ni     /liiv^       .^  -n 

ai=-^svP^p=-5r»=-«  «•  »«»»Gl.  (10)  §j^=+-«+o. 
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§•  7. 

Endlich  ist  noch  k-:=oo  zu  untersuchen. 

Dieser  Fall    konnte  eintreten,    wenn  entweder  der  Zähler  od 
oder  der  Nenner  0  wird. 

Der  Zähler   kann    aber  nur  od  werden  fOr  jedes    beliebige 
{^»  y*)»  ^cnn  a=OD  wird«  wofür  in  §.  6.  die  weitere  Untersuchung 

schon  angestellt  ist,  welche  ergeben  hat,  dass  dann   k~   nicht  oc^ 
sondern  0  wird. 

Der  Nenner  kann  0  werdm,    entweder  wenn   (l  +  a^'^zzO, 
also  «=:  Jt  V  — I,  d.  h.  tg^  imaginSr  würde,  was  nicht  mOglich: 

oder  wenn  r«-^^^j^^^=0,  also  «==^;^(.TyjbrV^ny^- 

Dieser  Werth  von  a  ist  nur  dann  reell,  wenn  x'^+y'^__r^.    Ui 

a:'«+y'«=r«,  also  a:'«— r«=— 3^'«,  dann  ist  a=^^'^-2=- -^=— ^. 

was   unser  schon  gefundenes  Minimum  giebt,   aber  nur  für  den 
Fall,    dass  der  gegebene  Punkt  auf  der  Peripherie  liegt. 

Ist  ar'^  +  ^'*>r®,   d.  b.  liegt  der  gegebene  Punkt  ausserhalb 

des  Kreises,    so  wird  die  Sehne  »  =  0  nach  Gleichung  (7).    Um 

ihre  Richtung  zu  bestimmen,  wollen  wir  die  AAxe  durch  den  ge- 

r  ^x*^ fA  I* 

gebenen  Punkt  legen,    so  dass  «  =  ± —  ^_  ^ —  =  ± 


x'^-^r^  -^Var^  — r« 

wird.  Bezeichnen  wir  die  beiden  durch  den  gegebenen  Punkt  an 
den  Kreis  gezogenen  Tangenten  zwischen  dem  gegebenen  Punkte 
und    ihren   Berührungspunkten   mit  /,   so  ist  V^*  — r*=*,  also 

a=±::  =  tg<p*    Der  Winkel  9  hat  demnach  zwei  Werthe;  setzen 

wir  den  einen  9,  so  ist  der  andere  180^-^g),  und  die  beiden 
▼  oro  gegebenen  Punkte  an  den  Kreis  gezogenen  Tan- 
genten sind  es,  welche  die  kleinste  durch  den  Punkt 
gebende  Sehne  ti=:0  mit  dem  Kreise  bilden. 


S.  8. 


Für  die  Ellipse  ^+|jiacl  wird 
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55  — ~(n«o«  +  Ä«)' 
^^(a«««+ft«)[c(a«-6«)+(tt3.'-y')(.T'+2««j;'-cyOl-2fl^(l+tt«)(«a:'-jyO* 
V^(l  +  ««)  [n«a«  +  &«  —  («a:'— y')*] 

Setzt  man  in  diesem  Aaedruckefär^    den  Zfihler    gfeich    Ndtl, 
HO  erhält  man  eine  Gleichung  vom  vierten  Grade  fSr  or. 


Uebangsaufgaben  für  Schulen 

Von  Herrn  Lector  Lindman  in  Strengnus  in  Schweden. 

1.  Si  tre8  circuli  extra  se  mutuo  tangentes  dati'sont,  tan- 
gentes  rectae  per  puncta  contactus  ductae  in  unum  ideroque  punc«^ 
tum  conveoient,  quod  est  centrum  circuli  inscripti  ejus  trianguli, 
cujus  lateribus  centra  trium  circulorum  conjuncta  sunt. 

2.  Demonstrare  formulam  integralem 

aZ'iu)  ex  notatioTie  C  Legendre  =     ■■■    ). 
Z, .  Invenire  integrale  aeqnationis  differ^atialis 

4.  Sit  /?=  angulo  inter  axem  et  generatricero  qtiamcunque 
eoni  recti ;  invenire  arcum  sectoris  clrcularis  (radius  =  generatrici).. 
cujus  superficies  sit  ssuperficiei  coni  convezae. 


• 
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5.  Demonatrare  formulas  integrales 

/*Vl^dg.=^jf  +  l(V2-l)j, 

O 

n 

y  Viit;^rf9=:^l|+i(V"2+i)j  • 

o 

6.  Cylindrus   aut   Conus   rectus   datus    dato    piano   aecatur; 
partia  abaciasae  volamen  iovenire. 


Von  dem  Herausgeber. 
Daa  Quadrat  der  Grosse 

^      x^tT  +  yifaf'  +  xx'y"  —  xi'^jf'-^x'z"  ^lyf  af 
^xiif'x''  -  zY)  -\-y{7faf-x'%'')-\-t{x'f^y'xr^ 
auf  die  Form 

-  (x*  +  3^«  +  *«)  {x'x" + yZ+i'x^)* 

zu  bringen. 


Satz  Ton  Herrn  Oskar  Werner,  Lehrer  der  Mathematik  so  Oreadeo. 
Sind  «I»  «2»  a8,—.am>  mWurzeln  der  Gleichung 
x^  +  ila?»-i  +  Äa:«-a+  Gr«-»+  ....=0, 
so  werden  die  übrigen  n — mWurzeln  durch  die  Gleichung 

ar»-«  +  lJ— C(ai,  «,.•..  a«)|a:*-»-»+ |Ä  —  ^(«, ,....  a«).^ 

+ d[«i, ....««))«"-»-"+ ic-<!r(«i,....«««).i?+^«i,..,««).^ 

w  m  w 

+  Ö[«i , ....  «m)  1  ar»-«-»  +  . . . .  =0 
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k 

geAindeD»    in  welcher  C{ai,.,..am)  die  Summe  der  CombiDationen 

Ater  Klasse  mit  Wiederholungen  aus  den  Elementen  «i,  «^»...««Mf 
jede  Combination  als  Product  aufgefasst,   bedenk. 


Voo  Herrn  Prafeaftor  Dr.  H«4«el  so  Marburg. 

Es  ist  gegeben  der  Durchmesser  einer  Kugel»  In  deren  Ober- 
fläche die  acht  Eckpunkte  eines  von  sechs  vierseitigen  ebenen 
FISchen  begrenzten  KOrpers  Hegen.  Mau  soll  diesen  Kurper  be- 
stimmen, z.  B.  durch  zvrei  zu  einander  senkrechte  oder  graphische 
Projectionen  ihn  darstellen,  wenn  er  die  weiteren  Eigenschaften 
haben  soll,  die  in  den  folgenden  einzelnen  Aufgaben  näher  ange- 
geben sind: 

1)  Seine  sechs  Flächen  sollen  einander  congruemt  sein.  Die- 
jenigen zwei  Seiten  einer  Grenzfläche,  die  in  einer  Ecke  zusam- 
menlaufen, welche  von  drei  nicht  gleichen  Winkeln  eingescUossen 
ist^   sollen  sich  verhalten  wie  1  zu  2. 

2)  Der  KOrper  soll  drei  Arten  von  Flächen  haben  ond  zwar 
von  jeder  Art  zwei,  welche  einander  congruent  sind,  er  soll  vier 
Arten  von  Ecken  besitzen,  von  jeder  Art  zwei  solche >  die  einan- 
der congruent  sind,  zwei  seiner  Flächen  seilen  einander  parallel 
sein,  aber  die  Kantenlinien,  welche  nicht  in  dresen  beiden  Grenz- 
flächen liegen,   sollen  keinen  Parallelismus  darbieten. 

Unter  diesen  vier  Kanten  soll  eine  sich  vorfinden,  an  welcher 
zwei  Grenzflächen  unter  einem  rechten  Neigungswinkel  sich  schnei- 
den.   Alle  übrigen  Flächenwinkel  sollen  schiefe  sein. 

An  einem  Ende  der  rechten  Kante  ist  der  eine  anliegende 
Grenzwinkel  als  ein  spitziger  Winkel  gegeben,  z.  B.  =60^.  Unter 
den  Grenz  winkeln  (welche  Peripheriewinkel  der  Grenzflächen  sind) 
sollen  vier  rechte  Winkel  vorkommen,  alle  übrigen  Grenzwinkel 
aber  schief  sein.  Die  Länge  der  rechten  Kante  ist  gegeben, 
X.  B.  =}  des  Durchmessers  der  Kugel. 


Tbeoremata   et    P  r  o  b  1  e  m  a  t  a. 
Aactore  Ore.  C^  F,  Lindman,    Lect.  Strengn.       v 

1.    Diagonalibus  Paralletogrammi  dati  ductis,  prodeunt  quattuor 
triangula,   quorum  omnium  latera  sani  duo  latera  Parallelogramm! 

Theil  XXUI.  32 
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et  altera  diagonalis.  Conjungendis  primrnn  puoctis,  ubi  altitudi- 
nes  horam  triangalorom  conveniunt,  invenitur  parallelogrammum 
dato  aequalo.  Deinde  centri«  gravitatis  trianguiornm  conjuagendis 
prodit  parallelograiDroam  dato  simile  et  cujus  latus  est  tertia  pars 
lateris  horoologi  parallelogrammi  dati.  Si  deoique  latera  parallelo- 
grammi  dati  in  duos  partes  aequales  dividuntur  et  rectae  iis  per- 
pendiculares  ducuntur  per  baec  puncta,  prodit  parallelogrammum 
dato  simile j  quod  est  ad  datum  =:Cot^a:l,  ubi  est  a'=  angulo 
parallelogrammi  dati. 

2.  Quaerantur  termini  progressionis  arithmeticae,  numero  et 
summa  terroinorum  atque  summa  cuborum  cognitis.  (Quomodo 
eügendae  sunt  quantitates  iiicognitae,  ut  aequatio  finalis  tertü 
gradus  evitetur?) 

3.  Si  termintis  primus  progressionis  arithroeticae  est  =fi, 
differentia  =e{  et  numerus  terminorum  =n  et  a',  d\  n  easdem 
qnantitates  alterius  progressionis  designant,  summa  (t)  producto- 
ram,  quae  termiois  ejnsdem  ordiois  inter  se  multiplicaDdis  orion- 
tar,  est 

^^^,  .  n(n-l)  ^^     n(n-~l)(2n— 1) 

s  c=  naa  + '^ —  (« »  +  a'a)  -| g^-i — ■ —  ad . 

Sin  autem  ioter  se  multtplieantur  termini  progressionis  aritbmeticae 
prioris  et  termini  ejusdem  ordinis  progressionis  geometricae»  cujas 
primus  terminns  est  6'  et  ratio  g^  sununa  productorum  n  termino- 
rum est 

L    Demonstrare  formulam 


/•t^c=i<V5+')- 


5.  Invenire  qoadratum  mtnimum,  quod  sie  constral  possit,  nt 
tres  ex  verticibus  angulorum  ejus  in  lateribus  trianguli  aequilateri 
dati  Sita  sint. 

6.  Determinare  as,  y,  z  ex  aequationibus 

7.  Si  est  tg(a-M9)=:3tga,  semper  sunt  SiD2(a+/3)»  Sin2/}, 
Sin  2a  in  progressione  aritbmetica  vel 

Sin2(a  -f  /3)  *f  Sin  2a  ==  2Sin2ß. 
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8^  Qaaniqiihiii  ssperficiem  trianguli  sphaeriol  rattone  a  Cag« 
Doli  (TrigoD.  pag.281.  Paris  1786.)  tradifa  facUBme  atqne  commo* 
disdime  cognoscere  licet«  ioveotio  tarnen  hajas  aaperficiei  opo  cal* 
culi  integralia  proponatur.. 

9.  Invenire  radicea  aequationis 

Coa(«  -|-  )^)=:  CoserCos^. 

10.  Demonstrare  formulam 

11.  A  puncto  dato  Uneam  rectam  oormalem  ad  Parabolam 
Appollonianam  datam  ducere. 

12.  Enodare  proprietatea^  curvae ,  qoae  ad  eoordioataa  ortho- 
gooales  relata  coatibetur  aequatioae 


M  i  8  €  e  I  1  e  n. 


Sdiretbeiidet  Hrn.Direcfor  Strehlke  in  Danzig  an  den  He  ran«  ^eb  er. 

DieSeite473im  vierten  Hefte  XXII.  Bandes  Ihres  Archivs 
erwähnte  Ungewissbeit  in  der  Berechnung  der  Zahl  tc  hat  Pro- 
fAsor  Richter  in  Elbing  schon  vor  mehreren  Monaten  gehoben. 
Mach  zwei  verschiedenen  Methoden  bat  er  dasselbe  Resultat  er- 
halten, das  mit  dem  Seite  473  des  Archivs  angegebenen,  mit  Aus- 
nahme der  331sten,  3320ten  und  333sten  Decimalstelle  übereinstimmt. 
Diese  drei  Stellen  sind  nicht  098,  sondern  962.  Ich  mochte  aber 
fast  bei  der  gefalligen  Bekanntmachung  in  Ihrem  Archive  vorschia« 
gen,  dia  ganze  Zahl  »  mit  dieser  Veibessemng  noch  einmal  voU» 
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JNieeUem. 


BtSmälg  abdnicfcen  zu  lassen,  damit  man  diidi  mit  Bestimmtheit 
sagen  iconne,  an  dieser  bestimmten  Stelle  steht  die  richtige  ZaU 
bis  zur  angegebenen  Grenze. 

Dan  zig,  den  20.  August  1854. 

Indem  ich  dem  von  Herrn  Director  Strehlke  ausgesproche- 
nen Wunsche  gern  entspreche ,  lasse  ich  die  Zahl  »  mit  der  an- 


gegebenen  Verbesserung  hier  unten  noch  einmal  abdrucken. 

G. 

»=3, 

14159 

26535 

89793 

23846 

26433 

83279 

50288 

41971 

69399 

37510 

58209 

74944 

59230 

78164 

06286 

20899 

86280 

34825 

34211 

70679 

82148 

08651 

32823 

06647 

09384 

46095 

50582 

23172 

53594 

08128 

48111 

74502 

84102 

70193 

85211 

05559 

64462 

29489 

54930 

38196 

44288 

10975 

66593 

344«! 

28475 

64823 

37867 

83165 

27120 

19091 

45648 

56692 

34603 

48610 

45432 

66482 

13393 

60726 

02491 

41273 

72458 

76066 

06315 

58817 

48815 

20920 

96282 

92540 

91715 

36436 

78925 

90360 

01133 

05305 

48820 

46652 

13841 

46951 

94151 

16094 

Schreiben  det  Hrn.  Director  Strehlke  in  Danzig  an  den  Herausgeber. 

Sie  werden  wohl  schon  bemerkt  haben ,  dass  die  Seite  474 
des  vierten  Heftes  XXII.  Bandes  Ihres  ArcJiivs  von  Herrn 
Professor  Dr.  Wolfers  mitgetheilte  Formel  für  die  Oberfläche 
des  Rotations  SphSroids  auch  in  KlGgeTs  mathematischem 
Wdrterbuche  Tbl.  4.  Se^te  394  steht*). 

Um  diesen  Zeilen  etwas  Positives  beizufügen ,  lege  ich  eine 
Aufgabe  bei,  die  Bessel  im  Jahre  1819  einigen  seiner  Schfiler  gab. 

Aufgabe. 
Es  seien  die  positiven  Grössen  a  und  6  gegeben;  man  setze 
a'=4(a  +  6), 
6'  =  Vö^, 


*)  Deiienungeachtet  schien  es  mir  aber  immer  gut,  diese  Formel,  die 
Herr  Professor  Wolf  er  s  nnsweifelhaft  fSr  sieh  selbst  gefondeii  hat, 
wieier  Sa  Erioaermg  bb  bringen.  Ü, 
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WM  wM.MiB  «M  und  6(»? 

Auflösung. 


Es  sei 
ist 


a=6.co89« 

a'  =6.cosi9*, 

^   =6.cos499 

a''  =6.co8i9.co8|9*, 

b"  =:6.cosi9>.cosi9y 

2».taDg(|)     2«.tong(|) 
2-.sio(f„)     2-.siu(|,) 

2 
Fflr  0=0,  6=1  ist  jr=^^. 

Wenn  a  >  6>  so  wird  durch  Einf&brung  des  ImagtB&r«n 


a(  •)  =  &(•)=:•  ^  ^ 


■|og6— log(a— V  a*— *«)" 


3 
Für  a=5,  6=4  ist  Iog2=:jjj^. 

4 
För  a=5,   6=3  ist  Iog3=^j^. 

,  JDa.ua^ig,  den  6.  September  1854« 


Von  d^m   Herautgeber. 

leh.babe  den  Aufsatz  Nr.  XXTI.,  sogleieb  nachdem  ich  ihai 
empfangen,  noch  in  diesekh  Hefte abdrutken  lassen,  weil  er  einen 
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dem  von  mir  in  dem  Aufsätze  Nr.  XXI.  bebandelten  fiegemrtande 
ganz  nahe  verwandten  Gegenstaod  betrifft.  Natarilcb  war  es  mir 
interessant,  zn  untersucben,  ob  das  voo  Herrn  Lind  man  gefnn- 
dene  Resultat  mit  dem  von  mir  erhaltenen  Ergebnisse  überein- 
stimmt oder  vielmehr  aus  demselben  sich  ableiten  lisst,  indem 
die  von  mir  gefundene  Formel  allgemeiner  ist  Dass  diese  Deber- 
einstimmung  wirklich  Statt  findet,  will  ich  hier  nacbtrSglich  noch 
ganz  In  der  Kürze  zeigen.  Ich  habe  fSr  die  Ellipse  in  Bezug 
auf  jede  zwei  conjugirte  Durchmessser,  die  den  Winkel 
a  einscbliessen,  auf  Seite  392.  die  folgende  Formel  eibalten: 

Sect9  =  aAsinttArctang7-  oder   Sect9=:a6sinaArctangY  » 

Herr  Lindman  findet  nur  in  Bezug  auf  die  beiden  Axen 
der  Ellipse  auf  Seite  441.  die  Formel 

Sa  =s  iflAArctang — r^» 

d.  h.  in  meinen  Zeichen: 

atanecp 
Stdfp  =  kaJb  Arctang  — ^— . 

Aus  meiner  vorhergehenden  Formel»  in  welcher  für  das  System 
der  beiden  Axen  der  Ellipse  a=00^  so  setzen  ist,  ergiebt  sich 
für  dieses  System: 


Sect9> = ab  Arctaog 

und  soll  also  diese  meine  Formel  mit  der  vorhergehenden  Formel 
des  Herrn  Lectors  Lindman  übereinstimmen,  so  muss 

.    .       aF^-^^     ,  A     X       atang® 
Arctang  y  ^^  =  4  Arctang  — ^ 

oder 

sein.  Um  nun  zu  untersuchen,  ob  diese  Giefchung  richtig  ist,  be- 
merken wir  zuvorderst,  dass  fülr  die  Axen  y^xtang^,  ahra  wegen 
der  Gleichung  der  Ellipse 


(?)'+(^^y=i 


ab  cos  <p 
M,  woran  leicht  J?=^r  ^  .     ,     !>         ^  f^g*-    Also  ist 
V  a*su9>4-6>cos9»' 
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a  +  ^  "^  V  a^sin 9* + 6* coa 9*  +  6co89> 
und  die  za  verificirende  Gleichung  ist  folgliclm 

^^  C  V  a^  sin  qp*  +  6*  cos  op* — 6  cos  g>  H      ^     ^       atango 

2  ATctang<    ,-  — ^>  =ArctÄng — r^^ 

®  t  V  o*8in 9*  +  6*co8 9«  +  6  cos 9  J  ^       ^ 

oder 

(  V  a*sin9*  +  6* cos 9*  --ÄCO89) i  ^  atang9 
taog      '^**"8}  y  ^«gi„^a^~^^o7^6cos93    "        i^^ 

Nun  ist  aber  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Elementarformel: 

i  V  a^sin9^  +  6^cos9*— 60089)  * 
"^       ^    "^  ( V  a^smq>^  +  6^cos9^  +  6 CO89  j 

V^g^sin  9^  -j-  &^cos  9^— &  cos  9  )  i 


2  .    /- ^ 

f  V  g*8in9*  +  Ä*^co8  9*  +  6cos9 

V^g^sin  9^  +  6^  cos  9^  —  6  cos  9 

V  g^  sin  9*  +  6*  cos  9^  +  6  cos  9 

also 9   wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

i  V^ft^sin9^4-6^cog9^  — 6co8  9^t 
ng      "^c  ang  ^  ^_^_____^  +  6  cos  9  5 

t  V  g*sin9^  +  6^co89^— 6COS9IM  V^g^sin9^+&^cos9*-t-6cos9)t 

b  cos  9 

__  a sin 9 gtang9 

~  Äcos  9  6 

welches  die  zu  verificirende  Gleichung  ivar,' so  dass  also  zwischen 
den  von  uns  beiden  gefundenen  Resultaten  in  der  That  völlige 
Cebereinstimmung  Statt  findet,  nur  dass  die  von  mir  gefundene 
Formel  weit  allgemeiner  und  des  Herrn  Lectors  Lindman  For- 
mel unter  derselben  als  ein  besonderer  Fall  enthalten  ist. 

Der  Satz,  dass  jede  zwei  conjngirte  Durchmesser 
die  Fläche  der  Ellipse  in  vier  gleiche  Theile  einthei- 
len,  kommt  in  unseren  beiderseitigen  Abhandlungen  S.  3115.  und 
S.  442.  vor,  und  ist  von  Herrn  Lindman,  indem  er  auf  die  be- 
kannte, zwischen  den  Winkeln,  welche  die  conjugirten  Diameter 
mit  demselben  Theile  einer  der  beiden  Axen  einschliessen.  Statt 
findende  Relation  zurückgeht,  auf  sehr  schone  Weise  bewiesen. 
Ich  freue  mich  sehr,  bei  dieser  Untersuchung  mit  Herrn  Lector 
Lindman,  der  mich  zu  meiner  grössten  Freude  schon  längst  mit 
seiner  mir  iiberaiis  wertben  Freundschaft  beehrt  hat,  so  ganz  zn- 
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fällig  zusammengetroiEen  zo  sein,  wobei  ich  nochmals  wiedorbole» 
dass  ich  zu  der  von  mir  angestellten  Untersuchung  lediglich  durch 
die  von  mir  im  Eingange  zu  meiner  Abhandlung  angefiihrte  Stelle 
aus  Leibnizens  ^riefen  veranlasst  worden  bin.  Herrn  Lind- 
man's  Abhandlung  enthält   noch  viele  andere  schone  Bemerkan- 

fen  über  die  Ellipse,    upd  erlaube  ich  mir  hier»  die  Leser  noch 
esonders  zu  ersuchen«   diese  schöne  Abhandlung  ja  nicht  unbe- 
achtet zu  lassen. 


Drackfebler. 

Theil  XIX. 

Seite  297.  Z.  6.  statt  Wester&  setze  man  Westeräs. 
„     301.   „   9.  fehlt  (18). 
,,     304.  „   8.  zwischen  „pas'' und  9»  Tun'*  setze  mau  das  Wort  nl. 

„     306.   „   7.  statt  V2744  setze  man  V2744. 

Theil  XXL 

Seite  LZ.  7.  v.  u.  statt  reclue  s.  m.  reelle. 

,,      2.  fi    8.  V.  0.     ,,     d'appendre  »»    ,,  d'apprendre. 

„     2.  „  23.  V.  o.     „     (l(p)  „    „  \{q). 

„     2.  „    4.  V.  u.     „     valeur  „    „  valeurs. 

„     3.  „    6.  V.  o.     „     e^iC)  „    „  ey'(*). 

„     10.    „      2.  V.   O.      „       «AiKa+^fl  „      „    eA^{«+/?0. 

„    10.   „    3.  V.  u.    „      ^=«-Arctg-r„    „  ^'=:»+Arctg~|. 

(in  der  Note)  ^  ^  ^ 

„    19. 

,,   21.,,    2.v.o.stattam^s.m.  a^.  S.2LZ.3.v.o.6tattam's.m.a^. 

m     m-|-l 

„   2L  „    6.  V.  0.  statt  ^       s.  m.   ^       . 

„   23.Z.2.v.o.8tattflm-i*s.m.a*   ,.  S.23.Z.4.v.o.stattam*s.in.a" . 

,,    24*  Z.  6.  V.  0.  statt  iin?  s.  m.  a^. 

„   26.    „  6.  V.  u.  fehlt  ein  )  nach   ^j^^^o»^' 

setze  man    I 

/^    ^     dx  ^  P*"     dx 

—. setze  man  /      ■  .  ^^^zzT) 
a+rcosar  J       o+rcoor    ' 

n  X 

woza  noch  kommt,  das«  man  die  erstere  der  xwel  Noten  unter 
Seite  90,  hier  her  überfuhren  ond  mit  *'*')  Terseheo  rouM. 

30.  Z.  7.  V.  0.    Das  *)  fällt  weg;  die  Note  (die erstere  unten) 
gehört  der  vorigen  Seite  29.  zu.  

33.  Zu  5.  V.  o.  statt  Va«— 6«— ersetze  man  VA«+e«—a«. 


IL  V.  o.     „      ^rf*-grf«ce„    „  y^rf*  — gd«ce. 


>» 
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Literarischer  Bericht 

LXXXIX. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Briefe  von  Leonhard  Euler  und  von  Job.  Alb.  Euler 
an  Wenzeslaus  Johann  Gustav  Karsten. 

(Allgemeine  Monatsschrift  für  Wissenschaft  und  Literatur.  Mai  1854.) 

Wenzeslaus  Johann  Gustav  Karsten^  geb.  den  15.  De- 
ceniberl732  zu  Neu -Brandenburg  in  Mecklenburg*  Strelitz,  gestor- 
ben im  Jahre  1787  als  Professor  der  Mathematik  und  Naturlehre 
an  der  Universität  zu  Halle,  der  leider  den  jetzigen  Mathemati* 
kern  nur  noch  wenig  bekannt  ist»  bat  sich  im  vorigen  Jahrhunderft 
durch  seine  Lehrbücher :  seinen  grossen  Lehrbegriffder  ge« 
saromten  Mathematik,  seine  aus  drei  Theilen  bestehenden 
vortrefflichen  Anfangsgründe  der  mathematischen  Wis* 
senschaften,  und  seinen  aus  zwei  Theilen  bestehenden  Aus- 
zug aus  den  Anfangsgründen  der  mathematischen  WIs» 
senschaften,  welcher  letztere  auch  eine  fiSr  damalige  Zeit  sehr 
gute,  kurze  Darstellung  der  In  den  beiden  ersten  grosseren  Wer« 
ken  nicht  behandelten  astronomischen  Wissenschaften  enthält,  um 
die  Verbreitung  und  gründlichere  Darstellung  der  mathematischen 
Wissenschaften  ein  sehr  grosses  Verdienst  erworben,  und  hat  in 
Halle,  wie  uns  alte  Leute  erzählt  haben,  für  einen  so  ausgezeich- 
neten Lehrer  der  Mathematik  gegolten,  dass  selbst  nicht  wenige 
Männer  aus  den  verschiedensten  Ständen,  die  gar  keine  soge- 
nannten Gelehrten  waren  und  werden  wollten,  aus  Neigung,  zu  ihrer 
Ausbildung,  an  seinen  Vorlesungen  Theil  nahmen  *).    Ausser  den 


*)  AU  eia  Beispie!  hierzn  kami  der  Herausgeber  seinen  eigenen  Vater 
•affihren;  der  Bnehdrncker  war,  sich  aber  in  seinem  späteren  Leben  ioinier 
nodi  mit  dem  grdMien  lotereese  an  Kareien'«  Torletongen  erinaerte. 

ThUXXlU.  Hft.1.  1 
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oben  genannten  Werken  Karsten*«  zeichnet  sich  haoptsicblich 
seine  schon  weit  früher  erschienene  Mathesis  theoretica  ele- 
mentaris  atque  sublimior.  Rostochii  et  Gryphiswal- 
d  i  a  e  1760»  durch  ungemeine  Strenge  und  Präcision  aus »  ein  Werk, 
welches  u.  A.  auch  das  Verdienst  bat,  dass  darin  (8. 146.)  in  der 
Stereometrie  der  Unterschied  zwischen  Congruenz  und  Symmetrie, 
um  mich  des  neueren  Sprachgebrauchs  zu  bedienen,  in  sehr  be- 
stimmter Weise  hervorgehoben  wird,  ein  Unterschied,  den  selbst 
Kästner  gar  niclit  gekannt  zu  haben  scheint,  oad  der  bekannt- 
lich zu  sehr  begründeten  Anfechtungen  Ton  Eocfid.  Eiern.  XI.  28. 
vielfache  Veranlassung  gegeben  hat.  Karsten  hat  daher  auch 
das  grosse  Verdienst,  dass  er  wohl  zuerst  die  jetzt  gehrSucblichen 
Beweise  durch  die  Exhaustionsmethode  oder  die  Methode  der 
Gränzen  in  die  Stereometrie  eingeführt  hat.  Bekannter  als  diese 
von  uns  hier  hervorgehobenen  Verdienste  Karsten's  um  die 
reine  Mathematik  sind  seine  Verdienste  um  die  bessere  und  grfind- 
licbere,  auch  namentr^ch  für  die  praktische  Anwendung  geeignetere 
Darstellung  der  mechanischen  Wissenschaften,  worüber  wir  uns 
daher  hier  nicht  weiter  zu  verbreiten  brauchen. 

.  W^g«n  des  schon  aus  dem  Vorhergebenden  gewiss  deutlich 
hecv^gehenden  Interesses,  welches  wir  immer  an  Wenseslauft 
J4^.h«  Gast.  Karsten's  Scliriften  genommen  haben,  und  wegen 
der  vielfachen  Belehrung,  die  wir  seihst  aus  denselben  gescbOpfl 
SU  haben  dankbar  bekennen,  hat  es  uns  eine  ungemeine  Freiide 
gemacht,  dass  sein  würdiger  Verwandter,  Herr  Prof.  G.  Karaten 
in  Kiei»  durch  die  Herausgabe  der  obigen  Briefe  diesen  sehr  ver- 
dienten filteren  Mathematiker  den  jetzigen  Mathematikern  wieder 
ins  Gedächtniss  zuruckgenifen  hat  Schon  als  mit  einem  Leen- 
hard  Euler  und  steinern  Sobne  J.  Albrecht  Eulen  gewechselte 
Briefe  sind  diese  Briefe  an  i^icb  böcbst  interessant.  Dieselben 
sind  aber  auch  für  die  Geschichte  der  Mathematik  von  Bedeutung, 
und  wir  erkennen  vollkommen  das  nicht  geringe  Verdienst  an, 
das  Herr  Professor  Karsten  sich  darch  ihre  Pubücation  um  diene 
Wissenschaft  erworben  hat  Wir  lernen  z.  B.  aus  diesen  BriefeOf 
wie  es  gekommen  Ist,  dass  W.  J.  G.  Karsten  der  Herausgeber 
▼on  Euler*s  berühmtem  Werke:  Theoria  uiotns  carpoiam 
selidorumaeu  rigidorum.  Ed.  nov.  Grypbi/sw.  1790, -^dur^ 
desdfu  yorztiglicbe  Ueberaeta^ung  (Greifswald  1853*)  sich  neuere 
liebst  Herr  Professor  Wolfers  in  Berlin  ein  buchst  anenrkeiv 
nungswerthes  Verdienst  erworben  bat,  —  wurde,  und  hören  zu 
unserem  Erstaunen,  dass  E  u  1  e  r  keinen  Verleger  zu  demselben  finden 
konnte  und  Karsten  sich  vielfache  Mühe  geben  mnsste,  wn 
änen  Bncbb&ndler  arar  Uebernahine  des  Verlag«  so  bevregen.  Wit 
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«riUiren  atiB  dbsen  Bfiefen  die  wahitteh  alche  erfreolichM  Ur- 
«uih«n,  w«iche  Euler's  flchnelle»  Wef^^wng  Ton  Berlin  Mch 
P«te?6b«rg  hefbeiftbrten,  Mnit  «einer  gaitzen  ans  I8Se^* 
l«tt  beatebendeo  famiile.'*  Diese  Briefe  bringen  läia  ferner 
nMtnohe  interessante  IMnge  fiber  nicht  wenige  verdiente  und  unrer- 
diebte  Matbematiker  der  damafigen  Zeit,  s.  B.  fiber  Herrn  Fre- 
dWrIe  de  Caatlllon»  der  von  J.  A;  Euler  In  einem  vom  tetaten 
April  1765datlrten  Briefe  bezeichnet  wird  als  ,»ein  Bursche  von 
18  Jahren,  der,  wenn  er  das  hiesige  Jeacfaimstbaiiscbe  Gymn»- 
sinm  frequentiren  wollte,  bdobslens  In  Seoanda  au  sitseu  kommen 
wfifde'S  deasenuDgeachtet  aber  „Professor  Matfaeseos''  gewoiden 
sei.  Auch  In  wissenschaftlicher  BiSckBicht  lassen  untf  diese  Briefe 
keteeswegs  leer  ausgehen:  So  fhellt  z.  B.»  mancher  anderer  in- 
teressanter  Dinge  nicht  zu  gedenken,  J.  A.  Euler  eine  >,tob 
seinem  (Schwager  und  Scbtfler,  einem  hiesigen  Bombardir,  ge* 
fuodene  Tri«ectienem  anguli  mit,  die  nicht  uneben  ist  und  bei  nicht 
altaugrossen  Zelobnuagen  die  Probe  bält^S  sdwie  eine  von  Lam* 
bert  angegebene  geometrische  *)  „Rectificationem  circuli"  dtefie^ 
aditnng  verdient.   • 

Wir  glauben ,  dass  das  Obige  hinreichen  wird ,  die  Leser  des 
Archiv's  auf  diese  interessanten  Briefe  aufmerksam  zu  machen« 
und  sagen  Herrn  Professor  Karsten  in  Kiel  fcfr  deren  Publica- 
tion  nnsera  wärmsten  Dank,  mochten  auch  den  Wunsch  aus- 
sprechen, dass  die  Verlagshandlung  der  Allg.  Monatsscbr.  f.  Wiss. 
u.  Lit.  einen  Abdruck  derselben  in  einem  besonderen  HeßcbeUj^ 
mit  besonderem  Titel  versehen ,  veranstalten  Hesse,  und  ersuchen 
schliesslich  Herrn  Professor  G.  Karsten  recht  sehr,  auch  die  in 
seinem  Bes'^tz  befindlichen  Briefe  von  W.  J.  6.  Karsten  mit 
Aepinus,  Lambert,  Lagrange,  Kästneru.  A.  dem  niathema-. 
tischen  Publicum  nicht  vorzuenthalten,  vrenn  sie,  woran  kaum  zu 
zu  zweifeln  ist,  ein  ähnliches  Interesse  wie  die  jetzt  veröffentlichten 
Euler* sehen  Briefe  darbieten  sollten. 


Oeometrie. 

Zur  Lehre  vom  Dreiecke  mit  dem  umschriebenem 
Kreieeund  den  berührenden  Kreisen.  Von  Joh.  Roge- 
ner. Aus  dem  Jahresberichte,  über  die  st  st.  Ober* 
Realschule  in  Grätz  für  das  Studienjahr  1852—53  beeon- 
ders  abgedruckt.    Gratz.  1853.    4. 


*)  Natürlich  anoähemde. 
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So  viel  und  so  oft  aveh  ikdioo  das  obene-Dreieck  nehet  «eiiMm 
umschriebenen  und  seinen  Berflhrungskreisen  "betrachtot  worden 
ist,  hat  doch  der  Herr  Verfasser  des  vorliegenden,  sehr  iesoBS" 
und  beachtoDswerthen  Programms  diesem  Gegenstande  ^oe  ne«e 
Seite  abzugewinnoD  gevrnsst.  Ausser  den  vorher  genannten  Krei- 
sen zieht  der  Herr  Verfasser  nämlich  noch  jene  in  Betracht,  welche 
zwischen  jeden  Tangimngsfcreis  nnd  den  ihm  zunächst  liegenden 
Scheiteln  des  Dreiecks  so  eingetragen  werden  kOnnen,  dass  sie 
wechselweise  einander  nnd  zugleich  auch  zwei  Dreiecksseiten  be- 
rfihren.  Diese,  den  ersteren  Hauptberührungskreisen  gegea- 
fiber,  von  dem  Herrn  Verfasser  Nebenberflhrungskreise 
genannten  Kreise  sind  es,  weiche  ihm  zu  verschiedenen  neuen 
interessanten  nnd  auch  fOr  Schöler  lehrreichen  BetrachtnogeB, 
namentlich  auch  zu  verschiedenen  bemerkenswerthen  Reibeosnm- 
mirungen,  Veranlassung  gegeben  haben.  Es  werden  nach  einan* 
der  folgende  Fragen  beantwortet:  1.  Nach  weichem  Verfahren 
kOnnen  die  Neb«nben1hrungi<kreise  verzeichnet  werden?  —  2.  Nach 
welchem  Gesetze  folgen  di^  dem  nämlichen  Winkel  eingeschrie- 
benen Nebenberflhrungskreise  aufeinander?  —  3.  Wie  viele  Neben- 
berflhrungskreise lassen  sich  zwischen  einen  Hauptberuhrungskreie 
und  einen  der  ihm  zunächst  liegenden  Scheitel  des  Dreiecks  ein- 
tragen? — '  4.  Wie  gross  ist  die  Summe  der  Umfönge  aller  im  näm- 
lichen Winkel  liegenden  Nebenberflhrungskreise  ?  —  5.  Wie  gross 
ist  die  Summe  der  Flächenräume  aller  im  nämlichen  Winkel  lie- 
genden Nebenberflhrungskreise?  —  6.  Das  Wievieifache  von  dem 
Umfange  des  inneren  Hauptberflhrungskreises  ist  die  Summe  der 
Cmßlnge  der  inneren  Nebenberflhrungskreise?  —  7.  Das  Wieviel- 
fache von  dem  Flächenraume  des  inneren  Uaoptberflbrungskreises 
Ist  die  Summe  der  Flächenräume  der  inneren  Nebenberflhrungs- 
kreise? —  8.  Das  Wievielfache  von  dem  Umfange  des  umschrie- 
benen Kreises  ist  die  Summe  der  Umßinge  der  sämmtlichen  berüh- 
renden Kreise?  —  9.  Das  Wievielfache  von  dem  Flächenraume  des 
umschriebene^  Kreises  -  ist  die  Summe  der  Flächenraume  der 
sämmtlichen  berflhrenden  Kreise? 

Die  als  Beantwortungen  dieser  Fragen  von  dem  Herrn  Ver- 
fasser gefundenen  Resultate  zeichnen  sich  durch  Einfachheit  nnd 
Eleganz  aus,  so  dass  wir  dieses  Programm  allen  Lehrern  an  höhe- 
ren Lehranstalten  zur  sorgfältigen  Beachtung  zu  empfehlen  uns 
gedrungen  fflhlen ,  indem  wir  zugleich  der  Meinung  sind ,  dass  sein 
Inhalt  auch  zu  Uebungen  fBr  vorgerflcktere  Scbfiler  sehr  «zweck- 
mässig benutzt  werden  kann. 
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Mechanik. 

'  Vor  Kursem  erBchien  die  erste  Lieferaog,   Text  und  TAfein 
eioeA  Werkes: 

ConstructioDslebre  für  den  Maschinenbau  von  C.  L. 
Moll  und  F.  ReuleauZy  Civil  •Ingenieareui  Braun- 
schweig  bei  VieiTog,  1854.", 

welcbes  in  so,  naher  Beziehung  zu  den  Werken  und  Vorträgen  des 
Herrn  Professor  Redtenbacher  steht,  die  derselbe  6eit  einer 
Reihe  von  Jahren  an  der  polytechnischen  Schule  in  Carls  ruhe 
über  denselben  Gegenstand  hält,  dass  es  in  dieser  Hinsicht  die 
sorgfältigste  Vergleichung  mit  letzteren  verdient,  besonders  da  die 
Verfasser  noch  vor  2i  Jahren  Redtenbacher's  SchQler  waren. 
Jedem,  der  an  seinem  Unterrichte  Theil  nahm,  muss  auf  den  ersten 
Bück  die  grosse  Uebereinstimmung  der  Tafeln  mit  dessen  Vorla- 
gen und  des  Textes  mit  seinem  Werke  „Resultate  fflr  den 
Maschinenbau''  und  seinen  Vorträgen,  von  denen  ich  als  friihe- 
rer  Schuler  desselben  ein  treu  nachgeschriebenes  Heft  vor  mir 
liegen  habe,  auffallen.  Die  nähere  Vergleichung  bestätigt  diesen 
mit  wenigen  Ausnahmen  bis  in  die  Einzelnheiten  hinein. 

Ich  fühle  mich  sowohl  gegen  meinen  Lehrer  als  gegen  das 
gelehrte  und  technische  Publikum  verpflichtet,  die  Art  der  Ueber- 
einstimmung und  die  Entstehungsgeschichte  des  obigen  Werkes, 
so  weit  es  vorliegt,  in  Folgendem  darzulegen,  damit  das  V.^rdienst 
der  Verfasser  und  ihr  Benehmen  gegen  Professor  Redtenbacher 
richtig  gewürdigt  werden  könne. 

Der  erste  Abschnitt  handelt  von  der  Festigkeit  der  Mate- 
rialien. Die  ganze  Anordnung  und  das  Einzelne  im  Anfange  des 
Abschnittes  ist  dieselbe,  wie  in  den  „Resultaten'',  und  ich 
fShre  als  Beispiel  die  Nr.  35.  über  Arbeitsgrdsse  zur  Verlängerung, 
Verkürzung,  Drehung  und  Biegung  eines  Stabes  an,  die  fast 
wörtlich  mit  der  Nr.  55.  der  Resultate  übereinstimmt.  Am  Ende 
dieses  Abschnittes  dagegen  findet  die  einzige,  einigermaassen  er- 
hebliche Abweichung  von  Redtenbacher  statt,  indem  die  Ver» 
fasser  statt  der  gebräuchlichen  Brucbcoäfficienten  die  so  wenig 
genau  su  ermittelnden  CoiSfBcienten  für  stabile  Festigkeit  anwandten, 
d.  h..  statt  von  der  Kraft,  welche  zum  Bruche  eines  Stabes  nOthig 
ist,  von  derjenigen  ausgingen,  welche  seine  Form  bis  2ur  Elasti- 
cit&tsgrenze  verändert  So  lange  ea  sich  um  die  Bestimmung  der 
Dimensionen  eines  Querschnitts  von  gegebener  Gestalt  handelt, 
erscheioen  die  gewöhnHcben  Resultate  und  oar  eine  andere  Sicher- 
heit, ab  die  gegen  Bruch;  sobald  aber  die  TortkisiUiaftesle  Ge»lalt 
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des  Qaerscbnitts  bestimmt  werdeo  soll;  tritt  die  grosse  Unsicher- 
heit der  EiasticitfitsgroDze  mit  ihrem  gaozen  Gewichte  auf  und 
macht  ^e  Folgerungeo  ebeDso  unsicher« 

Der  zweite  Abschnitt  enthält  die  Einleitung  in  die  Con- 
structidnslehre  fCir  den  Maschinenbaa.  Es  sind  darin  überafl  die- 
selben Gmndgedankeii  ausgesprochen«  welche  Redtenbacher 
in  seiner  Eitkleitnng  aufstellt  und  bei  jeder  Gelegenheit  der  An- 
wendung wiederholt.  Ganz  dem  Gange  des  Heftes  folgend,  sind 
die  Grundbegrifre  der  Mechanik  auszugsweise ,  die  Gesetze  des 
geometrischen  Zusammenhangs»  des  Beharrungszustandes,  die  all- 
gemeinen Regeln  zur  Anordnung  von  Maschinen  und  zur  Bestim- 
mung ihrer  Diniensionen  aus  einander  gesetzt.  Dabei  ist  stets  auf 
Dasselbe  das  Hauptgewicht  gelegt,  was  Redtenbacher  als  be- 
sonders wichtig  hervorhebt,  wie  auf  den  Begriff  der  Wirkungs- 
grusse,  auf  die  Ursachen,  welche  den  Beharrungszustand  notb- 
wendig  herbeiführen  müssen,  die  Bedingtheit  fast  aller  Dimensionen 
bis  in's  Kleinste  durch  ein  verlangtes  Maximum  von  Zweckmäs- 
sigkeit, besonders  aber  die  Professor  Redtenbacher  eigen- 
thumliche  Methode  der  VerhSitnisszahlen,  von  denen  nachher  weiter 
die  Rede  sein  soll.  . 

Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  der  Construction  der  Ma- 
schineiitheilq.  Man  findet  hier  genau  dieselbe  Reihenfolge,  wie 
in  den  Resultaten,  dieselben  Erwägungen  wie  in  den  Vorträgen 
und  dieselben  Regeln,  mit  wenigen  Ausnahmen.  Das  eine  Mal  ist 
ein  Coiifficient  geändert,  wie  bei  der  Berechnung  der  Wellen,  das 
andre  M.'  die  Regel  eines  anderen  Autors  angenommen,  wie  bei 
der  Construction  der  Schrauben;  dann  sind  noch  einige  wenige 
Genstructiooen  zagefiSgt,  wie  die  eines  hohlen  Zapfens  und  einer 
hohlen  Welle,  einer  anderen  Kuppelung  und  einiger  Wand*  und 
Hangelager. 

Die  T  a  f  e  I  n  sind  der  grossen  Mehrzahl  nach  nichts  anderes, 
als  Abbildungen  von  den  Vorlagen,  welche  Professor  Redten- 
bacher construiren  Hess  mit  derselben  Bezeichnung  der  Abbän« 
gigkeit  der  Dimensionen  und  derselben  Art  der  Ausfuhrung;  die 
wenigen'  Abänderungen  sind  denen  des  Textes  entsprechend. 

Fasst  man  Alles  avsammen,  so  stellt  sich  heraus,  dass  da« 
IWigHche  Werk  grdsstentheil«  die  Resultate  Redte  ib  ach  et 'tf 
enthält,  versehen  mit  den  von  demselben  In  seinen  Vortragen  ge» 
gebenen  Herleitungen  und  anfgestellten  Gnindsätsen»  Bald«, 
stimmen  der  Anordnung»  dem  Inhalte  nnd  theilwelse 
dem  Wertlatite  nach  überein«  ***«  Das  grosse  Verdienst»» 
weMtes  rieb  R6d4enbaotier  sehen  alieb  durch  eetoe  „Resnl^ 
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täte'*  um  den  Maseblnenban  erworben  hat,  ist«  daM  er  dl«  Vbr* 
bändenen  Regeln  sa«inielte,  die  mit  den  besten  Erfabrongen  6ber^ 
einstimmenden  beibebielt«  die  anderen  fterbesserte«  dierlelen  n«cl^ 
fehlenden  nach  Vergleichung  der  bewährten  Gonstrnctionen  nnd 
ausgehend  von  einer  theoretischen  <*nindlage  bildete  und  sie  dann 
-^  was  sehr  wesentlich  ifrt  «^  in  einer  soloben  Reibenfolge  auf« 
stellte«  wie  sie  der  Constructeur  nach  einander  bedarf.  Die  -^»^ 
wäkigung  dieses  gamsen  Materials  und  eine  solche  Vereinftichiiiig 
aller  Regefai,  dass  sie  20m  praktischen  Gebrauche  wirklich  taug- 
lieh sind,  gelang  ihm  jedoch  nur  durch  die  ihm  eigenthOmliob# 
Methode  der  Verhfiltnisszahlen«  wonach  nur  einzelne,  meist 
Ton  einander  unabhfingige  Hauptdimensionen  nach  mriglichst  ver- 
einfaebten  Regeln  der  Festigkeitslehre  berechnet  und  die  andern 
aus  ihnen  durch  die  Verhältnlsszatilen  bestimmt  werden,  welche 
Abhängigkeit  heider  von  einander  meist  durch  einen  Factor  alleii^ 
ansgedrfickt  wird.  Diese  Methode  entwickelt  Redtenbacher  In 
seinen  «^Prinzipien  der  Mechanik  und  des  Maschinen- 
baues" im  Allgemeinen  und  zeigt  in  seinen  Vorträgen  bei  jeder 
Dimensionsbestimniung  ihre  Anwendung.  Ueber  die  praktische 
Bedeutung  dieser  Lehre  spricht  er  sich  in  seinen  «»Prinzipien''. 
S^ite  291.  folgeodermaassen  aus:  ««Ich  bediene  mich  dieser  Me* 
thode  seit  einer  Reihe  von  Jahren«  und  der  Ecfolg«  den  ich  durch. 
Eiofiibrung  derselben  in  der  Schule  erreicht  habe,  ist  von  der  Art« 
dass  dagegen  das»  was  ich  in  froherer  Zeit  durch  andere  Metbo^ 
den  zu  Stande  brachte«  als  Null  und  Nichtig  erscheint.'*  Dieses 
ganze  ausgebildete  System  haben  aber  die  Verfasser  geradezu  10 
ihr  Werk  aufgenommen  und«  indem  sie  die  wahre  Quelle  dessol* 
ben  verschwiegen«  fähren  sie  in  Nr.  77.  an«  was  sie  von  Redten« 
bacb^r  selbst  in  seinen  Vortrügen  gehört  haben«  dass  Watt 
seine  Maschinen  mit  Benutzung  von  Verhältnisswerthen  gebaut 
bat  und  dass  in  der  Fabrik  von  Sharp  uiid  Roberts  Tabelien 
mit  Benutzung  von  Verhältnissfornieln  für  verschiedene  Mascbi* 
n^ntheile  aufgestellt  worden  sind.  Die  Ansicht  der  Watt'schen 
Maschinen  und  jene  Tabelleik  standen  Vielen  zu,  Gebot,  aber 
Niemand  bildete  danach  ein  System«  bis  Redtenbacher  diese 
Metbede  schuf,  sie  klar  aussprach  und  allgemein  und  systematisch 
'anwandte. 

Hiermit  ist  die  Abhängigkeit  des  vorliegenden  VC^erkes  von 
denen  Professor  Kedtenbacher's  ausgesprochen.  Eine  freie' 
Benutzung  publicirter  Werke  steht  zwar  Jedem  zu«  aber  hier  liegt 
nicht  eine  nur  freie  Benutzung  vor  und  die  Vortrli^e  sind  liic^t 
publicirt. 

Die  fcfarate  Ensidit  In  den  »rvnd  dieser  AhbSngigIrelt' 
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gibt  aber  die  Entstehaogsgescbicbte  des  Werkes.  Nach- 
dem die  beideti  Verfasser  im  Herbste  1851  die  poijrtechniscbe  Schule 
ia  Carlsrube  verlassen,  fisMsten  sie  den  Vorsatz,  die  „Resni- 
tate  fflr  den  Meschinenbau''  ron  Redtenbacher  dorcb  ein 
Weric,  eine  Ausarbeitung  seiner  Vorträge,  au  erläutern,  damit 
dieselben  aoeb  von  solchen,  welche  letztere  nicht  gehört,  mit  Leich- 
tigkeit beontat  werden  konnten.  Nachdem  sie  Redtenbacher 
um  seine  Einwilligung  ersucht,  dieser  sie  aber  im  Jahre  1853  ver- 
weigert, weil  er  selbst  eine  weitere  Bearbeitung  einzehier  Theile 
iMabsichtigt,  so  benachrichtigten  sie  ihn  bald  darauf,  daiw  sie 
ihren  bisherigen  Plan  ganz  aufgegeben  hätten  nnd  die  Aufgabe 
von  einem  fär  den  Maschinenbau  ganz  neuen  Gesichtspunkte  aus 
tösen  wollten.  In  weniger  als  einem  Jahre  erschien  darauf  die 
vorliegende  Lieferung ,  in  der  man  nach  dem  ganz  neuen  Gesichts- 
punkte vergeblich  sucht,  um  so  augenfälliger  aber  nnd  nicht 
verhüllt  durch  einige  kleine  angebrachte  Veränderungen  ihren  ur- 
sprünglichen Plan  der  Ausarbeitung  der  Vorträge  des  Professor 
Redtenbacher  au8gefi!hrt  findet. 

Nachdem  ich  hiermit  den  Sachverhalt  dargelegt  habe,  kann 
ich  nicht  umhin,  auch  mit  einigen  Worten  das  Benehmen  zu 
beleuchten,  welches  die  Verfasser  ihrem  Lehrer  gegenüber 
beobachtet  haben.  Eine  Vergieichung  wird  hi^r  das  hellste  Licht 
gewähren.  A.  Bnrg  in  seinem  „Sopplenientbande  zum  Com- 
pendium  der  populären  Mechanik  und  Maschinenlehre, 
Wien  1850 *S  sa^  in  der  Vorrede:  „Dass  der  Verfasser  auch 
hier  wieder,  wie  es  seine  Pflicht  war,  die  vorzüglichsten  der  ihm 
bekannten  Autoren  benutzt  habe,  wird  aus  den  gelegentlich  im 
Texte  angeführten  mehr  oder  weniger  berühmten  Namen  herver- 
gehen ,  und  er  steht  nicht  an ,  diesen  Männern ,  wohin  auch  jene 
gehören ,  welche  die  Wissenschaft  In  irgend  einer  praktischen  Rieh- 
tong,  wie  z.B.  J.  Eytelweio,  F.  Redtenbacher,  J.  Weis- 
bach u.  m.  A.  gefördert  oder  erweitert  haben,  seinen  wärmsten 
Dank  im  Interesse  der  mechanischen  Wissenschaften  auszusprechen.*' 
Ausserdem  aber  nennt  er,  Redtenbacher  im  Texte  aufs  Gewis- 
senhafteste an  jeder  Stelle,  wo  er  etwas  aus  seinen  Werken  be- 
nutzte. So  verfuhr  Bnrg,  ein  Mann,  dem,  wenn  er  auch  üi>eraU 
seine  Hülfsquellen  nennt,  doch  das  ungesclimälerte  eigene  Verdienst 
bleibt.  Atiders  aber  die  Verfasser  des  vorliegenden  Werke«. 
Nachdem  sie  in  der  Vorrede  zwar  Redtenbacher  unter  den 
benutzten  Schriftstellern  genannt,  auch  die  Spezialität  angeführt, 
worin  sie  sich  an  ihn  auschltissen ,  nämlich  in  dem  AusHlbren  der 
Zeichnungen  in  gleich  starken  reinen  Linien,  sagen  sie,  dass  sie 
im  Texte  die  Quellen  in  der  Regel  nicht  namhaft  machen  würden. 
Unter  den  Namen,  die  sie  dennoch  nicht  selten  im  Teocfte  hexeich- 
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1,  ist  aiMr  der  R^dtenbfteher's  nie  zu  flndeii;  er  IriEtte  j& 
BDI 'der  SAniefast  jeder  Seite  stehen  möesen.  Wenn  sie  fVellicb 
diei6  Quell«  fiberall  angegeben  hfttten,  wad  wBre  dann  als»  ihr 
Vcrdlehst  tibrig  geblieben?^  Redtenbaeh^er  Sagt  in  seiner 
,;TbeorU  nnd  Bau  der  Turblneti  und  Ventilatoren, 
lisiinbeini  1844*^  in  dem  Verwerte^  dass  er  das,  was  die  bis* 
herige  Tfteofie  der  Afaschinen  nicht  geleistet »  erstrebe,  nämlich 
dekh  Praktiker  unmittelbar  und  leicht  anwendbare  Resultate  zu 
gebend  dats  dr  nicht  eher  mit  ein^  Einzelheit  hätte  hervortreten 
wollen,  bis  er  das  Ganze  durchgearbeitet  und  praktisch  geprüft, 
und  dess'  er.jetit'  «Ine  Reihe  von  Monographien  über  die  einzel- 
nen Partien  dee  Maschinenbaues  mit  der  oben  angefahrten  er- 
üfiie.  Indem  er  nun  einige,  herausgegeben  bat^  mit  anderen  aber 
nebb  zurückhält,  um  sie  erst  aur  vollen  Reife  gedeihen  zu' lassen, 
ergreifen  zwei  seiner  Schüler  den  ganzen  Schatz  theils  fertiger, 
tbeils  vorläufiger  Bearbeitung^  wie  die  Vorträge  Ihn  geben,  und 
fangen  an,  ihn  dem  Publicum  als  ihr  Product  vorzulegen.  $iei 
sind  Lehrjungen  zu  vergleichen,  die  kaum  dem  Meister  die  Ein* 
richtung  einer  tiefange.legten  Maschine  abgelauscht,  an  deren  Voll- 
endung er  begriffen  i^t  und  in  deren  Einrichtung  und  Gebrauch  er 
sie  einführte,  als  sie  davon  laufen,  eine  gleiche  Maschine  auf- 
stellen, statt  eines  gelben  Rädchens  oder  Stiftchens  ein  rothes 
einsetzen  und  damit  als  Erfinder  vor  die  Welt  treten. 

.  M<igen  sie  die  Fruchte  ernten,  die  ihrem  Thun  zukommen t 


Astronomie. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apost.  Majestät  auf  öffentliche 
Kosten  herausgegeben  von  Gari  von  Littrow,  Director 
der  Sternwarte,  u.  s.  w.  Dritter  Folge  dritter  Band» 
Jahrgang  1853.    Wien.  18M.    & 

Der  zweite  Band  der  dritten  Folge  der  Annalen  der  k.  k.  Stern- 
warte- tn  Wien,  welcher  den  aus  Argeländer's  Zonenbeobach- 
ttfngön  abgeleiteten  Sterncatalog  abscbliesst,  ist  im  Literar.  Ber. 
Nr.  LlXiÖV.  8.  (MO.  angezeigt  werden.  Je  mehr  sich  die  Wiener 
StMnWarfe  dnrch  ihre  unausgesetzte  praktische  Thätigkeit  und 
durch  die  Regelmässigkelt  ihrer  Publicationen  auszeichnet:  desto 
mehr  freuen  wir  uns>  schon  jetzt  wieder  das  Erseheinen  eines 
neuen  Bandes  der  Annalen  anzeigen  zu  kOnnen.  Derselbe  besteh! 
aHftzwei  AbtheihiiigeD:  L  Beebachtnngen  der  neuen  Planeten  ant 
Rilkaclor  in  den  Jahren   1840  ht»  1863,   redigirt    von  C.  H^yrn^ 
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steio»  4djaoct^ii  dar  k.  k.  Sternwarte;  IL  Zosätie  stt  deo  Ver- 
besseruDgen  zu  dem  Kataloge  der  oardlicben  ArgelaDder'aehea 
Zoneiibeobachtuiigen  von  Wilhelm  Oeltzen^  Aasisteatendfr  Wie* 
oer  Sternwarte,  lo  der  Einleitung  giebl  Berr  Directer  y.  Li  Uro  w 
eiJie  lebrreLche  Nachriebt  über  die  bei  der  JReduction  der  Planetenbe- 
obachtungen  gebrauchten  Verfahrunga weisen  und  die  dabei  io  Anwen- 
dung gebrachten  Formeln.  Wie  viel  erfr euliche  Früchte  von  der  fer^ge> 
setzten  Thätigkeit  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien  sich  noeh  erwarten  la»- 
sen»  geht  aas  diesem  Tbeile  der  Aunalen  von  Neuem  deutlich  hervor. 

•  Neues  Zeitbestimmungswerk  von  M.  Eble»  Lehrerder 
Mathematik  und  Physik  an  der  Realanstalt  zu  Ellwangen^ 
für  Schulen,  Gemeinden,  Techniker,  Forst-  und  Land- 
wirthe,  Mathematiker  und  Freunde  der  Hiromeiskunde. 

Dieses  fiir  Nichtastron omen  bestimmte  instrumentale  und  gra- 
phische Hilfsmittel  zur  Bestimmung  der  Zeit  ist  schon  von  Herrn 
Professor  Zech  in  Tübingen,  Herrn  Professor  Reuschle  in 
Stuttgart  und  Herrn  Professor  Encke  in  Berlin  mehrfach 
empfohlen  worden,  und  scheint,  so  viel  wir  bis  jetzt  dasselbe 
k'^nnen  gelernt  haben,  diese  Empfehlung  allerdings  auch  zu  ver- 
dienen. Eine  besonders  deutliche  Anschauung  von  demselben  wer- 
den aber  die  Leser  des  Archivs  ans  der  Anzeige  gewinnen,  welche 
Herr  Professor  v.  Littrow  in  Wien  in  den  „Oesterreichi- 
scben  Blättern  für  Literatur  und  Kunst.  Beilage  zur 
Oesterreich.-Kaiserl.  Wiener  Zeitung.  27.  Februar  1854. 
Nr.  9.  über  dasselbe  geliefert  hat,  weshalb  wir  diese  Anzeige  eines 
so  competenten  Richters  unsern  Lesern  im  Folgenden  wörtlich  mit- 
tbeilen  und  zugleich  wünschen,  dadurch  etwas  zur  Verbreitung  der 
genannten  verdienstlichen  Hülfsmittel  zur  Zeitbestimmung  beizutragen. 

„Neues  gemeinfassliches  Mittel  für  Regulirung  von 
U  hren.  Die  bisherigen  wahrhaft  unzählbaren  Versuche  dem  Nicht- 
astronomen  Mittel  zur  Regulirqng  der  Uhren  zu  Gebote  zu  stellen, 
hat  Herr  M.  Eble,  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der 
Realanstalt  zu  Ellwangen  (Würtemberg) ,  durch  sein  „Neues  Zeit- 
bestimmungswerk (Tübingen  1853)''  bei  Weitem  übertroffen,  wa« 
leichte  und  allgemeine  Anwendbarkeit  mit  verhfiltnissmässiger  Ge- 
nauigkeit verbunden  betrifft.  Wir  können  daher  nicht  umhin,  es 
allen  Jenen,  welchen  daran  liegt,  ihre  Uhren  unmittelbar  zu  prü- 
fen, auf  das  Angelegentlichste  zu  empfehlen. 

Die  Sonnenuhr,  immer  noch  das  populärste  Mittel  dieser  Art, 
kidet  an  bedeutenden  Mängeln,  da  ihre  Aufstellung  an  gewisse 
Oertlichkeiten  gebunden,  und  in  den  seltensten  Fällen  volikomnMa 
verbürgt  ist,  ä^erdies  auf  diesem  Wege»  wenn  nicht  besondere 
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aod  daher  schwer  su  err«ickeBde;Eii|rie4|tangen  getroffen  werden» 
nnr  sehr  rohe  Resultate  zu  erhalten  sind.  Man  war  deshalb  ron 
jeher  bemüht,  eigentlich  astronomische  Methoden'  für  Jedermann 
zufcängtich  zu  machen.  Unter  diesen  Methoden  bleibt  die  vorzfig- 
licbste«  weil  in  wenigen  Minuten  ausRlbrbare  und  mcbt  gerade  an 
des  Mittag  gebundene^  immer  die,  bei.  welcher  man  ans  der  HDhe 
c»der  sonstigen  Stething  eines  gewissen  Gestirnes,  z.B.  der  Sonne, 
zu  irgend  einer  Zeit  auf  die  eben  stattfindende  Stunde  schliesst. 
Es  gftit  aber  dabei,  zwei  Vereinfachungen  einzufiibren ;.eiifiinal  l^ittel ' 
auszudenken,  durch  welche  die  Stellung  des  Gestirnes  ohneKeui« 
plikationen,  denen  nur  der  Astronom  gewachsen  ist,  sicher  genug 
erkannt  wird,  und  dann  die  zur  Ableitung  der  Zeit  aus  der  Beob- 
achtung nSthige  Rechnung  möglichst  zu  erleichtern..  In  ersterer 
Beziehung  beschränkte  man  sich,  wenn  Ton  den  an  sich  sehr 
genauen  und  praktischen,  aber  im  Gebrauche  ausser  dem  Meri« 
diane  doch  immer  schon  gewisse  Kenntnisse  voraussetzenden  Er- 
findungen Dent's  (Dipleidoskop)  und  Stein  hei  i's  (Passagen- 
prisma) abgesehen  wird,  mit  Recht  im  allgemeinen  auf  Hohen 
messende  Werkzeuge  und  leistete  in  Herstellung  solcher,  Instru- 
mente von  der  hier  erforderlichen  Einfachheit  manches  Erspriess- 
liehe.  Herr  Eble  hat  diesen  Theil  seiner  Aufgabe  gehurig  berück- 
sichtigt, und  an  seinem  Sextanten  gegen  frOhere  Einrichtungen 
wesentliche  Verbesserungen  angebracht.  Sein  eigentliches  Vor* 
dienst  aber,  durch  das  er  eben  allen  Vorgängern  den  Rapg 
abgewonnen ,  besteht  in  der  Erleichterung  oder  besser  volligen  Um* 
gehung  der  Rechnung,  indem  er  alte  und  so  zu  sagen  versehet- 
lene  Methoden,  geometrische  Aufgaben  graphisch  zu  berechnen, 
sehr  sinnreich  roodificirte  und  zu  dem  hier  verfolgen  Zwecke  in 
einer  Weise  benutzte,  die  nichts  zu  wünschen  übrig  läs^L  ,  Sein 
astronomisches  Netz  ist  eine  Art  von  Rechenstab ,  durch  wel- 
chen alle  Schwierigkeit  dieses  Thellesi  der  Afbeit  auch  fflr  den 
Ungeübtesten  völlig  beseitigt  und  eine  Genauigkeit  (bis  auf  etwa 
eine  halbe  Minute)  erreicht  wird,  wie  sie  bisher  kein  hierzu  er- 
dachtes, ebenso  leicht  anwendbares  Mittel  bietet.  Die  Klarheit 
der  beigegeheneu  Gebrauchsanweisung  und  die  Billigkeit  des  Prei- 
ses (in  drei  Sorten  zu  3  Thlr.,  3  Thlr.  18  Ngr.,  4  Thir.  10  Ngr.)  ver- 
mehrt die  Zugänglichkeit  dieses  nützlichen  Apparates,  dessen 
Präcision  durch  Ausführung  in  grösseren  Verhältnissen  und  auf 
Metall  sich  bedeutend  steigern  Hesse,  und  der  durch  die  von  Herni 
Ehie  gegebenen  Nebenanwendungen,  z.  B.  f&r  beiläufige  Bestim- 
mungen von  Zeit  und  Azimnt  zur  See  auch  in  wissenschaftliche- 
ren Kreisen  Beachtung  zu  finden  in  hohem  Maasse  verdient 

.   K.  V.  LIttrow." 
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Herr  .Dr.  4iU.Ra^t  Wiegand,  Pj|ieriehrer  an  d^r  Realschule 
zu  Halle,  .bat  uns  nachstehende  Anzeige  übersandte  die  wir  um 
des  edlen  Zweckes'  willen,  wegen  dessen  die.  fteraüsgabe  des  .an- 
gezeigten Bikeths  ulitefl^nomnien  wcyfden,  ni^ht  aofd^m  fJmscflilage, 
sdüdero  IIB  Literarischen  Bert(chte  selbst  aMhrdckefi  lassen,  vmd 
den  Wunsch  a.usspr^^heo,.  dassi durch  Tfi»bt  ykte  Abeehmor, dieses 
B^ch$  4!^r  ia  Rede  stehende  Zweck  kriiftigst  gefordert  werden  muge. 

tn  Commisstön  ht\  H.  W.'Scbtnidt  in  Hall^  a.  d.  S.  M  er- 
snen: 

Pftyslkaftsche  Aafgäben, 

'       '        Mi't    Aufltlsungen   b'ei^^att  sg  egb'b  e  n 

von 

Dr.  Augwutt  IVleyand» 

Oberlehrer   an   der  Realschule   zu  Hall «\    , 

Mit  eingedru^eo  Holzseboitteo. 

Der  Reinertrag  der  ganzen  Auflage  ist  für  deb  Hau  eines  neuen 
Realschulhauses  in  den  Franckeschen  Stiftungen  bestimmt 

Preis  lO  S$^r. 

,.  Wenn  der  Unterzeichnete  hofft,  durch  Herausgabe  vorgenaon- 
ter  Schrift  einen  Theii  der  fehlenden  Geldmittel  zu  dem  so  dringend 
nothwendigen  Bau  eines  Reälschulhaiised  in  den  Franckeschen 
bliftuitgen  aufzubringen,  se  beseelt  ihn  hierbei  die  Ueberzeugnng, 
dass  die  Stillungen  Aug.  Herrn.  Fraticke's,..welche*seit  Jahr* 
hunderten  so  segensreich  gewirkjt  haben,  einen  wohl  bi^rtltideten 
Anspruch  auf  die  Theilnahme  und .  Unterstützung  aller  Freunde 
cVistlicher  Schulbildung  sich  erworben  haben  durften  unct  dass 
die  Nachtreit  des  grossen  Stifters  als  ihr  heiligstes  Vermächtniss 
die  Pflicht  erkennen  werde ,  an  seinen^  grossen  Werke  ^m  Segen 
df9S  Vi^te.fUndee  immer  fortioarb^iten«    >  : 

Aufträge  nimmt  jede  Bucfahi^idJung  an« 

Dr»  August  Wiegand, 
Oberlehrer  an  der  Healtchiile  zu  Halle  a«  4*  $. 


'''-''  Berichtigung. 

In  dem  Aufsatze  Nr.  XXXI.  in  Thl.  XXIK  S.  444 -^S.  447.  ist  sUU 
^  fib^n  9  «Q  «etxert«  W^nti  &  auch' durchaus  zu  Icein^m'BlisirterttSnl^» 
eiMtfhhrt,  ao  £it;diich  an  ^ar  Stell«  de«  ,,mathewBti«chea  Wftr- 
teibuchs*'.  WiQr»iif  ;«|ch  der  Aufsatz  Nr.  XXXI.' b^Joht,  überall  ^  ge» 
braucht  worden.'  Ferner  setze  man  noch  S.  445.' Z.  12.  ia  dem  Ausdrucke 
Ven  Hä  am  fiAde  desselben"« tätr  6  eiteiee  Punkte,  ri&mlich  .... 

Wi9get  dieaer  gr^asanon  Abaahl  «VW  AendeiasgeB  Biad-ikr  verita« 
genden  Nummer  des  Literarischen  Berichts  am  Ende  zwei  Cartons 
beigegeben  werden,  dip  in  Thl.  XXII.  Heft  IV.  statt  der  beiden  Blätter 
Bog.  29.  S.  443.  and  S.  444.  und  Bog.  30.  S.  445.  nnd  S.  446.  eingehefict 
werden  können^ 
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liurmiscker  Bericht  XC 


Literarischer  Bericht 
xc. 


Geischicht«  der  Müthematik  und  Physik* 

.Enthalt  du  Fakliri,  Trait<&  d'Alf^^br^  par  Abod  B^^kr 
Mokataimed  beo  Alha^asO  Aikurkh'i  (ManosorU  052,  f^up- 
pi^nent  aräbe  de  la  Bibliptb^que  tftip<^r,ia|^);  pr^pedd 
d'a«  Memoire. «uc.i'Alg^bre  iaddiecmittöeeiiez  )e«  A^a* 
beJ»    PAt  V.<Wo^pcke.    ParU  IföS.    a 

Herr  Doctor  Wotpcke  bat  «ich  scboit  dutcb  flo  viele  vor- 
aSgliche  Leistue^en:,  di^  Mich  (ii8t:sftnii|itJicb;iti  de«iLiteilri«cfaei> 
BerioMe  .imaevii  Archive  angezeigi  iVordeo  sind,. 4iiD  die: Q^cbicbti^ 
der  Matbemaük  v^dieat  gemacht,  dass  matt  jedem  neuen  W^k^ 
di388eUi)to  erböhete  Attfmerkaamkeii  zuKvend^o  mu^«  .     ... 

X3eber  die , Algebra  der  Araber  besitzen  wir  schon  einö  grös- 
sere Anzahl  von  Publicationen,  weiche  der  Herr  Verfasser  des 
vorliegenden  Werkes  in  der  demselben  voraogeschickten  »»Flotice 
ear  le  Fakhiri'^  namhaft  niachl.  und  etivias  gomkufit*  ekeffd^teri- 
rirt.    Im.  Jahre  1812  eNchien  an  Calcnlta: 

,The  Khoolasut-ool-Hisab,  a  Compendium  of  Arith; 
metlc  and  Georaetry^  in  the  arabic  language,  by 
Bubae^ood.  Deen  of  Ainool  in  Syria,  with  a  tcanslafiön 
ia.to  p^rsian  and  commentary.  by  the  late  Mublöwee 
Ruosh|Ua  ulee  of-Jaonpopr,.  to  which  is  added  ä  Trea- 
tjse  on ''i^l^ebra  by  Nuäjm-.oöd-D.eeii  Ulee  Khan  etc. 
CalciiilaV.prlnte'd  py  P.  Pereir^  in  the  hindoo^tanee 
press,   J812. ,  . 

iVif  *  kenisSen'  dliefse-Sfehlifti  mlcbe  der  Rerr  Ver&aser  ^Ib 
Klritlteeit- Aim^Alil  de  Beb A  Sddla  (f  MEtt)'^.  beanty  rnkkt; 

TbkXXni.  Hft.2.  9 
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S  Uterariteher  ßerieäi  XC 

Dach  Herrn  Dr.  Wopcke's  sachkundigem  Urtheil  kann  dieselbe 
aber  keinen  Begriff  geben  von  deii  Fortschritten^  welche  die  Ära* 
her  in  der  Algebra  gemacht  hatten. 

Später  gab  Rosen  «u  London  die  Algebra  des  Moham- 
med Ben  Moü^a  unter  dem  Titel: 

The  Algebra  of  Mohammed  ben  Musa,  edited  and 
translated  by  Frederic  Rosen.    London.  1831. 

heraus  und  wies  in  diesen ,  anf  Veranlassung  des  Khalifen 
Almamoün  verfassten  Werke  deutliche'  Spuren  indischen  Ein- 
flusses nach,  welcher  sich  erklärt  durch  das  Ansehen»  das  die  in- 
dischen Gelehrten  an  dem  Hofe  der  ersten  Abassiden  als  Astro- 
nomen, Mathematiker  und  Aerzte  genossen. 

Durch  dieses  Werk  gewann  die  allgemein  angenommene  Mei- 
nung, dass  die  Araber  nicht  fiber  die  bestimmten  Gleichungen  des 
ersten  und  zweiten  Grades  mit  einer  unbekannten  Grosse  bio- 
äus  gekommen  seien,  neue  Nahrung,  bis  der  berdhmte  SedlUot  aof 
det'Kaiserlichen  Bibliothek  zu  Paris  ein  Fragment  det  Algebra  des 
AlkhayyAmi  entdeckte,  aus  welchem  der  Nachweis  gefBhrtwe^ 
den'  konnte,  dass  die  Araber  sich  auch  schon  mit  der  Aaflusung 
der  bestimmten  Gleichungen  des  dritten  Grades  beschäftigt  haben. 

'''  Dasri  Herr  Dr.  W^pck-e  durch  die  Herausgalie  des  vollstSn- 
drge'nWerkes'ron  A|khayy4ffll  sich  ein  besonderes  Verdienst  am 
die  Geschichte  der  Mathematik  erworben  liat,  ist  den  Lesern  des 
Archivs  '  atis  dem  Literar.  Ber.  Nr.  LXVIi.  bekannt.  Auch  bat 
Herr  Dr.  Wupcke  In  diesem  Werke  nachgewiesen,  dass  die 
Araber  den  Durchschnitt  zweier  Kegelschnitte  zur  Construction 
Afit  bestimmten  Gleichungen  des  dritten  und  auch  des  vierten 
jGIrades  angewandt  haben. 

Nach  diesen  Arbeiten  war  nun  noch  eine  wichtige  LOcke  aus- 
zufällen, indem  es  immer  noch  zweifelhaft  blieb,  ob  die  Araber 
sich. auch  mit  der  unbestimmten  Analytik  beschäftigt  haben.  Herr 
Dr/ Wupcke  war  so  glücklich,  auf  der  Kaiserlichen  Bibliothek 
zu  Paris  ein  Maouscript  zu  entdecken,  dessen  Inhalt  ihm  die 
IVlittel  an  die  Hand  gab,  die  Fortschritte  zu  ermitteln,  welche  die 
Araber  am  Ende  des  lOten  Jahrhunderts  in  dem  genannten  wich- 
tigen Th'eile  der  Algebra  gemacht  l^atten.  Dieses  Werk  hat  zum 
Verfasser  den  Aboü  Beqr  Mohammed  Ben  Alhagan  Al- 
karkhi,  war  von  ihm  gewidmet  dem  Aboü  Gh&lib  Moham- 
med Ibn  Khalaf,  mit  dem  Beinamen  Fakhr  Almoulq,  Vezir 
d^s  Forsten  Boulde  Beh4  Aldaoulah,  Sahn  des  berOlimten 
Adh«d  Aldaonlah^   und.  hat  auch  jed(e«£Mi«' ra  Ebrw.ilieMi 
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▼«rii»  den  'Titel  'Alfakli¥l>'erh«lleD.  DaasetlM  wurde  fraimcbeU^ 
llelr  am  Anlibgie -des  llfeff  Jahrhunderts  ver&est  und  liefert;  nos 
die  eiBBige  Theorie  des '  algeUraiBcben  Calcuis  bei  den  Arabern, 
weiche  wir  bis  jetst  besitzen»  wird  abe^  noch  weit  wiohtigeil.and 
interessanter  durch  eine  Sainmlnnf^  von  Aufgaben»  weiche  als-  eiud 
fast  genaue  Reproduction  mehrerer  Bucher  des  Diophant  an  he* 
trachten  sind.  Herr  ür.  Wopclce  hat  sich  nun  die  von  ihm  nach 
unserer  Meinung  auch  vollständig  und  mit  grossem  Scharfsinne 
gelüste  Aufgabe  gestellt»  nachzuweisen: 

1^.    (^e  tes  Arabes«eonaaifiulaiefit  Talg^bce' iad^iermiik^e. 

2^.  Que  leurs  t^avaux  sur  ce  sujet  sont  basös  sur  Touvrage 
de  ttophamte.  *      ; 

3^.  QuDs  dnt  äjout^  ä  l'alg^br^  de  Diopbante »  tant  en  inven* 
taiit  de  nouveaux  proci^d^^s»  qu'en  proposant  des  probl^eis'de 
degrös  plus  ^lev^s. 

'4^.    Que  jnsqu'ä  la  fin  du  X'  si^cle  ils  ont  ignore  (es  metbo- 
des  d'analyse  indätermioäe  qu'on  irouve  chez  les  Indiens. 

5^.  Que  les  travanx  der  Fibonacd  n'ont  pas  le  degr^  d'origi* 
nalit^  qu'on  a  M4  tente  de  ieur  attribuer;  mats  qülls  sont  eo  grande 
partie  emprnnt^s  aUx  Arabes,  et  particuli^reinedt  k  Allmrkbl. 

Wir  mOssen  uns  leider  hier  mit  der  vorhergehenden  kui;zen 
Anzeige!  dieses  neuen  wichtigen  Beitrags  zur  Geschiebte  derJ^a^ 
thematik,  wofQr  die  Leser  mit  uns  Herrn  Dr.  Wöpcke  den  wSrm* 
sten  Dank  sagen  werden,  begnügen,  machen  aber  nicht  bloss  in 
allgemeiner  historischer  Beziehung  die  Leser  auf  denselben  auf- 
merksam, sondern  auch  in  mathematischer  Beziehung  wegen  der 
grossen  Anzahl  interessanter  Probleme,  die  Herr  Dr.  Wupcke* 
aus  dem  von  ihm  entdeckten  wichtigen  Werke  hier  mitgetheilt  bat. 

^MOge  Herr  Dr.  WOpcke  nicht  ermüden,  das  lange  brach  ge- 
legene Feld  der  Geschichte  der  Mathematik  fortdauernd  zu  be- 
bauen, wie  er  so  rafamvoll  angefangen!  Dass  hier  noch  viel  sa 
ernten  ist,  lässt  sich  nach  den  bisher  gemachten  Funden  kaum 
bezweifeln,  und  Dank  und  Anerkennung  Seitens  der  Mathematiker 
können  und  werden  solchen  in  jeder  Beziehung  trefflichen  Bestre- 
bungen nicht  fehlen. 

Auf  dem  Titel  trl^t  das  Werk  den  Zusatz:  „Imprimö  par 
aütorisati.on  de  l'Empereiur,  ä  i'impriro^rie  imp^riale'% 
woiiaäs  das  Interesse  hervorgeht,  welches  die  Kaiserlich  franzu- 
aische  Regiemng  an  diesen  Publicationen  aus  den  reichen  Schätzen 
(ihrer- Bibliothek  aioämt^  und  die  F&rderung  und  Unterstützung, 
wetelM'Sie  denselben  in.  liberalster  und  ruhmreichster  Weise  zu 
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TIM  wdfdeB  läMt,  iroßiidie  Matlwl»llik^.n^  FiHnfawkh 

▼OB  feh^.,  Vonüglkb  aber  :96it  ifiZßä  Na{>oiei»u  L^biü  jetst»  «Ich 
einer  grusseteri  Förderimg  abi  i»  gleicher  Weise  io  wenig  aA^eren 
Liiadiero  vk  eHreuen  gehabt  liat^  der  Kafseriieh  frarixosiäcbeii 
Regiersng  su  ^em  groMtem  Dinfccf  aicb  auf.  da«  Lebhafteste  ▼er- 
pflicbtetliaUeii  nrane. . 


Systeme^  Lehr^-  und  WörteTböcher« 

'  ■••.        j)        .     •  •  • 

Lehrbuch  der  Mathematik  für  denSehnl-  uBd.lSetbst- 
UDLterricht  bearbeitet  vonDr*  Bermann  .Gerlach,  Leh- 
K(QT  d^r'Matheinatik..und  Physik  an  der  Hanilelsechole 
zu  Dessau.  Erster  Curinus  der  Arithmetik,  Elemente 
der  Planimetrie.    Dessau.  Katz..  1853.    8.    2  BäodcheD. 

Dieses  im  Allgemeinetiner'  kurze»  aber  doch  ziemlich  reich« 
baltige  Lehrbuch  muas  von  der  Hiaiidelsschule  zu  Dessan»  für 
«felche  es  jedenfalls  zunSchst  bestinM»!  ist,  einen  sehr  vortheiN 
haften  Begriff  erwecken.  Bei  allet  Einfachheit  der  Darstellung  ist 
der  Strenge  nirgends  etwas  Wesentliches  vergeben ,  und  besonders 
In  der  Geometrie  findet  Steh  ein  grosser  Reicfathuin  von  Uebungs- 
aufgäben,  die,  so  wie  das  Bflchlein  Oberhaupt,  auch  anderen  Leh- 
rern zur  Beachtung  empfohten  werden  kunnen. 


Arithm^tiL, 

Elementaray  Wyklad  Matematykl  prtez  Jae^a  Kan- 
tego Steczkowskiego,  Profei»sera  Wsil^ch^iey  Jagiel*- 
ledskiej.  CzeUh  Arytraetyfca.  WKrakowie.  185L  Czeicii. 
Algebra.    W  Krakowie.  1852. 

Wenn  wir  uns  auch  nicht  riibuien  dürfen,  der  polniscbeh  Sprache 
so  weit  mächtig  zu  sein,  um  das  vorliegende  W^rk  vollständig 
lesen  zu  können,  so  ist  uns  doch  das  allgemeine  Verstandniss 
desselben  mit  Hülfe  eises  Freundes  sehr  wohl  möglich  geworden, 
was  wir  ausserdem  namentlich  auch  der  Allgemeinheit  deri  maithe- 
«aitischen  Zeichensprache  verdatiken»  «oh  welcher  aafcilrlich  in 
diedein  Werke  in.  sehr  ausgedehnter  Weise  Gebrauch  gemacht  ist. 
Eine  Anzeige  dieses  Werkes  lieiern  wir  aber  m  dienen  lit^rSTieohen 
Beriditen  um soliebet,  weü  in  pelnlsd^r  Spniiehe Terfasstei 
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■teÜMlift  .W^Ire-tiWIlGffmaeii  nicbl  fcä«%  sittd>  dftfi^i^i  jvMf nr^nvir 
gezeicbneteo  Mathematiker,  wie  Mi  B*,  um  opt  ein  Pe»T  zfi.tnewKeni 
der  treffiicbe  Sniadeclci*),  Poczobat  u.  A.,  welche  diePoleo 
Imifaer  besessen  HattU;  ktth  bei  ihten  Vcfrir^en^vriM  Viälfacb 
franioeiiscber  Lehfttilcb^f  als  CompeüAieti  bedi^tit^  H^bi^ri.  '*  ^    '^ 

Das  TorUegeode  Werk  ist  j^deofalls  ein  6ehr.gi;i)pdlic;hfs;iipf| 
yelbtändigßa  ,(^eh;chu5;b  der  .Är^tbnietik  pod.  Algebra  in  i^ivsa^r^^ 
dentUcber  JD^ratellifog,  so  dass  wir  nur.  b^afier^,J(Mi;ti^,j.  4l^ 
es  dem  Herrn  yqiraaaer,  waa,  nach  ifim  aljgemeinep^  ^Tifeel  ;pa 
nrtbeilen»  jedenfalls  seine  ursprungliche  Absiebt  ty^'f^r»  bis  jßUf^ 
nicbt;  m^gÜqb  «gewesen  ist«  auch  die,  übjfig^i^  jtbeilc^  . der;,sqr 
ge^apntei)  Elementar-. und  vielleicht  auch  der  buheren.JMaitbemar 
tik  jn  glißicb  ai)sprecbender  und  lehrreicher  Weise  ^u.b^andeliif 
jUm  ,deni  Leser  einen  Begriff  von  der  Reicbhal%kei^,,dieaf^  ^Yfir* 
k(^f  zu  verschaffen,  wollen  wir  im  Folgenden  jseinen^fih^lt  ^etwsf 

gQpaiiex.:angeben.  .1,    .  ,  ..  '      \:)    t    »   -  J 

' 'Der  >rste  Thell  enthfilt  ausser  den  gewobnlii^k'en  «MJitbniett- 
Bcheh  L«hren,    die  *$ieh  in  jedem <  Lehrbucbe  finden^'  lehn^ekM 
«tltgemerae  Betrachtungen  Ober  die  Theiter-der  Zäfbleiiy'dM  übs 
besoDders"  angesprochen  haben,  und  eine  sehr  gründliche  Behand- 
lung ist  anch  den  Decimalbrfichtfn^  inigleich  iiait-RficbsIcht  tinf  die 
abgekürzten  Rechnungen ,  und  den  KettenbrOcheh ,  deren  Anwefi» 
düng  zur  Wurzetausziehung  auch   gelehrt   worden  {«rt,  ^ü  -TlfeH 
geworden.'-  I>ie  Combinationsiehre  ist  für  den  beäbsrclltigten  ZWeck 
zieftilieh  vellsfSndtg  behandelt  worden»  und  bei  dem  biHomisdiefi 
LAslirsatze '  bat  der  Herr  Verfasser  auch   dessen  Ailfwen^ung  atrf 
die  Wurzelausziebung  in  sehr  instnictiver  Weiscf»  wie  mftn  diese^ 
Gegenstand  nur  selten  behandelt  findet,  gezeigt,'  so^  ^ie  nach  ud- 
sereY  Meinung  rm  Allgemeinen  als  ein  V(»rzug  diieses  Lfebrbtiehb 
jedenfalls '  hervorzuheben  ist,   dass  dasselbe  mrt  sehr   richtigem 
Takte  ünB  "grosso  Umsicht  auch  auf  die  Anwendungen  znröckgehl, 
wekhe  sich  Ton  den  theoretiscbeti  LeHren  in  so  reicheA  Ma^se 
machen  lassen.    An    das   Btnoihlal  -  Theorem   schtiesst  sich    eiiie 
kurze  Behandlung  des  polynomiärchen  li^hrsatzes  an,   oud  hierauf 
ftilgt  die  -in  theoretischer  und  praktischök'  RQicksicht  auf  gleich'  vöii- 
züglicbe  Weise  behandelte   Lehre  von  den' Logarithmen,    wobei 
auch  die.  Einricbtung  und  d^r  Gebrauch  der  Gauss'schen  'ifafeln 
s^hr  deuilicb  gezeigt  worden  ist  Den  Beschluss  dieses  ersten  Theiles 
macht  die  Lehre  von  den  Proportionen  und  deren  Anwendung  auf  die 
sogenannten  höheren  praktischen  ftecbnuogsartenj   welchem  i.let^ 

:4)'I>er  aber  irash  ••HmI  mehrtre  ia   polniicher  j Sprache,  ^müdm^ 
.nfatbOTlNMohe  liehiMehcr  lfteniii^9fgeb«t  hat' .!•):.{!  *1  y,\)\i    . -'t    i   . 
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Behttndlutig  fcu  Theil  geworden  ist;       •   ' 

...  Per  »ii^^te.,.  die  eigentliche  Algebra»  d.  h»  die  Lehre  von  den 
Gieichangen.iusd  deren  Anwendung»  enthltitende  Tbeil.  beginnt  mit 
einer  kurzen  Geschichte  dieser  Wissenschaft  und  der  Entwicke- 
lüüg'Thres  Begriffs.  Abweichend  von  dem  gewöhnlichen  Gange 
^ei^  algebi'äisched  Elementarböcher  werden '  dann  zuerst  die  wich- 
ttgsten'|äflgfemelnch  Eigeijsdiaften  der  Gleichungen  bewiesen  und 
die 'haüptsäcHichsten  '  Transformationen  derselben  gelehrt,  was 
batÄrrich  von  deth  Standpunkte  der  strengen  Theorie  aus  nur  voll^ 
"ÄSndi^' gebilligt  werden  kann.  Diem  RatioDalmachen  der  Gleichun- 
gen ist  besondere  Aüfmerlcsamkeit  gewidmet  worden,  und  wir  sind 
dabei  auf  viele  Äusserst  lehrreiche  Beispiele,  an  denen  das  Werk 
fiberhaupt  reich  ist,  gestossen,  die  wir  Lehrern  der  Mathematik 
drfhgeiid  zur  weiteren  Beachtung  empfehlen.  Dann  folgt  die  Auf- 
losung der  Gleichungen  des  ersten,  zweiten  —  diese  auch  mit 
HGIG»  »dief  tUttenteüebe  —  und  dritten  Grades  mit  einer  anbe- 
klMtott  Gr|is«0^  und  die. Auflösung  der  höheren  Gleichungen  mit 
4(i;per  unbeklknDten  .Gr4«6se  durch  Näherung^  welchem  letzteren 
JÜege^ätaniiei  besondere  Aqfmierksamkelt  gewidmet  fw^orden  ist. 
B&eTAP  f9Cbli#98t  sic)^  die  Theorie  der  Elimination  för  Gleicbungeo 
4es  ersieo- ,(Gra4e4  .nndy  W<|it  ausführlicher  als  in  den  meisten 
dietotscben  JUßhrbüQhjsrn  4er  Algebra,  fßr  Gleichungen  höherer 
firadje,.  sodass  wir  auch  die  Behandlung  des  letzteren  Gegen- 
^pta^des  zur  Bß^pbtung  besonders  empfehlen  koanea*  Oaon  wen- 
det sioh  der  Herr  Verfsjss^r  %\x  der  nnl^^tlminten  Analytik  und 
J^mmt  endli/ijh  au  einer  ziea^lich  ansföhrlichen  Darstellung  der 
Dilfferenpep^riBc^bnungy  welche  sodann  In*  vertreff liebster  Welse  zor 
Entwickelung  der  Theorie  der  arithmetischen  Reiben  der  ersten 
und  höherer  Ordnungen,  zur  Summirung  der  Reihen  der  Pot^nsen 
der  natürlichen  Zahlen,  der  Berechnung  der  Kugelbaqfen,  auch 
tt:  was  wiederum  s^hr  mit  Uni;ei:lit  nur  selten  in  $f;hri(len  dieser 
Art  geschieht  «^  auf  die  Theorie  des  Einschaltens,  überall  durch 
vLeif4che  .  Beii^piele  , erläutert,  angewandt  wird.  Den  ßeschittss 
jna^bt  die  Theorie,  dpr  geometrischen  Reiben  und  deren  Anwen- 
dung auf  die  Zins-  und  Rentenrei^bnung. 

*^  '  E3  hat  uns  besondere  Genugthnung  gewShrt,  dieses  in 
"iqebreren  Beziehungen,  namentlich  durch  den  Reichthum  lehr- 
reicher Beispiele  und  seine  höchst  instructive  Richtung  auf  die 
fnichfreiche  Anwendung  der  Theorie  ausgezeichnete  Werk  unseren 
Lesern  hier  etwas  näher  bekannt  machen  zu  kOnnen.  Auch  der 
polnischen  Sprache  ganz  unkundige  Leser  und  Lehrer  werden 
von  den  vielen  lehrreichen  RecbDungsbeispiden,  die  seihit  fai  vle- 
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rieifaehMi  swecklAtailgen  Gebrauch  ipapli^JkuWen«..  |^lfi(^,iv^T 
mcbira.wif  der  |»^Ml^9o  matMniflftiiieb^li J^iters^tiu:  .;m  4fiYi,|B,^ 
ßltM9  eiiiM-  «91  aii9g€zficbveteii  L*e|i'li^up|i0»  md.  Gluck iWß/'^^fii^PP 
wir  ^r  Unii!«fsiat  «n  KrakM  «u  dwk  Besitz«  .w^ßß.  :aa.4p8g^; 
aeidineton  Lebterf  ,<,ifie  des  (lerrn  V^ifa^ft^rs  diefß#  W^rfc^L.i 


Geometrie-         ;    "     ',  , 

Sammlang  von  stereometrischen  Aufgaben.  Für 
Gymnasien  und  Gewerbescbulen  bearbeitet.  ▼pn'Frie- 
dricb  Hofmann,  Professor  der  Miithematik  am  k.  Gynir 
nasium  zu  Bayreuth.    Bayreuth.  Grau.  1854.    8. 

Die  empfebieoswerthe  Sammlung  algebraischer  Aufgaben,  des 
Herrn  Professor  Ht>fmann  ist  i|n  Literar.  Ber.  !Nr.  LXXVI.  und 
LiXXXVIII.  angezeigt,  und  es  sind  dort  zugleich  die  Principieo 
angegeben  worden»  welche  den  Herrn  Verfasser  bei  der  Heraus- 
gabe dieser  Aufgabensammlung  geleitet  haben.  Die  .vorliej^ende 
Sammlung  stereometrischer  Aufgaben  ist  als  eine  erste  F^^rtsetzung 
jener  algebraischen  Aufgabensammlung  zu  betrachten^  und  im  All- 
gemeinen ganz  nach  denselben  Principien.  bearbeitet >  auf  welch^ 
wir  daher  hier  nicht  von  Neuem  einzugehen  brauchen.  Diej An- 
zahl dieser  stereometrischen  Aufgaben  ist  sehr  gross  und  beläufl 
siehr  'auf  634  Dke^elben  haben  zum  Theil  sehr  zwiickmftssig  eine 
aaf  das  PrakÜsche  gerichtete  Tendenz ,  und  auf  des  Gebrauch  de4 
Declmal*  und  Duodeeimalmaasses  ist  gleiehmfissig'Raeksicht  gti 
nommen  worden.  Auf  unreine  quadratische  'Gleichungen  föhr^nd^ 
Aufgaben  sind  durch  ein  vorgesetztes  Sternchen  (*)  bebseichnet; 
doeb .  führen  auch  mehrere  der  nicht  so  bezeichneten  Aufgaben 
aaf  solche  Gleichi^pgen,  wenn  die  Unbekannten  nicht,  ^uf  die  ge* 
eignet^te  Weise  gewählt  .werden ;  ein  grosser  Theil  cjer  quadrati- 
schen Gleichungen  giebt  rationale  Resultate.  Der  Inhalt  na^b 
seinen  Hauptabschnitten  ist  folgender:  1.  Würfel»  i.U.  Parallelct: 
pipedon.  Hl.  Pvisma.  IV«  Cylinder.  V.  Pyramidej  . VI.  |. Kegelt 
\IL  Abgekürzte  Pyramide.  VIII.  Abgekürzter  Kegel  1^,  KngeL 
X.  Kugel- Ausschnitt,  Abschnitt  und  Zone.  XI. .  Regelmftssige 
Körper.,  XIL  Vermischte  Aufgaben.  XIII.  Sferebmetrische  Auf: 
gaben  vom  dritten  oder  vierten  Grade. 

Eben  so  VFie.dieSMnnilBiigaigsbraischec Aalgaben  batten^iife 
aach:  dieo«  Saiaiilmtg  stsffMnelriaclier  Antoben  fite:  eib  ibal  .bä^ 
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trtfteodm^im^chV^Beht'm  flMem  ge^tgtiebM  MfllfiiniKM  und 
AtacheÄ  dftber'^ttll«  Lehrer  äur  dieselbe  aafmeriiflMii»  indei»  wir 
Zugleich'»  Ixense  i«ie  bei  den  al^i»bt^}0elietiAii%irlren^  deh  Wunsch 
ätisi^redien,  däss  es  dem  fietnr  Verfaeeer  gefkNeft  ni5g^,  aach 
dl<i  Bie«\flt8lb  der  Aafgab«^,  #elcl^  die  ▼erffegeade  Sammliinf^ 
nocb'ftkht  entliKft,  bald  ^kl' einem  besonder^jn- Hi>Pte  tih  verGffeot- 
liehen,  vFofur  sich  ihm  alle  Lehrer  gewiss  zu  Dank  verpflichtet 
halten  werden. 

Cebungsaufgaben  Aber  die  Anwendung  der  Lehre 
▼oni  Maximum  und*  IMiintmu'm  auf  die  Kegelschnitts- 
linien  und  die  Theorie  der  ebenen  Curveu  überhaupt 
Von  JoliaiiVi  Rogner.  Aus  dem  Jahresberichte  der  st  st 
Ober-lfrealschule  in  Gratz  für  das  Studienjahr  1853^ 
besonders  abgödrucict.    Gratz.    Kienreich.    1854.    4. 

Die  Anzahl  recht  zweckmässiger  und  instructiver  Aufgaben 
fär  die  Lehre  vbn  dem  Maximum  und  Minimum  ist  nicht  sehr  gross, 
und  jeder  netf^;  Beitrag  dazu  ist  mit  Dank  aufzunehmen.  Herr 
t^rofessor  Rogner  an  der  st  st  Ober -Realschule  zu  Gratz  hat 
id  dem'yDifiegenden,  ^iiie  wettere  Verbreitung  verdienenden  Pro- 
gramm einen  solchen  Beitrag  geliefert,  auf  den  wir  die  Leser 
unserer  Zeltschrift,  namentlich  die  Lehrer  der  Mathematik,  auf- 
merksam zu  tilachen  nicht  unterlassen.  Die  Anzahl  der  mitgetheil- 
ten  Aufgaben  ist' 14;  sie  alle  liiitzuth eilen,  fehlt  uns  hier  der  Raum, 
weshalb  wir  uns  mit  der  ersten  und'  letzten  begnfigen : 

Jkufgf^Ue  Ift  Es  seien  ein  Krsia  uad  auf  densel- 
ben zwei  Punkte  gege^ei».  Man  .bestimmis...dl«*  Lage 
jener  Tangente,  Sriif  welcher  v<^n  .den  verUngertea 
Ordioaten  jener  Punkte  das  kleinmoglicbste  Seg^ftEl 
abgeschnitten,  wird.  !w 

Anff^a'We  XSV.  Man  soft  aus  einer  geg^'benen*  El- 
lipse durch  eine  Parabel  und  die,  durcfb  die  Durch- 
Schnittspunkte  beider  Curven  bestimmte  Sehne  die 
grösstmügriche  FiSche  schneiden,  wobei  der  Herr  VeMas- 
ser,  wie  aus  der  Auflösung  hervorgeht,  annimmt,  dass  die  gesuchte 
Parabel  durch  den  einen  "Schf^tel  dek*  Ellipse  gehen  und  mit'der^ 
selben  die  Hau^taxe-  genrein  haben  soll.  '     *' 

Neu  scheinen  die  Aufgaben  alle  zu  sei|i^,.und  die AufloipiiMea 
befriedigen  vollkommen,  indem  auch  der  zweite  I)ifiJBren{ial]|uoiipnl 
fiberall  vollständig  entwickelt,  una  mitteist  desselben  das  Maxi* 
mnm  uadlMuümümr.geUhrig.^vbiiiaattaiider.aaCeriieUe^  ist 

Aiick  dar  üebaägtimPileleBtiitwi  ^ioAdieds  AwfgjhwielirgtogBat 
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Da  nach  dem  Vorwort  der  Herr  Verfa««6r  diese  Anrgabee  je4e4- 
falls  aucb  fiir  seine  Schüler  beatimint  zu  haben  «eheint,  so  legt 
dies  zugleich  Zeogniss  ab,  dass  die  Mathematik  auf  der  st*  et. 
Ober- Realschule  zu  Grafz  bis  zu  einer  ziemlich  beträchtlichen 
Uohe  mit  steter  Rücksicht  auf  Anwendung  getrieben  wird,  wozu 
wir  dieser  Lehranstalt  unter  der  Leitung  eines  so  ansgezeich- 
Dcten  Lehrers,  wie  des  Herrn  Verfassers,  nur  Glück  wün* 
•eben  können. 


Trigonometrie. 

Die  Elemente  der  ebenen  und  spbftriechen  Trigo^ 
ttometrie.  Nebst  vielen  Aufgaben«  Von  Dr.  T.  Franke« 
Professor  und  zweitem  Director  der  polyteehnischeii 
Schule  zu  Hannorer.  Mit  einer  KupfertafeL  Zweite 
vermehrte  Auflage.    Hannover.    Helwing.    1854.    8. 

Ein  deutliches  und  ziemlich  vollständiges,  die  goniometrischen 
und  cyclonietrischen  Reihen  jedoch  nicht  enthaltendes  Elenientar- 
Lichrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie,  das  nach 
einer  gemischten,  theils  geometrischen,  theils  analytischen  Me- 
thode  verfasst  ist  und  auch  eine  ziemliche  Reihe  von  Aufgaben 
Qiid  eine  hinreichende  Anzahl  ganz  vollständig  ausgerechneter  nume- 
rischer Beispiele  enthalt.  Es  enthält  auch  das  Legendre'sche 
Theorem,  jedoch  noch  ganz  eben  so  bewiesen  und  entwickelt,  wie  schon 
Legendre  that,  obgleich  man  jetzt  viel  bessere  und  lehrpeicbers 
Beii'eise  besitzt;  auch  über  den  Flächeninhalt  sphärischer  Drei* 
ecke  ist  das  Nüthige  beigebracht.  Auffallend  ist  es,  dass  de^ 
Herr  Verfasser  die  neuesten  Bearbeitungen  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie gänzlich  ignorirt  hat,  wodurch  die  Darstellung  dieser 
Wissenschaft  so  ungemein  erleichtert  und  vereinfacht  worden  ist, 
dass  zur  vollständigen  Entwickelung  der  Grundformeln  jetzt  ein 
Paar  Stunden  ausreichen,  und  der  Gebrauch  des  so  fatalen  Sup- 
plementär-Dreiecks  ganz  unnüthig  gemacht  wird.  Das  vollige 
Ignoriren  dieser  neuen,  anerkanntermassen  einen  wesentlichen 
Fortschritt  bedingenden  Darstellungsweise  ist  aber  um  so  auffal- 
lender, weil  schon  eine  nicht  geringe  Anzahl  von  Schriften  er- 
schienen sind,  welche  sich  die  weitere  Entwickelung  dieser  neuen 
Methode  der  Darstellung  der  sphltrischen  Trigonometrie  zur  ganz 
besoodiimi  Aufgabe  gemacht  haben,  woraus  der  Werth  deutlich 
herirorgeht,'  welchen  die  Lehrer  der  Mathematik  auf  dieselbe  zif 
legen  geneigt  sind,  ein  Igtioriren  derselben  daher  künftig  nichft 
mehr  statUiaft  seiD  dürfte  und  ala  ein  Ruckacbritl  beiraebtet  wec* 
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•den  nmss,  den  wir  am  allerwenigsttn  in  Being  anf  den  noeli  viel- 
facher Verbesserungen  bedfirfeoden  and  solche  anlassenden  niathe- 
n^atischen  Unterricht  billigen  k«»nnen. 


Astronomie. 

Die  Astronomie  und  die  Astronomen  seit  dem  Jabre 
1845.  Im  Lichte  und  Schatten  unserer  Zeit  betrachtet 
von  einem  Astronomen.    Leipzig.  Remmelmann.  1854*  8. 

Ein  mit  Sachkenntniss  verfasstes,  huhere  Ansprüche  nicht 
machendes,  recht  wohlgemeintes  Schriftchen,  welches  wir  auch  jun- 
gem Mathematikern  zur  Lectfire  empfehlen,  indem  sie  aus  demselben 
in  der  Kfirze  ein  im  Ganzen  ziemlich  vollständiges  und  deutlichea 
Bild  Ton  den  wichtigsten  Arbeiten,  welche  seit  dem  auf  dem 
Titel  genannten  Jahre  auf  dem  Felde  der  astronomischen  Wissen* 
Schäften  in  theoretischer  und  praktischer  Riicksicht  geliefert  wor- 
den sind,  sich  verschaffen  kunnen. 


Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  <der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Liter.  Ber.  Nr.  LXXXVIL 
S.  12.) 

Jahrgang  1853.  XI.  Band.  3.  Heft.  S.  464.  Schoniein: 
Ueber  Farbenveränderungen.  —  S.  492.  Fritsch:  Ueber  Schnee- 
figuren. —  S.  499.  Fritsch:  Weitere  Belege  fiir  eine  secufftre 
Aenderung  der  Lufttemperatur.  —  S.  504.  Pohl:  Beiträge  zur 
Prfifung  der  Mikroskope  (sehr  gründliche  und  beachtenswerthe  Ab- 
handlung.) —  S.  604.  Kenngott:  Mineralogische  Notizen.  —  S.  632. 
Pohls  Ueber  Sacharometer,  deren  Anfertigung  und  Prfifung.  — 
S.  674.  Parts  ch :  Ueber  den  Meteorstein -Niederfall  unweit  Mezu« 
Madaras  in  Siebenbürgen  am  4.  September  1852.  —  S.675.  Partsch: 
Auszug  aus  dem  amtlichen  Berichte  über  den  am  4.  September  1852 
bei  Mezu- Madaras  in  Siebenbürgen  stattgehabten  Meteoriten-Fall. 

Jahrgang  1853.  XI.  Band.  4.  Heft.  S.  730.  Giotl:  Schrei« 
ben  des  Herrn  Professor  Zantedescbi  Aber  die  Esistenn  und  die 
Natur  der  elektrischen  StrSme,  welche  in  den  Telegraphen  fLei« 
tnngen  beobachtet  wurden,  -r  S.  735.  LIttrofr:    Datier  das  au* 
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gefneine  Nire&a't der r Heere. — S.  743«  LUtvdwr  iDie  Chilteiinr« 
tion8t>aiikte  der  Sstlicbea  Geratial« Alpen«  *^  S.  750^  KenngoHt 
Mioeralogische  Modzen.  -*  8:773.  Fritscb:  Aie(  i^fttienyp^rft« 
tnr  steigt  mid  lallt  bkiiten  einer  analogen  «IQähnf^ea  PMede,  in 
welcher  sich  die  Soimenfleokeo  verminderii  und  yeniiehren.  ^ 
S.  774.  Bericht  des  w.  M.  Herrn  Prof.  Petz.val  Ober  eine  Abband« 
lang  des  Herrn  Ober-Ingeaiears  Jobann  Ar eari "(betrifft  «das 
folgende,  ton  Herrn  Ar'eari  gelöste  Problem:  »»Gs  seien  fr;ei<  im 
Räume  die  zwei  Mass«a  m  und  M  im  Zustande  der  Robe,  es  -flei 
A  ein  mateiieller  elaatiscber  Verband  ohne  Cievricht»  dessen  iur» 
sprünglicbe  Länge  gleich  a  ist,  es  sei  Q  eine  dritte  Masse,  welche 
mit  der  Geschi^indigkeit  c  in  der  Richtung  mM  die  letzte  Masse 
M  so  stusst,  dass  eine  Verlän<rerung  x  des  Verbandes  a  binnen 
der  Zelt  t  erfolgt,  und  es  sei  die  Bewegung  von  m  und  M  anzu- 
geben." Der  Beriebt  des  Herrn*  Professor  Petzval  VspricTit  sich 
in  sehr  sachkundiger  Weise  über  die  Arbeit  des  Herrn  Arcari 
aus.)  —  S.  817.  Graitich:  Bewegung  des  Lichts  in  optisch  ein- 
axigen  Zwillingskrystallen. 

Jahrgang. 185^.  XI.  Band.  5.  Heft  S.  943.  Vintsch^^ 
g  au :  Ricerche  sulla  struttura  microscopica  della  Retina  deli'  Uomo» 
degli  Animali  vertebrati  et  de  Cefabpodi.  —  S.  J006.  U.nger: 
Einiges  über  die  Organisation  der  Blätter  der  Victoria  regia  Lindl. 
—  S.  1015.  Haidinger:  Die  grüne  Farbe  der  Oxalsäuren  Eisen- 
oxyd-Alkalien und  die  weisse  Farbe  der  Eisenoxyd -Alaune.  — 
S.  1023.  Engel:  Ueber  die  Entwickeinng  des  Auges  und  des 
Gehörorganes.  —  S.  lOSi.  Oeltzen:  üeber  die  Bahn  des  Pla- 
neten Thalia.  —  S.  1070.  Brücke:  Ueber  den  Dichroismus  des 
Blutfarbestoffs. 

Jahrgang  1854.  XU.  Band.  1.  Heft.  S.  3.  Haidinger: 
Beitrag  zur  Erklärung  der  Farben  der  Polarisationsbuscbel  durch 
Beugung.  —  S.  9.  Haidinger:  Tabelle  d^r  Eisbedeckung  der 
Donau  bei  Galacz  in  den  Jahren  1836  bis  1853.  —  S.  11.  Hörn- 
st ein:  Bestimmung  der  Bahn  des  ersten  Kometen  vom  Jahre 
1853  aus  sämmtlichen  Beobachtungen.  -—  S.  22.  Kenngott:  Mi- 
neralogische Notizen.  —  S.  44.  Littrow:  Bahnnähen  zwischen 
den  periodischen^  Gestirnen  des  Sonnensystems.  —  S,  80.  Pohl: 
Physikalisch -chemische  Notizen.  —  8.  113.  Oeltzen:  Verglel- 
changen  zwischen  den  Zönenbeobacbtnngen  von  B  es  sei  und 
Argelander. 

Proceedings  of  the  Royal  Society  (London.) 

Wir  hoffen  in  dc^n  Stand  gesetzt  zu  werden,  ujwem  Lesern 
von  jetzt  an  in  nnanterbroebener  Folge  eine  Anzeige  der  MPro- 
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€«edlng8^  der  Kdoigl.  Gesellschaft  der  WisseesebafteB  za  Loedon 
liefern  za  können.  Wegen  der  grossen  Wichtigkeit  dieser  Proeeedings, 
und  weil  dieselben  ivohi  wenigen  Lesern  unserer  Zeitschrift  zu  Gesiciit 
kommen  dOrften,  werden  wir  den  Inhalt  derselben  stets  vollstän- 
dig angeben  y  ohne  bestimmte  RGcksicht  auf  die  durch  das  Archiv 
vertretenen  Wissenschaften,  weil  doch  vielleicht  fär  den  einen 
oder  anderen  Leser  auch  eine  botanische*  chemische  n.  s.  w.  Ab- 
handlung  von  Interesse  sein  könnte,  wobei  wir  jedoch  erinnero, 
dass  uns  nur  in  wenigen  Fällen  der  Raum  unserer  literariscbeo 
Berichte  erlauben  wird,  mehr  als  die  Titel  der  einzelnen  Abhand- 
lungen zu  geben. 

Vol.  VII.  No,  I.  p.  1.  Continnation  of  a  paper  on  Square 
Numbers  etc.  read  Dec.  22.  1853.  By  Sir  Frederick  PollocL 
—  p.  4.  The  first  part  of  a  paper  «,0n  a  Class  of  Differential 
Equations,  iociuding  those  which  occur  in  Dynamical  Problems." 
By  W.  F.  Donkin,  Savilian  Professor  of  Astronom y  in  the  Coi- 
versity  of  Oxford.  Der  Herr  Verfasser  sagt  am  Anfange  dieses 
Aufsatzes:  „This  paper  is  intended  to  contaln  a  discussion  of 
some  properties  of  a  class  of  simultaneous  differential  equations 
of  the  first  order,  induding  as  a  particular  case  the  form  (which 
agaln  includes  the  dynamical  equations) 
j  dZ  j  dZ 
dißi^  ^  dxi 

where  Xi  ....j:«,  ^i yn  are  two  sets  of  n  variables  each,  and 

accents  denote  total  differentiation  with  respect  to  the  independeot 
variable  i\  Z  being  any  function  of  Xi  etc.,  ^i  etc.,  which  may 
also  contain  t  explicitly. '^  —  p.  8.  On  the  Growth  of  Land  Shells« 
By  E.  J.  Lowe.  —  p.  IL  Note  on  the  Decomposition  of  Sulphu- 
ric  Acidl  by  Pentachloride  of  Phosphorns.  By  Alezander  Wii- 
liamson.  —  p.  16.  On  a  new  and  more  correct  method  of  deter- 
mining  the  Angle  of'Apcrture  of  Microscopic  Object-Glasses.  By 
W.  S.  Gillet.  —  p.  18.  On  some  new  Compounds  of  Phenyl. 
By  Alezander  Willlamson. 

Vol.  VIL  No.  2.  p.  21.  Note  on  an  indication  of  deptb  of 
Primaeval  Seas«  afforded  by  the  reroains  of  colour  in  Fossil  Tests- 
cea.  By  Edward  Forbes.  —  p.  24  Note  on  the  Melting-poin( 
and  Trans formations  of  Sulphur.  By  B.  C.  Brodie.  —  p,  28. 
On  the  Structure  and  Affinities  of  Trigonocarpon  (a  fossil  fruit  of 
the  Coal-measores).  By  Joseph  D.  Hooker.  —  p.  32.  On  a 
peculiar  Arrangement  of  the  Sanguiferovs  System  in  Terebratula 
and  certain  other  Brachiopoda.  By  W.  B.  Carpenter.  —  p.  37. 
Oti  a  new  Series  of  Sulphuretted  Aclds.    By  Dr,  Aug.  KekuU. 
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Literarischer  Bericht 
xci. 


Arithmetik. 

Elemente  der  niederen  Analyeis.  Von  Dr.  Richard 
Beezy  Lehrer  der  Mathematik  an  der  Gewerbeschule 
zu  Plauen.    Mit  1  Figurentafel.     Plauen.  1853.    8. 

Wir  erkennen  bei  diesem  Schriftchen,  das  für  den  Unterricht 
in  der  ersten  Klasse  der  Gewerbeschule  zu  Plauen  als  Leitfaden 
zu  dienen  bestimmt  ist,  das  löbliche  Bestreben,  die  Elemente  der 
sogenannten  algebraischen  Analysis  im  Geiste  der  neueren  stren- 
geren analytischen  Methoden,  die  hauptsächlich  immer  auf  den 
Begriff  der  Gränze  zurückgehen  und  z.  B.  die  ganz  vagen  und 
verwerflichen  Entwickelungen  mittelst  der  sogenannten  unbestimm- 
ten CoefBcienten  ganz  verschmähen,  darzustellen,  gern  und  be- 
reitwilligst  an.  Mit  der  Art  und  Weise  aber,  wie  der  Herr  Verf. 
diese  neueren  Methoden  in  Anwendung  bringt,  können  wir  keines* 
wegs  fiberall  einverstanden  sein.  Auf  eine  ausführlichere  Kritik 
uns  einzulassen,  gestattet  hier  der  Raum  nicht  und  würde  auch 
durch  die  Bedeutung  des  Schriftchens  nicht  gerechtfertigt  erschei- 
nen. V}m  aber  unser  Drtheil  doch  auf  Irgend  Etwas  zu  basi- 
Ten,  wollen  wir  nur  bemerken,  dass  am  Ende  des  Schriftchens 
der  Herr  Verfasser  sich  auch  mit  dem  Taylor'schen  Theoreme 
beschäftigt  Ausser  an  seinem  sogenannten  Beweise  desselben, 
in  der  Art  wenigstens,  wie  er  denselben  darstellt,  müssen  wir 
billig  auch  schon  an  dem  Ausdrucke,,  auf  welchen  der  Herr  Ver« 
fasser  den  Satz  gebracht  hat,  Anstoss  nehmen.  Derselbe  lautet 
nämlich  bei  dem  Herrn  Verfasser  wie  folgt: 

„Ist  f(jf+h)  eine  in  dem  Intervall  x  iia  a-t^k  stetige  Fune- 
Thl.XlUlLHft.9. 
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tion,  die  beiden  Grenzen  mit  einbe^iffen,  sind  ferner  die  sSmmt- 
licben  Derivationen /"(a:), /^(a:),  f^{x)y.,..  ebenfalls  contmairllcb« 
80  gilt  die  Gleichung 

/'(a:  +  Ä)=/K.r)  +  Ä/-(a:)+  ^  T W  +  j^^  n^)  +  .... 
so  lange,  als  die  Reibe  rechts  convergirt." 

Ja  freilich  hat  die  Reihe  rechts  immer  eine  t^euisse  Summe, 
so  lange  sie  convergirt!  aber  ob  diese  Snmme  in  allen  Fällen  der 
Convergens  der  Reihe  auch  wirklich  f{x  -|-  k)  ist,  wie  der  Satz 
bei  dem  Herrn  Verfasser  behauptet,  das  4)leibt  gewiss  sehr  frag- 
lich und  wird  am  allerwenigsten  durch  den  sogenannten  Bevreis 
des  Herrn  Verfassers  in*s  Licht  gestellt.  Dass  die  Summe  wirk- 
lich f\x-\-h)  ist,  geht  vielmehr  in  allen  Fällen  erst  aus  einer  sehr 
sorgfaltigen  Discutirung  des  der  Taylor'schen  Reihe  beizufiigen- 
den  sogenannten  Restes  derselben  mit  völliger  Bestimmtheit  her- 
vor, aber  nicht  aus  ihrer  blossen  Convergenz  nach  den  gewohn* 
Heben  Bedingungen  derselben.  Von  diesem  Reste,  dessen 
sorgfiSitige  Discutlrung  nun  einmal  bei  der  Taylor'schen  and 
Mac lauri naschen  Reihe  nicht  umgangen  werden  zu  können 
scheint,  ist  aber  bei  dem  Herrn  Verfasser  in  höchst  auffallender 
Weise  mit  keinem  Worte  die  Rede,  und  sein  ganzes  Gerede  über 
diese  Reihen  ist  daher  ohne  allen  Grund  und  Halt.  Wir  glauben 
sehr  wohl  die  Quelle  zu  kennen,  ans  welcher  die  falschen  Vor- 
stellungs-  und  Anschauungsweisen  des  Herrn  Verfassers  ursprüng- 
lich stammen,  wollen  aber  darüber  ein  Wort  hier  nicht  weiter 
verlieren,  hielten  uns  jedoch  fiir  verpflichtet,  den  Lesern  in  Be- 
zug auf  dieses  Büchlein  grosse  Vorsicht  anzuempfehlen,  und  e^le 
zu  bitten,  dem  Herrn  Verfasser  ja  nicht  Alles  auf  sein  Wort  zu 
glauben.  Eine  strengere  und  weiter  ausgreifende  Kritik  zu  bean- 
spruchen, scheint  uns  das  Büchlein,  wie  schon  erinnert,  nicht 
hinreichende  Berechtigung  zu  haben. 


Geometrie. 

Grundzüge  der  Geometrie  des  Maasses.  Ein  Lehr» 
buch  von  Dr.  Oskar  SchlSmilch.  Erster  Theil,  enthal- 
tend Planimetrie  und  ebene  Trigonometrie.  Zweite 
Auflage.  Zweiter  Theil,  enthaltend  Stereometrie,  Ke- 
gelschnitte, sphärische  Trigonometrie  und  descriptive 
Geometrie.  Mit  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnit- 
ten. Eisenach.  Bftdecker.1854.  8.  BeideTheile2Tblr.l5Sgr. 
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Wir  freuen  uns«  di^  da«  ^nalige  Urtbeil,  wel<A#0  wir  iflf 
Ut6rari$cb0n  Berichte  Nr.  LIV.  S.  751.  über  den  ersten  TbeU  die*- 
ser  »»Gruudsuge  der  Geometrie  des  Maassen"  gefällt  haben »  ioeo- 
fern  eine  Bestätigung  gefunden  bat«  als  von  demselben  scbqn 
jetst  eine  neue  Auflage  erschienen  und  diesem  Theile  ein  swei«» 
ter»  die  Stereometrie  und  damit  verwandte  Gegenstände  entbaiv 
teoder  Theil  beigefugt  worden  ist'  Der  erste  Theil  hat  in  dieser 
zweiten  Auflage  mehrere  Zosätae  und  Verbesaerangen  erhi^ltem 
weiche  der  Herr  Verfasser  in  der  Vorrede  angiebt  und  die  äus- 
sere Ausstattung  ist  in  zweckmässiger  Weise  dahin  al>geändert 
worden,  dass,  v^ie  auch  in  dem  zweiten  Theile,  die  Figuren  in 
recht  gut  ausgeführten  Holzschnitten  in  den  Text  eingedmcict  wor- 
den sind.  Der  Inhalt  des  zweiten  Theils  ist  auf  dessen  Titel 
angezeigt,  und  wir  kennen  den  Lesern  die  Versicherung  gelten» 
dass  sie  in  deniHelben  eine  gleich  ansprechende  DarsteUung  und. 
Entwickelung  der  stereometrischen  Partieen  der  Geometrie  fiqdenr 
werden,  wie  in  dem  ersten  Theile  der  Planimetrie  zu  Theil  ge- 
worden ist,  wobei  auch  manches  dem  Herrn  Verfasser  Eigenthtim* 
liebe  vorkommt.  Besonders  anerkennen  müssen  wir  in  Bezug  auf 
diesen  »weiten  Theil  drei  Dinge.  Erstens  hat  der  Herr  Verfas* 
ser  mit  sehr  richtigem  Takte  und  genauer  Kenntoiss  der  Bedurf- 
nisse des  neueren  mathematischen  Unterrichts,  besonders  auch 
auf  den  zu  unserer  Freude  immer  mehr  an  Bedeutung  gewinnen- 
den, eine  mehr  praktische  Dichtung  verfolgenden  Lehranstalten» 
eine  recht  gute  Darstellung  der  Elemente  der  descriptiven  Gee-^ 
metrie  in  sein  Buch  aufgenommen.  Zweitens  freuen  wir  uns, 
dass  er  der  synthetischen  Darstellung  der  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten eine  eben  solche  Bedeutung  für  den  mathematischen 
Unterricht  beilegt,  wie  wir  selbst  von  jeher  zu  thun  gewohnt  ge- 
wesen sind,  und  deshalb  auch  eine  solche  DarsteUung  dieser  Lehre 
in  sein  Buch  aufgenommen  hat,  wobei  wir  jedoch .  Folgendes  zu 
bemerken  uns  erlauben  mochten.  Der  Herr  Verfasser  hat  din 
Kegelschnitte  gleich  von  vorn  herein  aus  dem  Kegel  entstehen 
lassen,  wie  z.  B.  auch  schon  Apoll onJus  gethan  hat,  und  manche 
englische  Schriftsteller,  die  bekanntlich  in  dieser  Beziehung  als 
Muster  zu  betrachten  sind.  Nicht  wenige  andere  englische  Schrift- 
steller gehen  dagegen  von  der  Entstehung  der  Kegelschnitte  in 
der  Ebene  aus,  und  zeigen  nur  zuletzt,  dass  die  betreffenden 
Linien  auch  mittelst  Durchschneidung  eines  Kegels  erhalten  wer* 
den  können.  Dieser  letztere  Weg  hat  nach  unserer  Erfahrung 
fbr  den  Unterricht  sich  immer  zweckmässiger  erwiesen,  theils 
darnm,  weil  auf  demselben  der  so  wichtige  Begriff  des  geome- 
trischen Ortp.dem  Schüler  sich  am  Deutlichsten  zur  Anschauung 
bripg^o  ISsüt,  und  weil  ferner  auf  diesem  Wege  die  Lehre  von  den 
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Kegelschnitten  8ieh  nnmittelbar  an  die  ebene  Geometrie  anscUlesat 
und  zn  sehr  vielen,  bOclist  zweckmässigen  Uebnngen  in  der  letz- 
teren Veranlassung  giebt.  Jedenfalls  ist  auch  die  Eigenschaft  der 
Linien  des  zweiten  Grades,  dass  sie  sich  aus  dem  Kegel  scbnei- 
den  oder  als  Kegelschnitte  betrachten  lassen,  eine  nur  seeondfire 
qder  abgeleitete  Eigenschaft  dieser  Cnrven,  wie  wohl  am  Besten 
ans  ihrer  analytischen  Theorie  hervorgehen  dOrfte,  und  scheint 
daher  nicht  ganz  geeignet  zn  sein,  an  die  Spitze  einer  Theorie  dersel* 
ben  gestellt  zn  werden,  wenn  auch,  wie  schon  erinnert,  dem  Herrn 
Verfasser  sehr  berühmte  Namen  in  dieser  Beziehung  zur  Seite 
stehen.  Auch  erkennen  wir  die  Eleganz  der  von  dem  Herrn  Ver- 
fasser In  seiner  Weise  gegebenen  Darstellung  gern  an,  unter- 
drücken aber  auf  der  anderen  Seite  den  Wunsch  nicht,  dass  es 
einmal  einem  tdchtigen  Mathematiker  und  Lehrer  gefallen  rauchte, 
eine  möglichst  kurze  und  elegante,  ganz  fiir  die  Zwecke  des  Ele- 
mentarUnterricbts  berechnete  synthetische  Darstellung  der  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  in  der  von  uns  vorher  angedeuteten  Weise 
zn  liefern,  die  uns  noch  zu  fehlen  scheint,  und  gewiss  selbst  in 
dem  Archive  gern  Aufnahme  finden  wflrde,  vielleicht  unter  Ver^ 
anstaltung  eines  besonderen  Abdrucks  fSr  die  Zwecke  des  Un- 
terrichts. Drittens  endlich  hat  der  Herr  Verfasser  in  der  sphä- 
rischen Trigonometrie  die  frOhere  vielfach  unbeholfene  Darstellung 
mit  Hülfe  des  Supplementardreiecks  u.  s.  w.  ganz  verlassen ,  und 
sich,  bei  übrigens  selbsstSndiger  Verarbeitung,  völlig  der  neueren, 
aus  dem  Archive  Tbl.  XVI.  Nr.  II.  Tbl.  XVII.  Nr.  IIL  jetzt  %vohl 
allgemein  bekannten  Darstellungs weise  angeschlossen.  Das  Le- 
gendre'sche  Theorem  hat  auch  Aufnahme  gefunden  nach  der 
nrsprfinglichen  Darstellungsweise  seines  Erfinders,  die  wir  freilich 
gern  mit  einer  besseren,  neueren  vertauscht  gesehen  hfttten,  ohne 
dem  Herrn  Verfasser  daraus  einen  besonderen  Vorwurf  machen 
zn  wollen.  Die  BeschrSnktheit  des  Raumes  verbietet  uns,  mehr 
über  dieses  empfehlenswerthe  Buch  zn  sagen,  und  die  oben  von 
nns  besonders  hervorgehobenen  Vorzüge  und  EigenthOmlichkeiten 
desselben  sind  keineswegs  die  einzigen*  Wir  wOnschen  sehr,  dass 
demselben,  namentlich  in  seiner  jetzigen  neuen  Gestalt,  die  sehr 
wohl  verdiente  Beachtung  der  Leser  des  Archivs  in  jeder  Be- 
ziehnng  auch  fernerhin  zu  Theil  werden  möge,  besonders  auch 
von  den  Lehrern  der  Mathematik  auf  Gymnasien  und  Realschulen, 
die  ans  demselben  vielfache,  den  Zwecken  des  Unterrichts  för- 
derliche Belehrnng  schöpfen  können. 

Ueber  einen  merkwürdigen  Punkt  im  Dreiecke. 
Eine  mathematische  Aufgabe  für  Schüler  inr  Uebnng 
Im  trigonometrischen  Rechnen.    Behandelt  von  Doetor 
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6««taT  Emsmann,  ordentliehem  Lehrer  ed  der  höhe- 
res Bflrgerecbnle  zu  Frankfurt  a.  d.  O.  Zweites  Heft 
der  HathematischeD  Studien  für  die  Zwecke  der  Schule. 
Halle.  Berner.  18S4.    a 

Diese  Schrift  betrifft  die  folgende 

Aufgabe. 

Innerhalb  eines  Dreiecks  einen  Punkt  su  finden» 
»o  dass  die  drei  Winkel,  welche  die  von  diesem  Punkte 
nach  den  Dreiecksecken  gezogenen  drei  Geraden  mit 
den,  in  derselben  Richtung  genommenen.  Dreiecks- 
selten bilden,  einander  gleich  sind, 

welche  der  Herr  Verfasser  nach  verschiedenen  Methoden  auflöst 
und  daran  eine  grossere  Anzahl  von  Lehrsätzen  ober  das  Dreieck 
und  ftir  dasselbe  geltenden  Relationen  kndpft,  die  manches  nicht 
Uninteressante  darbieten,  und  bei  deren  Entwickelung  sich  der 
Herr  Verfasser  fiberall  der  geometrisch- trigonometrischen  Methode, 
wenn  man  so  sagen  darf,  bedient.  Zugleich  sind  einige  numerische 
Beispiele  beigefügt.  Das  erste  Heft  dieser  Mathematischen 
Studien  fClr  die  Zwecke  der  Schule,  weiches  den  Titel 
filhrt:  Ein  mathematisches  Thema  aus  der  Schule.  Von 
Dr.  A.  Wiegend.  Halle«  Berner.  1654.  ist  noch  nicht  zu  un- 
serer Kenntniss  gelangt.  Jedenfalls  aber  scheint  das  Unterneh- 
men, solche  mathematische  Schulthemata  in  einzelnen  kleineren 
Heftchen  zu  behandeln,  in  pädagogischer  ROcksieht  wohl 
Empfehlung  zu  verdienen. 


Trigonometrie. 

Die  ebene  Polygonometrie,  volistfindig  dargestellt 
and  durch  zahlreiche  Beispiele  erläutert  von  Dr.  J.  Dien- 
ger, Professor  der  Mathematik  an  der  polytechnischen 
Schule  zu  Carlsruhe.    Mit  39  in  den  Text  eingedruck 
ten  Figuren  in  Holzschnitt    Stuttgart.  Metzler.  1854   8. 

Wir  empfehlen  diese  Schrift  in  mehreren  Beziehungen  der 
Aufmerksamkeit  unserer  Leser.  Erstens  hat  der  Herr  Verfasser 
in  derselben  die  Zahl  der  Aufgaben,  welche  die  ebene  Polygo- 
nometrie darbietet,  erschöpft  und  eine  so  vollständige  Darstellung 
derselben  geliefert,  dass  der  Lehrling  In  den  Stand  gesetnt  wird^ 
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Jede  aieh  ihm  darbietMide  A.«fg[abe  lv$eq  und  aocb  in  doo  ver- 
wiekeltareD  Fällen  Ath  helfen  2u  können«  in  weleher  Beaiteb«ng 
der  Herr  Verfafi»er  jedenfalls  mehr  aia  die  meiaten  seiner  Vor^ 
ganger  geleistet  hat  Ganz  besondere  Anerkennung  verdient  es 
ferner,  dass  er,  worin  sonst  so  vielfach  gefehlt  wird,  eifrig  be- 
müht gewesen  ist,  dem  Leser  gleich  in  den  ersten  Grundsätzen 
die  Deberzeugnng  der  ausnahmslosen  GQltigkeit  der  erhaltenen 
Resultate  zu  verschaffen,  well,  wie  er  sehr  richtig  bemerkt,  ohne 
diese  klare  Ueberzeugung  zwar  ivohl  ein  mechanisches  Machtreten 
^or|s;eschriebener  Formeln,  nie  aber  eine  selbstbewusste  Benutzung 
derselben  möglich  ist,  eine  Ansicht,  die  wir  ganz  zu  der  unsrigen 
machen,  und  dem  Herrn  Verfasser  im  Namen  der  Wissenschaft 
danken,  dass  er,  wie  in  seinen  früheren,  in  vielen  Beziehungen 
ausgezeichneten  Schriften,  diesen  Grundsatz  auch  in  der  vorlie- 
genden zur  vollständigen  Geltung  zu  bringen  sucht,  und  zwar  Ja 
einer  Weise,  die  jedenfalls  ohne  zu  grosse  Weitläufigkeit  das  er* 
strebte  Ziel  glücklich  erreicht.  In  unmittelbarem  Zusammenhange 
hiermit  steht  es  auch,  dass  der  Herr  Verfasser  sich  keineswegs, 
wie  meistens  geschieht,  bloss  mit  der  Betrachtung  solcher  Poly- 
gone beschäftigt»  bei  denen  die  späteren  Seiten  die  früheren  nicht 
mehr  durchkreuzen,  sondern  auch  solche  Figuren,  bei  denen  eine 
Durchkreuzung  der  Selten  Statt  findet,  in  den. Kreis  seiner  Be- 
trachtungen zieht  und  für  dieselben  die  unbeschränkte  Gültigkeit 
der  erhaltenen  Formeüi  nachweist  Endlich  ist  hervorzuheben, 
dass  eine  ziemliebe  Anzahl  numerischer  Uebungsbeispiele  beige- 
filgt  ist,  wodnrdi  die  Brauchbarkeit  des  Werkehens  sowohl  im 
Allgemeiiien,  als  auch  namentlich  für  solche»  weUbe  praktische 
Anwendungen  von  der  Polygonometrie,  deren  dieselbe  bekanntlich 
in  so  reichem  Maasse  z.  B.  in  der  Geodäsie  fiihig  ist,  machen 
wollen,  wesentlich  erhöhet  wird.  Die  vorliegende  Schrift  ist  von 
dem  Herrn  Verfasser  zweckmässig  unabhängig  von  jedem  Lehr* 
buche  ^halten  worden,  bildet  jedoch  mit  dem  %, Handbuche  der 
ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie'',  das  von  ihm  nächstens 
erscheinen  wird  und  dem  wir  mit  Verlangen  entgegen  sehen,  ge- 
wissermaassen  ein  Ganzes.  Es  wird  uns  freuen,  wenn  die  vor- 
hergehenden wenigen  Bemerkungen  geeignet  sein  sollten,  die 
Aufmerksamkeit  unserer  Leser  auf  das  vorliegende  empfeblens* 
werthe  Sebriftchen  zu  lenken» 


Vermischte  Sefariffeen. 

Sitsnngsbertchle   der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (Siehe  Liter.  Bei.  Nr.  XG.  &  la) 
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Jahrgang  18S4.  Xli.  Band.  2*  Heft  S.  19a  Nattarer: 
Gasverdichtungs-Veremche.  —  S.  230.  Grallicb:  Bewegung  dea 
Lichts  in  optisch •  einaxlgen  Zwiinngakrystallen.  -^  8.  203^  Pefcä^ 
rek:    Cebergyektrisehe  Lampen« 

Jahrgang  1854.  XH.  Band.  3.  Heft  8.  281.  ScbOtie- 
mann:  Theorie  und  Beschreibung  einer  neuen  Bräckenwage.  — 
S.  303.  Uornstein:  Bestimmung  der  Bahn  des  ersten  Kometen 
vom  Jabre  1847»  nebst*)  Bemerkungen  über  den  Uebergang  von 
der  Parabel  zur  Ettipse  oder  Hyperbel.  —  S.  320.  Hörn  stein: 
Bestimmung  der  Bahn  des  ersten  Kometen  vom  Jahre  1853.  — 
S.  400.  Haidinger:  Ueber  Senarmont*s  gefärbte  Krystalle,  — - 
S.  40L  Haidinger:  Heber  den  Pieocbroismus  und  die  KrystaU- 
struotur  des  Amethystes.  —  S. 464.  A.  v.  Ettingshausen:  Bo- 
rieht  über  das  von  J.  Anatfaon'  zur  Beurtbeilung  eingereichte 
Manuscriptt  ,yD\e  natürlichen  Gesetze  der  Musik"  mit  dem  Motto: 
Wahre  Musik  ist  Jedem  verstündlicb.  (Auf  die#en  höchst  inter- 
esaa^en  Bericht  A.  v.  Ettingshausen*«  über  ein  Werk,  wel* 
ches  für  die  Musik  von  grosser  Wichtigkeit  zu  sein  und  in  der- 
selben neue  Bahnen  zu  eroffnen  schemt,  machen  wir  alle,  die  Rh* 
Musik  sich  interessiren>  im  Allgemeinen,  insbesondere  aber  auch 
die  Physiker,  aufmerksam.)  —  S.  515.  J.  H.  T.  Müller:  Allge^ 
meine  Ableitung  der  krystallometrischett  Grundgleicbungen.  «^ 
8.  527.  Boue:  Versuch  einer  naturgeraftssen  Erklärung  der  ehe- 
maligen Temperatur -Verhältnisse  auf  dem  Erdballe,  insbesondefe 
während  der  älteren  Steinkohlen -Periode,  so  wie  auch  der  Mög- 
lichkeit der  Entstehung  der  Steinkohle  in  den  Polargegenden.  — 
8.  536.   Gra  i  lieb :    Note  in  Betreff  der  Grundgestalt  der  Glimmer; 

Jahrgang  1854.  XH.  Band.  4.  Heft.  8.  545.  Haidin- 
ger: Note  über  gewundene  Bergkrystalle.  —  S.  600.  C.  v.  Etr 
finge  hausen:  Ueber  die  Nervation  der  Blätter  der  Papiliona- 
ceen.  (Schon  durch  die  z^eiund zwanzig  trefflich  ausgeführten  Tafeln 
in  Naturselbstdruck  der  k.  k.  Hof-  und  Staatsdruckerei  auch  für 
den  Nicht  «Botaniker  höchst  interessant)  — •  S.  664.  Alth:  Bei- 
träge  zur  Frage :  Ueber  den  Isomorphismus  homologer  Verbindun* 
gen.  —  S.  670.  Haidinger:  Mittbeilung  aus  einem  Schreiben 
des  Herrn  Professor  Stokes  über  das  optische  Schachbrettmuster, 
—  S.  678.  Derselbe:  Dauer  des  Eindrucks  der  Polarisations- 
büschel  auf  die  Netzhaut.  '—  8.  680.  Derselbe:  Berichtigung 
einer  früheren  Angabe.  --  S.  685.  Derselbe:  Die  Richtung  de^ 
Schwingungen  des  Lichtäthers  im  polarisirten  Lichte.  Mittbeilung 
aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Prof.  Stokes  nebst  Bemerkungen« 

*)  lehrreichen. 
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Boli^tins  de  TAcad^mie  Royate  des  8ciencea>  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  (Vergl.  Lite- 
rarischer Beriebt  Nr.  LXXXVII.  S.  9.) 

Tome  XX.  III«  Partie.  1863.  p.  27.  A.  QdÜeiet:  Apoll- 
cation  de  la  t^Mgraphie  ^lectrique  k  rastronomle.  •— >  p.  28.  Sur 
ia  m^töorologie  nautique  et  la  cooförence  maritime  tenue  a  Braxel- 
les;  note  par  A.  Quetelet.  — -  p.  35.  Sur  les  ätoiles  filantes 
pModiquesdesOet  lOaoüt;  par  A.  Qaetelet  —  p.  129.  Meteo- 
rologie nautique.  Rapport  sur  one  demande  du  Gouvernement 
beige;  par  A.'  Qaetelet.  —  p.  137.  Sur  ror^nlsation  des  cais- 
ses  des  veuves,  avec  des  applications  k  la  caisse  des  veuves  et 
orphelins  des  ofGciers  de  Farm^e  beige.  Memoire  de  M.  Liagre. 
Rapport  de  M.  Schaar.  —  p.  142.  Kapport  de  M.  Quetelet  — 
p.  i46.  Sur  la  diminution  de  rieclinaison  magn^tique  en  Europe. 
Lettre  adress^  le  22.  Septbr.  1853  k  M.  Quetelet  par  M.  Hau- 
st een.  (Ein  aucb  in  theoretischer  Rucksicht  sehr  interessanter 
Brief  des  berühmten  norwegischen  Astronomen.)  —  F*  ^^-  ^^ 
r^lectricite  naturelle  des  corps.  (Sehr  interessante  Mittheilaugen 
von  Herrn  Quetelet)  —  p.  267.   Memoire  de  M.  Duprez,  ayant 

Ear  titre:  Sur  an  cas  particulier  de  r^ailibre  «es  liquides, 
ipports  de  M.  Crahay  et  de  M.  Plateau.  —  p.  270.  Obser* 
vations  sur  les  horloges  ölectriques»  par  le  S**  Ja  spar,  fabricant 
d'instruments  de  physique«  ä  Li^ge.  Rapport  de  Irl.  De  Vaux. 
—  p.  281.  Description  de  quelques  mooiDcations  apport^es  aux 
horioges  ^lectriques,  par  J.  Jasper.  —  p.  351.  Sur  une  naine 
n^e  dans  les  environs  de  Bruxelles.  Note  par  M.  Quetelet  — 
Ausser  diesen  Aufsätsen  enthält  der  vorliegende  Baad  noch  ver^ 
schiedene  andere  interessante  Einselheiten ,  die  sich  hier  nicht 
alle  namhaft  machen  lassen. 

Tome  X%1.  lr€  Partie.  1654.  p.  60.  Snr  on  m<&moire  da  M.  Mob- 
tigny»  «t  intitul^:     Essai   aar  des  effett  de  röfraction  et  de  diapereioa 

SroduiU  par  l'air  atmosph^riqoe.  Rapport  de  M.  Plateao.  —  p.  74 
ar  le  nouvel  ObserTatoire  magn^tiqae  de  Rome;  par  A.  Qaetelet  — 
p.  79.  Snr  le  principe  ^lectroetatiqiie  de  Palagi  et  cee  experiencea.  Lettre 
de  M.  le  profetsenr  Zantedeschi  de  Padotie  k  M.  Qaetelet.  •*  p. 84 
Snr  qoeiqaet  parttcnlaritöt  de  formale«  d'aaalyee  mathdmatiqae.  Lettre 
de  M.  Genoechi  4  M.  Qoetelet.  •*  p.  96.  Sar  lee  prnportione  de  la 
nee  notre;  par  M.  Quetelet.  —  p.  149.  Sur  Torigine  oa  la  natare  du 
ealorique;  par  M.  Martens.  •—  p.  218.  Sur  la  d^clinRiton,  rinrliaal- 
aon  et  la  force  de  ratguille  raagnöttqne  4  Bruiellee  et  ear  lee  ▼arlatloae 
de  cec  troie  ^l^mentc  depais  quelques  aon^ee;  par  M.  A.  Qoetelet.  — 
p,  278.  Sar  une  neu  Teile  möthode  fournie  par  la  g^om^trie  deccriptlTe, 
paar  rechercher  et  d^montrer  le«  propri^^«  de  T^tendne;  par  M.  Bra«- 
•  ear.  —  p.  282.  -Snr  le«  anrore«  bor^ale«;  par  H.  A.  Qaetelet.  (Wie 
et  na«  echeint,  ein  mehrfach  wichtiger  Anfiata  über  da«  Nordlidit>) 

Anneie  anx  Bnllettn«.  1853—1854.  Enthalt  au««er  mehreren 
Abhandlnagen  aatorwiecenachaftliehen  und  hi«tori«cben  Inhalt«  die  fol- 
gende jedenfall«  «ehr  beachten« werthe  und  allgemein  intere««ante  groaaar« 
Abhandlung:  Memoire  «ur  l'organisatinn  de«  cais«e«  de«  TeuTe«  avec  de« 
appllcatioa«  ä  la  cause  de«  TeoTe«  et  orphelin«  de«  officier«  de  Tarmöe 
beige;   par  M.  le  Capitaine  Liagre. 
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Literarischer  Bericht 
xcn. 


Arithmetik. 

Ankündigung. 

In  Folge  wiederholter  Anfforderungen  habe  ich  die  Resultate 
zu  meinen  Aufgaben  aas  der  Arithmetik  und  Algebra  autographirt. 
Diejenigen  geehrten  Herren  Collegen,  welche  die  Aufgaben  bei 
ihrem  Unterrichte  benutzen,  wollen  die  Resultate  von  der  Gran- 
schen  Buchhandlung  in  Bayreuth  beziehen. 

Bayreuth  im  November  1854. 

Professor  Hof  mann. 

Auf  der  Universität  zu  Upsala  sind  neuerlich  die  folgenden 
akademischen  Schriften  mathematischen  Inhalts  erschienen,  die 
in  jeder  Beziehung  sehr  verdienen,  in  Deutschland  zu  einer  grös- 
seren und  allgemeineren  Bekanntschaft  zu  gelangen ,  als  den  mathe- 
matischen Erzeugnissen  trefflicher  schwedischer  Mathematiker 
meistens  zu  Theil  wird: 

BidragtitlTheorien  omElliptiskaFunctioner.  Inbjud- 
ningsskrift  af  Promotor  Carl  Johan  Malmstän.    Upsala. 

Bidrag  tili  Läran  om  Continuer liga  Brak.  Acade- 
misk  Afhandling,  Praes.  Mag.  Carl  Johan  Malmst^n, 
Professor  i  Rena  Mathematiken.  Respp.  F.  W.  Hult- 
man»  T.  Nyberg^  8.  T.  Göranson,  R.  Rubenson,  B.  F. 
Ner^n,  H.  Schulz,  A.  M.  Hyrberg,  J.  V.  Wretman.    Upsala. 

Om  UppiSsningen  af  Fj.erde  Gradens  Equationer. 
Academisk  Afhandling.    Praes.  Hag.  Carl  Johan  Malm- 
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st^n,  Professor  i  Rena  Mathematiken.    Resp.  G.F.  Räd- 
berg.   Upsaia. 

Om  Grunderna  fcSr  Differentialkalkylen.  Akademisk 
Afhandiing.  Praes.  Carl  Johan  Malmst^n,  Professor  i 
Rena  Alathematiken.    Resp.  Förf.  T.  R.  Thal<^n.    Upsaia. 

Inledning  tili  Mathematiken.  Akademisk  Afhand- 
ling.  Praes.  Mag.  Carl  Johan  Malmst^n,  Prof.  i  Rena 
Mathem.    Resp.  Forf.  N.  G.  Ljungzell.    Upsaia. 

Wir  machen  nochmals  die  Leser  des  Archivs  auf  diese  des 
Interessanten  Vieles  darbietenden  Abhandlungen  aufmerksam,  deren 
Inhalt  wegen  Mangel  an  Raum  wir  leider  nicht  besonders  ange- 
ben können. 

Theorie  der  analytischen  Facultäten  nebst  ihrer 
Anwendung  auf  Analysis,  Kreisfunc tionen  and  be- 
stimmte Integrale.  Von  Dr.  Ludwig  Oettinger^  Gross- 
herzoglich Badischem  Hofrathe  und  Professor  der  Ma- 
thematik an  der  Universität  Freiburg  I.  B.  Freibarg 
i.  B.  Diernfelder.  1850.    4. 

Dieses  ausführliche  Werk   über  die  immer  noch  nicht  hinrei- 
chend bebandelte  Theorie  der  analytischen  Facultäten  zerAllt  in 
zwei  Abtbeilungen 9   wovon  die  erste  die  Theorie  der  Facultäten« 
die  zweite   ihre  Anwendung  auf  Analysis,    Differenzenrechnong, 
Kreisfunctionen  und  bestimmte  Integrale  enthält«  und  bietet  dem 
Leser  vielfache  eigenthümliche  Untersuchungen  des  geehrten  Herrn 
Verfassers   dar.     Bei   der  Begründung  der  Theorie  ging  derselbe 
um  so  mehr  mit  Recht  auf  die  ersten  Elemente  zurück,    da  die 
mit  diesen  Gebilden  sich  beschäftigenden  Schriftsteller  bei  ihren 
Untersuchungen  von  ziemlich  verschiedenen  Ansichten  aasgingen« 
wobei  manche  Lücken  gelassen  wurden.   Der  Bildung  einer  zweck- 
mässigen Bezeichnung  hat  der  Herr  Verfasser  besondere  Aafmerk- 
samkeit  gewidmet,   was  besonders  verdienstlich  ist,    weil  l»ei  die- 
sem Gegenstande,  wie  jeder  Kenner  desselben  zageben  wird ^  ein^ 
muglicbst  einfache  und  zweckmässige  Bezeichnung  von  besonderer 
Bedeutung  ist.     Die  für  die  Entwickelung  der  Facultäten  in  Reihen, 
geordnet  nach  den  Potenzen  der  Grundgrusse  und  Zunahme,  aaf- 
gestellten  Sätze  sind   die  Brücke  ffir  die  von  Kramp  gelassene 
Lücke,    und  scheinen  von  besonderer  Wichtigkeit  zu  sein,    weil 
sie  bei  anderweitigen  Entwickelungen  in   der  Analysls  und  Dilfe* 
renzcnrechnung  von  grosser  Brauchbarkeit  sind  und  dort  Probleme 
in  organischem  Zusammenhang  I9sen,    die  bisher  nur  einzeln  und 
getrennt   und  mit  grosser  Mühe  behandelt  worden,  sieb  aneh  in 
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ganz  entfernt  liegenden  Ztveigeii  der  Integralrechnung,  z.  B.  bei 
der  Darstellnng  der  Integral-Logarithmen«  sehr  dienstbar  erweisen. 
Die  Umformung  der  Facuitfiten  im  Allgemeinen  (a"l<0  als  eines 
Ausdrucks  von  drei  unter  einander  unabhängigen  (positiven  und 
negativen,  ganzen  und  gebrochenen)  Grössen  ist  im  Nachtrage  zu 
Abschnitt  I.  und  II.  ausfuhrlich  behandelt,  und  es  sind  S.  146.  24 
Umformungen  aufgefunden  worden,  von  denen  Kramp  nur  7  ohne 
Ihre  BegrOndung  zu  geben  aufgestellt  hat.  Fthr  die  ZurOekfTlhrsfig 
einer  Faeultät  von  der  allgemeinen  Form  a^\^  auf  die  specielle, 
deren  Basis  und  Zunahme  die  Einheit  ist,  waren  bisher  nur  zwei 
PSile,  je  einer  von  Kramp  und  Gauss,  und  beide  von  Bessef 
entwickelt,  wogegen  die  Theorie  des  Herrn  Verfassers  acht  Um« 
formungsgleichungen  aulweist,  die  allen  Anforderungen,  welche, 
wie  der  Herr  Verfasser  sagt,  an  die  Theorie  eines  Gegenstandes 
coBsequenter  Weise  gestellt  werden  künnen  und  müssen,  zu  ge** 
nflgen  und  alle  Widersprüche  zu  losen  scheinen,  worin  man  seit 
Kramp  gerieth,  und  deren  Entfernung  bisher,  aber  nicht  immer 
mit  gewtlnschtem  Erfolge,  versucht  wurde.  Die  Anwendung  der 
in  U.  entwickelten  Facultäten-CoefXicienten  oder  Summcnausdrficke 
ffir  die  Verbindungen  mit  und  ohne  Wiederholungen  ist  im  dritten 
Abschnitte  hervorgehoben.  Der  vierte  Abschnitt  beschfiftigt  sieb 
mit  der  Darstellung  der  Kreisfunctinnen  durch  Facultäten,  und 
der  sechste,  ein  überaus  reiches  Material  darbietender  Abschnitt 
ist  der  Anwendung  der  Facultäten  auf  die  Darstellung  der  be- 
stimmten Integrale  gewidmet.  Am  Ende  der  Vorrede  bemerkt 
der  Herr  Verfasser,  dass  die  einzelnen  Abschnitte  dieses  Wer- 
kes, die  schon  vor  einem  Jahrzehend  nieder  geschrieben  waren, 
frflher  in  Crelle's  Journal  erschienen  sind. 

Die  Leser  de»  Archivs  des  Weiteren  wegen  auf  das  umfang- 
reiche Werk  selbst  verweisend,  mOssen  wir  uns  mit  der  vorstehen- 
den allgemeinen  Angabe  seines  Inhalts  hier  begnügen,  glauben 
aber,  dass  dasselbe  jedenfalls  eine  gute  Grundlage  für  weitere 
Untersuchungen  darbietet,  und  wünschen  daher,  namentlich  auch 
der  Vollständigkeit  wegen,  mit  der  es  seinen  Gegenstand  behan- 
delt und  die  Punkte  hervorhebt,  welche  bei  demselben  besondere 
Beachtung  und  weitere  Entwickelung  verdienen,  sehr,  dass  es 
sich  der  Aufmerksamkeit  der  Lehrer  unserer  Zeitschrift  nicht 
entziehen  möge,  ivenn  auch  sein  Inhalt  allerdings  vielen  derselben 
schon  aus  dem  Crelle'schen  Journale  bekannt  sein  wird. 
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Geometrie. 

Sämling  af  Geometriska  Probtemer  utgifireo  af 
C.  F.  Lindman^  Math.  Lector  i  Strengiiäs.  Andra  opp- 
lagan.    Strengnäs  1853. 

Ffir  die  Gate  und  Empfehlungs Würdigkeit  dieser  Sammlung 
geometrischer  Aufgaben  bürgt  schon  der  Umstand,  dass  dieselbe 
in  einer  zweiten  Auflage  erschienen  ist,  wenn  auch  nicht  der 
Name  des  Herrn  Verfassers  nur  Ausgezeichnetes  ervrarten  iiesse. 
Wir  machen  daher  die  Leser  des  Archivs  auf  diese  Aufgaben* 
Sammlung  aufmerksam. 

Die  Seitenfläche  des  schiefen  Kegels.  Abhandlang 
des  Oberlehrers  Tröger.  Programm  der  Petrischale 
zu  Danzig  von  Ostern  1852.    Danzig.    4®. 

Diese  grundliche  Untersuchung  über  die  Seitenfläche  des 
schiefen  Kegels,  welche  die  betreffenden  Integrale  auf  die  eiiip- 
tischen  Functionen  zurückfuhrt,  verdient  recht  sehr  noch  nach- 
träglich der  Beachtung  der  Leser  des  Archivs  empfohlen  zu  werden. 


Geodäsie. 

Lehrbuch  der  niederen  Geodäsie  zum  Gebrauche 
auf  forstlichen,  technischen  oder  militärischen  Lehr- 
anstalten»  so  wie  auch  zum  Selbstunterrichte  für  jeden 
Freund  dieser  Wissenschaft  von  Karl  Breymann,  Pro- 
fessoran  derk.  k.  Forstlehranstalt  zuMariabrunn.  Wien. 
Brau  muH  er.     1854.    8. 

Dieses  neue  Lehrbuch  der  niederen  Geodäsie  enthält  eine 
sehr  grGndliche  und  vollständige  Anleitung  zu  dieser  Wissenschaft, 
setzt  dabei  aber  ein  ziemliches  Maass  von  Kenntnissen  aus  der 
Elementar -Mathematik,  hauptsächlich  aus  der  ebenen  Trigonome- 
trie und  analytischen  Geometrie  oder,  wie  wir  hier  lieber  sagen 
wollen,  aus  der  Coordinaten- Geometrie  voraus,  wenn  auch  der 
Herr  Verfasser  allerdings  sich  vielfach  angelegen  sein  lässt,  das 
Meiste,  was  er  namentlich  aus  der  letzteren  Wissenschaft  bei 
seinem  Vortrage  gebraucht,  sehr  deutlich  und  ausführlich  zu  er- 
läutern. Dass  er  so  vielen  Gebrauch  von  der  Coordinaten- Geo- 
metrie bei  der  Aufnahme  des  Terrains  gemacht  hat,  verdient  die 
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grdsste  Aberkennung«  da  diese  Uethode  einmal  Oberhaupt  nicht 
genug  empfohlen  werden  kann,  und  dann  insbesondere  bei  ferst« 
ikhen  Aufnahmen  oder  der  Forstrermessung,  welche  der  Herr 
Verfasser  wohl  rorzugsweise  im  Auge  gehabt  hat,  durch  keine 
andere  sweckmfissigere  und  bessere  Methode  sich  ersetzen  lässt. 
In  Rücksicht  auf  Vollständigkeit  der  mathematischen  Auflösung 
aller  in  der  niederen  GeodMsie  vorkommenden  Aufgaben  nach  ver- 
•chiedenen  Methoden  durch  die  synthetische  und  analytische  oder 
Coordinaten-Geometrie  und  durch  die  ebene  Trigonometrie  wfissten 
wir  diesem  Werke  kaum  ein  anderes  an  die  Seite  zu  setzen»  und 
empfehlen  es  nicht  bloss  Praktikern,  sondern  auch  jungen  Mathe- 
matikern zu  ihrer  Uebung  in  der  Auflösung  solcher  geodätischen 
Aufgaben,  die  wir  unter  allen  Bedingungen  für  sehr  lehrreich  und 
bildend  halten,  recht  sehr.  Der  Flächenberechnung  hat  der  Herr 
Verfasser  mit  Recht  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet,  und, 
was  ganz  besondere  Anerkennung  verdient  und  in  wenigen  ähnli« 
eben  Werken  sich  in  gleicher  Vollständigkeit  finden  durfte,  auch 
auf  die  verschiedene  Bonität  des  Bodens,  also  auf  die  bei  allen 
Separationen  vorkommenden  Geschäfte,  in  sehr  ausgedehnter  Weise 
Rucksicht  genommen,  wobei  auch  manches  dem  Herrn  Verfasser 
Eigenthfimliche  vorkommt,  wie  sich  bei  einem  so  kenntoissreichen 
Schriftsteller  schon  von  selbst  versteht.  Das  Höhenmessen  Is* 
gleichfalls  gelehrt,  insbesondere  auch  das  barometrische,  welches 
zugleich  der  einzige  Gegenstand  ist,  bei  welchem  der  Herr  Ver* 
fasser  sich  genöthigt  sah ,  zu  ein  Paar  einfachen  Formeln  der  Dif- 
ferential- und  Integralrechnung  seine  Zuflucht  zu  nehmen.  .Sonst 
ist  der  Gebrauch  dieser  Wissenschaften  ganz  vermieden,  auch 
bei  der  sogenannten  Fehlerrechnung,  welche  überall  bloss  mittelst 
elementar- mathematischer  Kenntnisse  in  lehrreicher  Weise  ausge- 
fährt  wird.  Je  mehr  zu  wünschen  ist  und  je  mehr  es  zur  Förde- 
rung der  Wissenschaften  beiträgt,  wenn  auch  aus  der  niederen 
Geodäsie  oder  sogenannten  Feldmesskunst  immer  mehr  und  mehr 
das  bloss  Mechanische  und  Handwerksmässige  verbannt,  und  überall 
der  Anwendung  einer  gesunden  Theorie,  welche  die  Operationen 
ganz  ungemein  erleichtert  und  deren  Genauigkeit  bedeutend  erbuht, 
Eingang  verschafft  wird :  desto  mehr  Anerkennung  verdienen  Werke 
wie  das  vorliegende,  denen  man  auf  den  ersten  Anblick  ansieht, 
wie  hoch  ihre  Verfasser  die  Anwendung  der  strengen  theoretischen 
Lehren  auch  bei  praktischen  Geschäften  anschlagen  und  wie  sehr 
sie  deren  Werth  für  solche  Geschäfte  erkennen.  Noch  erfreuli- 
cher aber  wird  ein  solches  Bestreben,  wenn  Werke,  wie  das  vor* 
liegende,  zunächst  lediglich  als  Grundlage  für  den  Unterricht  auf 
ganz  eine  praktische  Richtung  verfolgenden  Lehranstalten  bestimmt 
sind,   indem  dann  Grundsätze,    wie  die  oben  näher  bezeichneten. 
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notbwendift  imnitt«lb*r  ihfreii  W^  in  das  praktiMhe  Leben  finden 
Afisflen;  and  In  der  That  erregt  ee  keine  geringe  Menmng  von 
dem  wiesenschaftiichen  Standpunkte,  welebe  die  k.  k.  Forettebr« 
anstatt  zu  Mariabrunn  enrnimmt,  wenn  anf  derselben  bei  dem  geo- 
dätischen Unterrichte  ein,  eine  so  grandliche,  voilstindige  ond 
genaue  Kenntniss  der  gesammten  Elementar -Mathematik,  selbst 
aoch  der  analytischen  Geometrie  und  der  AnfÜnge  der  Difereo* 
fial-  ond  Integralrechnung,  voraussetzendes  Lehtboch,  frie  das 
vorliegende,  so  Grunde  gelegt  werden  kann,  wozu  wir  dem  Herrn 
Verfasser  in  seinem  Liehrerberufe  nur  Glück  wünschen  kßnnen« 

Wir  haben  bfs  hierher  mehr  die  theoretische  Seite  des  Buchs 
besprochen  und  in's  Auge  gefasst.  Was  die  mehr  praktische 
Seite,  insbesondere  die  Instrumental  Kenntniss  betrifft,  so  rafis* 
sen  wir  dem  Herrn  Verfasser,  weil  sein  Buch  vorzugsweise  als 
Grundlage  für  den  m  find  liehen  Unterricht  in  der  GeodSsie  be- 
stimmtist, darin  ganz  Recht  geben,  dass  er  sich  ausßfbriicher  Be- 
schreibungen der  Instrumente  selbst,  auch  der  Abbildung  derselben, 
ganz  enthalten  hat,  weil  jeder  erfahrene  Lehrer  weiss,  dass  in 
dieser  Beziehung  ein  einmaliger  Anblick  eines  Instrumentes  bei 
verständiger  Erläutemng  von  Seiten  des  Lehrers  mehr  thut  und 
mehr  wirkt,  als  eine  lange  Beschreibung.  Nur  aber  darf  man  sich 
hierdurch  nicht  zu  der  Meinung  verfeiten  lassen,  als  habe  der 
Herr  Verfasser  gar  nichts  über  die  Instrumente  gesagt;  im  Gegen« 
theil  sind  ifberall  die  allgemeinen  Bedingungen,  welchen  ein  jedes 
derselben  genügen  muss,  die  Zwecke,  welche  man  dadurch  zu 
erreichen  beabsichtigt,  dfe  hauptsächlichsten  Fehler  u.  s.  w.  sorg- 
ftitig  besprochen  worden ,  so  dass  auch  In  dieser  Beziehung  der 
Herr  Verfasser  innerhalb  der  Gränzen,  welche  er  sich  selbst  ge- 
steckt hat,  aHen  billigen  Anforderungen  entsprochen  haben  dürfte. 
Wir  empfehlen  daher  dieses  Werk  nicht  bloss  allen  Denjeni- 
gen, welche  sich  fifr  die  Fortbildung  der  niederen  Geodäsie  in- 
teressiren  und  praktische  geodätische  Arbeiten  ausfuhren  wollen, 
sondern  selbst  auch  allen  Lehrern  der  Mathematik  an  höheren 
Lehranstalten,  namentlich  an  Real-  und  Gewerbeschulen  und  an- 
deren derartigen,  im  Bedürfnisse  unserer  Zeit  liegenden  Lehran- 
stalten, weil  dieselben  aus  diesem  Buche  manchen  Stoff  zu  sehr 
zweckmässigen  mathematischen,  namentlich  geometrischen  und 
trigonometrischen  Uebungsaufgaben  fiir  ihre  Schüler,  die  zugleich 
auf  einen  frucfatreichen,  praktischen  Zielpunkt,  der  auf  solchen 
Lehranstalten,  bei  aller  Geltung  der  reinen  Wissenschaft:,  immer 
mehr  und  mehr  In's  Auge  gefasst  werden  sollte,  hingerichtet  sind« 
schöpfen  können,  und  bemerken  noch  schliesslich,  dass  auch  dTe 
äussere  Ausstattang  In  jeder  Beziehung  vortreffRch  ist. 
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Astronomie. 

Om  Lands  Observatoril  Longitud.  Akademisk  Af- 
bandling  af  Didr.  Magn.  Alex.  Möller^  F.  M.  Amanuenti. 
vid  Astron.  Observator.    Lund  1853.    4^. 

Bhie  sehr  gHindlicbe  und  Kusserst  fleissige  Untersachung  Aber 
die  Länge  der  Universltats-Sternviarte  zu  Land,  welche  ganz  den 
Ansprficben  der  neoeren  Astronomie  an  solche  Arbeiten  genügt. 


Physik. 

Lärobok  i  Fysiken.  Für  KongL  Artilleri-Lärowerk 
ä  Marieberg  och  Kongl.  Technologiska  iostitutet  ütar- 
betad  af  A.  H.  Fock.    Stockholm.  1854. 


Meteorologie, 

Conference  maritime  tenne  ä  Brnxelles  pour  Tadop- 
tion  d'un  Systeme  uniforme  d*observations  m^täoro- 
logiques  k  la  mer.  (Auch  mit  englischem  Texte.)  Aout  et 
Septembre  1863.    4. 

Die  näcliste  Veranlassung  zu  dieser  Conferenz  gab  die  Regie- 
rung der  vereinigten  »Staaten  Amerikas^  hauptsächlich  auf  Anre- 
gung des  schon  so  vielfach  verdienten  Directors  des  National- 
Observatoriams  zu  Washington,  Herrn  Lieutenants  Maury.  Der 
Manpt*  und  nächste  Zweck  derselben  war,  sich  über  ein  bestimm- 
tes gleichförmiges  System  zur  See  anzustellende  meteorologischer 
Beobachtungen  zu  vereinigen  und  zu  verständigen.  Wie  bereit- 
willig die  Regierungen  der  meisten  seefahrenden  Nationen  der 
AnfTorderung  des  Gouvernements  der  vereinigten  Staaten  entge» 
genkamen,  zeigt  die  folgende  Liste  der  bei  der  Conferenz  erschie« 
neuen  Bevollmächtigten.    Es  war  nämlich  vertreten: 

La  Belgique,  par  A.  Qnetelet,  Directeur  de  TObservatoire 
royal  etc.  et  par  Victor  Lahure,  capitaine 
de  vaisseau»    directeur  g^n^ral  de  la  marine; 

Le  Danemark«  par  P.  Rothe,  capitaine -Reutenant  de  la  ma- 
rine royale,  directeur  du  depdt  des  cartes  de 
la  marine; 

L#«Btat«*Uiii69  parM.F.  Mattry,  tfieotenant  de  la  marine deir 
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f^tats-Uoia,    directenr    de    rObseiratolre    de 

Washington ; 
LaFrance,  par  A.  Delamarche»  Ingenieur  hydrographe  de  la 

marine  imperiale; 
La  Grande-Bretagne^  par  F.W.  Beecbey,  capitaine  de  la 

mariDe  royale«  F.  R  S.  etc.  nnembre  de  la  aee« 

tion  navale  dii  board  of  trade; 
La  Norw^ge,    par  Nils  Ibleo»  lieatenantde  la  marine  royale; 
Les  Paya-Basj  par  M. H.  Jansen,  lieuten.  de  la  marine  royale; 
Le  Portugal»    par  J.  de  Mattos   Corr^a,  capitaine -lieote- 

nant  de  la  marine  royale; 

La  Ru8sie,par  Alexis  Gorkovenko,  capitaine-lieutenant  de 

la  marine  imperiale; 
La  Stt^de,   par  Carl  Anton  Pettersson,  preniier-lietttenant 

de  la  marine  royale. 

'  Das  vorliegende »  in  vielen  Beziehungen  sehr  Interessante  Werk 
enthält  nun  den  ausführlichen  Bericht  über  die  Verhandlungen 
dieser  Conferenz»  die  Sitzungsprotokolle  und  die  in  jeder  Rück- 
sicht sehr  interessanten  und  für  jeden  Meteorologen  lehrreichen 
Entwürfe  zu  den,  den  Schiffen  Behufs  der  Anstellung  meteorolo- 

fischer  Beobachtungen  zu  ertheilenden  Instructionen.  Wir  baheo 
aber  geglaubt,  dasselbe  hier  der  Beachtung  unserer  Leser  empfeh- 
len zu  müssen,  ohne  uns  leider  auf  eine  aetaillirte  Angabe  seines 
Inhalts  einlassen  zu  kOnnen. 


Preisaufgabe. 

Die  Redaction  des  vom  Oesterreichischen  Lloyd  in  Tri  est 
herausgegebenen  „III US trirten  Familienbuches'*  hat  abermals 
eine  Preisausschreibung  erlassen,  und  zwar  diesmal  (ttr  die 
zwei  besten  naturwissenschaftlichen  Originalaufsätze,  welche, 
von  der  strengen  Form  der  Wissenschaft  sich  frei  machend«  Dar- 
stellungen aus  der  gesammten  theoretischen  und  angewandten  Na- 
tural issenschaft  mit  Berücksichtigung  der  neuesten  Forschungen 
enthalten  sollen  und  auf  den  Raum  von  höchstens  anderthalb  Druck- 
bogen in  Quart  bemessen  sind.  Die  drei  Preisrichter  sind:  V.  Kol 
lax»  Director  desk.  k.  Maturalienkabinctts  und  Prof.  Dr.  L.  Red 
tenbacher  in  Wien,  und  Prof.E.  A.  RossmSssler  in  Leipzig. 
Der  Einsendungstermin  der  IVIanuscripte  an  eine  der  beiden  fumpt- 
agenturen  des  Oesterreichischen  Lloyd,  in  Wien  oder  in  Leipzig, 
währt  bis  zum  30.  April  1855,  und  die  beiden  Preise  betragen,  ausser 
dem  üMichen  Honorar,  resp.  25  und  15  Dukaten  in  Gold.  Hin- 
sichtlich der  näheren  Bestimmungen  verweisen  wir  auf  die  aoafflhr- 
liche  officielle  Anzeige  dieser  Preisausschreibung,  welche  bei  dem 
gegenwärtig  atlgemem  verbreiteten  Interesse  für  die  Naturwissen- 
schaften gewiss  nicht  verfehlen  wird,  bei  dem  schriftstellerischen,  wie 
bei  dem  lesenden  Pablikom  einen  gleich  günstigen  Eindruck  la  machen. 


Digitized  by  VjOOQIC 


I 


^        lan^^^r 


^mA 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  VjOOQIC 


TafJ. 


Digitized  by  VjOOQiC 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  CjOOQIC 


Digitized  by  VjOOQIC 


7^//: 


•m-* 


Digitized  by  VjOOQIC 


I  > 


Digitized  by  VjOOQiC 


£ 


Cx 
J 


jLAl- 


TafK 


\B 


'0' 


über  den  Jn/talt  derla/ser 


A-- 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  VjOOQIC 


raf.n. 


r 


%z. 


itvw 


Fi^.3. 


)P' 


M'      ^M 


X' 


J 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  VjOOQIC 


TafM. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  VjOOQIC 


Ta& 


\ 


t 


\ 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  VjOOQIC 


TafX. 


Ihv-  Itnt^    C^4.  imdiüe  JufWt  A,  rinl  BB  'cderAT^^toqene-  RtnüUU  mÜMtn^  hs  xu  ihrem' 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  VjOOQIC 


ä 


IC 


luiijjyii 

3  2044   1 


02  935  525 


--^-^; 


!  A 


»    ^ 


